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Vorwort. 



Eine der merkwurdigsten Thatsachen auf dem Q-ebiete der mathe- 
matisclien Literatur 1st die weitgehende Trennung, die zwischen den 
englischen Publicationen auf der einen Seite und denen der iibrigon 
europaischen Nationen andererseits besteht, und die sich in den letzten 
Deeennien, wenn wir yon ganz modernen Ansatzen absehen, eher ver- 
scharft als gemildert hat. Man wird von vornherein voraussetzen diirfen, 
dass vermoge dieser Trennung einer jeden der beiden in Vergleich kom- 
menden Parteien zahlreiche und werthvolle Anregungen entgehen. Die 
Hermit angedeuteten Ueberlegungen diirffcen fiir das deutsche Publikum 
kaum an irgend einemWerke uberzeugender hervortreten, als an Routb/s 
Dynamik der Systeme starrer Korper, der en ersten Theil wir hiermit in 
Uebersetzung vorlegen. In England und den englisch redenden Landern 
ist dieses Buch (welches jetzt dort in sechster Auflage erscheint) langst 
tiberall verbreitet; es ist das aDgemeine, normale Lelirbuch der 
Mechanik; in Deutschland aber durfte dasselbe, trofcz gelegentliclier 
Hinweise ; die man neuerdings in der Fachliteratur findet, immer noch 
so gut wie tmbekannt sein. tlnd doch. ilberzeugt eine auch. nur fliichtige 
Durchsiclit allein des rorliegenden Bandes, dass wir es 'mit einena Werke 
der ausgepragfcesten Eigenart zu thun haben ? welches vermoge der 
Ftille seiner aUgemeinverstandliehen nach alien Richtungen ausgreifendeu 
Beispiele fur einen Jeden ; der sich nicht auf die abstracten Principien 
beschranken will ; sondern die Anwendung der Principien auf concrete 
Probleme eriassen mochte, von der weitgehendsten Bedeutung sein muss. 

In der That nimmt das Werk von Routh auch innerhalb der eng- 
lischen Lehrbuehliteratur eine ganz specifische Stellung ein* Dasselbe 
ist, man mochte sagen, das folgerichtige Erzeugniss der an der ITni- 
versitat Cambridge entwickelten und herrschenden Unterrichtsmethode^ 
deren anerkannter Meister der Yerfasser seit vielen Jahren gewesen ist. 
Lidem diese Methode den grossten Nachdruck auf die Durcharbeitung 
der einzekien Anwendungen legt ? bringt sie die Fahigkeiten des Ler- 
nenden nach bestimmter Richtung ohne Zweifel zu ausserorden^licher 
Entwickelung. Dafur tritt Anderes zuriick ; was wir in unseren deutschen 
akademischen Vorlesungen in erster Linie anzustreben pflegen: der 
systematische Aufbau 7 der allgemeine Ueberblick und die Anregung 
zur eigenen selbstandigen Ideenbildung. Man kann die Vorztige, welche 
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unsere deutsche Methode in dieser Einsieht besitzen mag, voll an- 
erkennen, ohne darum zu iibersehen, dass die englische Methode 
daneben, sozusagen als Erganzung, ihre ausserordentliche Bedeutung 
besitzt. Dies jedenfalls ist die Auffassung, von der aus wir das Werk von 
Routh dem deutschen Publikum auf das Angelegentlichste empfehlen 
wollen. 

Was den besonderen Inhalt des vorliegenden Bandes betrifft, so 
sei hier nur auf das Kapitel VIII, welches von den Lagrange'schen 
Grleichungen handelt, verwiesen. Die dort gelehrte Methode der modi- 
ficirten Lagrange'schen Function (bei der man nur einige der Gre- 
schwindigkeitscoordinaten q' durch die entsprechenden Impulscoordinaten 
p ersetzt) wird heutzutage in der Theorie der ;; cyclischen" Systeme 
aUgemein auch von deutschen Forschern angewandt (Helmholtz ; 
Hertz etc.),- es durfte aber kaum allgemein bekannt sein ; dass diese 
Methode schon vor 20 Jahren von Routh entwickelt wurde ? namHch 
in der 1877 erschienenen Preisschrift: A treatise on the stability of a 
given state of motion. 

Zum Schlusse noch die Bemerkung, dass die sehr correcte Ueber- 
setzung des englischen Originals, welehe Hr. Schepp in dankenswerther 
Weise geKefert hat, vor dem endgiiltigen Abdruck von Hrn, Dr. Lieb- 
mann dahier und mir durchgegangen worden ist, wobei sich als 
wtinschenswerth herausst elite, die Entwickelungen des Verfassers ver- 
schiedentlich dureh Hinweis auf nicht-englische Literatur zu erganzen. 
Auf diese Weise ist der diesem Bande beigefiigte Aohang entstanden, 
der allerdings auf Vollstandigkeit in keiner Weise Anspruch machen kann. 

Q-ottineen, den 11. October 1897. 

F. Klein. 



Dem Vorwort des Herrn Prof. 'Klein fttgen wir hinzu ? was der 
Verfasser in der Vorrede zur sechsten Auflage seines Buches: The 
elementary ywrt of a treatise m the dynamics of a system of rigid lodies, 
leing part 1 of a treatise on (he whole subject. With numer<m examples 
by E. J, Routh ; sixth edition, London: Macmillan and Co., Nw-York: 
the Maomillan Company, 1897 iiber die Anordnung des Stoffes sagt. 

Das ganze Werk ist in zwei Theile getrennt worden. In dem 
ersten Band werden die Grundprincipien der Dynamik nebst den mehr 
elementaren Anwendungen gegeben, wahrend die schwierigeren Theo- 
rien und Probleme dem zweiten Theil vorbehalten sind. Manchmal ist 
ein specieller Fall eines Problems, wie z. B. die Heinen Schwingungen 
eines verticalen Bireisels oder die Bewegung einerKugel auf einer rauhen 
Ebene ; elementar genug ? urn ilm in diesem Band behandeln zu konnen, 
wahrend die allgemeine Theorie erst in dem nSchsten folgt. Tim den 
Plan des Buches verstandlich zu machen, ist dem Inhaltsverzeichniss 
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eine kurze Uebersicht liber die in dem zweiten Band behandelten Gegen- 
stande beigefiigt worden. 

Jedes Kapitel wurde moglichst vollstandig gemacht, so dass der 
Leser Alles, was sich auf irgend emeu Theil des in ihm behandelten 
Gegenstandes bezieht, an derselben Stelle findet. Es schien dies von 
Vortheil fur diejenigen zu sein, welche mit der Dynamik schon be- 
kannt sind, da es linen gestattet, sich den Theil auszusuclien ; der ihr 
Interesse am Meisten erweckt. Aber auch dem Anfanger wird es 
dadurch ermoglicht, sich seinen Studienplan selbstandig zu wahlen. Er 
wiinscht vielleicht nicht, wenn er das Studium der Dynamik beginnt, 
durch ein rein analytisches Kapitel aufgehalten zu werden ; ehe er zu 
dem eigentlichen Gegenstand des Buches kommt. So kann er gleich 
mit dem D'Alembert'schen Princip beginnen und nur die Theile des 
ersten Kapitels nachlesen, auf welche verwiesen wird oder er kann 
moglichst bald zu den grossen Principien der Flachen und der lebendigen 
Eraffc tibergehen. Diejenigen, welchen der Gegenstand vollstandig neu 
ist, finden ein Verzeichniss der Paragraphen, welche sie am besten 0u- 
erst lesen wiirden, hinter dem Inhaltsverzeichniss. 

Ein besonderes Kapitel ist der Bewegung in der Ebene gewidmet; 
der Verfasser hat damit die Schwierigkeiten der Dynamik von denen 
der Eaumgeometrie trennen wollen. 

Zu jedem Kapitel wurden zahlreiche Beispiele gegeben, von denen 
viele sehr leicht, andere dagegen fiir Vorgeschrittene bestimmt sind. 
Tim eine moglichst grosse Abwechselung zu bieten, ist eine Sammlung 
von Problemen, die den an der Universitat Cambridge und den Colleges 
gegebenen Examination Papers entnommen sind ; dem Ende eines jeden 
Kapitels beigefugt worden. Da die Probleme von vielen verschiedenen 
Examinatoren ausgearbeitet wurden, so wird sich der Studirende mit 
ihrer Hiilfe Gewandheit in der Auflosung aller Arten von dynamischen 
Fragen erwerben konnen. 

Bei der Auswahl der Beispiele hat der Verfasser in erster Linie 
darauf gesehen ; dass sie sich genau dem Princip anschliessen, zu dessen 
Erlauterung sie dienen sollen. Zugleich wurden solche Maschinen fiir 
die Anwendung der Satze ausgesucht, die im Gebrauch sind und sich 
bewahrt haben. Jedes praktische Instrument, das eine so lange Be- 
schreibung nicht erfordert, dass es zur Erlauterung untauglich wird, 
wurde vielleicht interessanten aber gekiinstelten Constructionen vor- 
gezogen. 

So weit der Verfasser. Was die Uebersetzung angeht, so haben 
wir Folgendes zu bemerken* 

Punkte zum Bezeichnen der Differentialquotienten nach der Zeit, 
wie es theilweise im Original geschehen ist, haben wir nicht benntzt, 
weil sie leicht zu Verwechslimgen Veraaalasstuag geben und bei uns 
wenig im Gebrauch sind. Der Verfasser nennt lebenMge Kraft das 
Product aus der Masse und dem Quadrat der Geschwrndigkeit, wihrend 
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wir, well es in Deutschland gebrauchlicher 1st, unter lebendiger Kraft 
das halbe Product verstehen. Vergl. die Anm. auf S. 315. Die eng- 
lischen Maasse, Gewichte etc. smd, soweit es angemessen erschien,-in 
deutsche umgewandelt worden. Hier und da haben wir einige Zu- 
satze gernachfc, die sich auf die Literatur beziehen. (Die beiden Fuss- 
noten auf S. 78 und 144 sind von Herrn Dr. Liebmann.) An einigen 
Stellen haben gewisse Ausdrucke, wie z. B. excentric lines ( 40), area 
conserved ( 77 des Originals und 76 der Uebersetzung) u. A. eine 
nahere Erklarung nothig gemacht. An dem Ende des Bandes haben 
wir als Ersatz fur das Register im Original ein moglichst vollstandiges 
Sach- und davon getrenntes jNTamenregister hinzugefiigt, welches, wie 
wir hoffen, die Benutzung des Buches erleichtern wird. 

Im TJebrigen entspricht die Bearbeitung durchaus der sechsten Auf- 
lage des Originals. Bei der Uebersetzung freilieh war diese Auflage 
noch nicht erschienen. Wir sind dem Verfasser 7 Herrn Dr. Eouth ; fiir 
die Freundlichkeit, mit welcher er uns zuerst seine VeranderungeB und 
Zusatze zur funffcen Auflage und spater die Druckbogen der sechsten 
Auflage zur Yerfugung stellte ; sowie dem Verfasser und englischen 
Verleger fur die Ueberlassung des Uebersetzungsrechts zu Dank ver- 
pflichtet. Zum Schluss mochten wir noch Herrn Prof. Klein, der das 
Vorwort geschrieben ? die zweite Correctur durchgesehen und den An- 
hang iiber die Literatur am Ende des Bandes hinzugefugt hat ? sowie 
Herrn Dr. Liebmann in G-ottingen fiir seine Mitwirkung dabei unsern 
herzlichsten Dank aussprechen. 

Wiesbaden, den 14. October 1897. 

A. Scliepp. 
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Man bittet die folgenden Fehler zn corrigiren: 
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worin & n die Summe der verachiedenen Combinationen ruit Wiederholangen zur 
?i ten Classe von g 1 g 9 etc. bezeichnet. Man kann den Fonneln fur das Dreieck und 
Tetraeder auch die Form geben 






S. 92, Z. 12 v. u. setze Phillips statt Philipps. 

S. 96, Z. 14= v. o. lies Sxs statt 2xy. 

S. 106, Z. 17 v. o, lies Bashforth statt Basnford. 

S. 144, Z. 5 v. u. lies Jellett statt Jelett. 

S. 3S4, Z. 4 v. u. lies Transformation statt Vertauschung. 



Kapitel I 

Tragheitsmomente. 

1. Man wird beim Studium der Dynamik finden, dass gewisse 
Integrale sich bestandig wiederholen. Bs 1st deshalb angezeigt, sie 
in eineni einleitenden Kapitel zum Nachschlagen zusammenzustellen. 
Wenn auch ihr Zusammenhang mit der Dynamik vor der Hand nock 
nicht einleuchten mag, so kann sich doch der Studirende versichert 
halten, dass es ebenso vortheilhaft fur ihn ist Tragheitsmomente mit 
Leichtigkeit uiederschreiben, als die Schwerpunkte der Elementarkorper 
angeben zu konnen. 

Zu den nothwendigen Satzen kommen jedoch noch Yiele andere ? 
die eine bessere TTebersiclit iiber die Lage der Tragheitsaxen in einem 
Korper geben. Auct diese sind tier aufgefuhrt, obwohl sie nicht Ton 
derselben Wichtigkeit sind wie die ersten. 

2. AJle in der Dynamik sowohl als der Statik und einigen 
anderen Zweigen der angewandten Mathematik vorkommenden Integrale 
sind in der einen Form 

fffzFyPtf dx dy dz 

enthalten, worin (a, j3 ; y) specielle Werthe haben. In der Statifc sind 
zwei dieser drei Exponenten in der Eegel Null und der dritte ist ent- 
weder die Einheit oder Null, je nachdem der Zahler oder Nenner einer 
Coordinate des Schwerpunkts gesucht wird. In der Dynamik ist yon 
den drei Exponenten der eine Null und die Summe der beiden andern 
gewohnlich 2. Das Integral in seiner ganzen Allgemeinheifc ist noch 
nicht vollstandig diseutirt worden, wahrscheinlich weil nur ge^visse 
Falle reellen Nutzen liaben. In dem Fall ; in welchem der betrachtete 
Korper ein homogenes Ellipsoid ist ; hat Lejeune-Dirichlet (Bd. IV 
von Liouville's Journal) den Werth des aJlgemeinen Integrals in Gamma- 
funktionen gefunden. Seine Resultate hat spater Liouville in dem- 
selben Band auf den Fall eines heterogenen Ellipsoids ausgedehnt ; in 
welohem die Schichten gleicher Dichtigkeit ahnliche EUipsoide sind. 

In diesem Kapitel werden wir uns hauptsachlich auf die Betrachtung 
der Tragheits- und Deviationsmomente beschranken ; da nur in diesen 
Fallen das Integral in der Dynamik Yerwendung findefc. 

Bo nth, Bruunlk. L 1 



a Kapitel I. Tragheitsmomente. 

3. Definltionen. Wenn die Masse eines jeden Punktes eines 
materiellen Systems rait dem Quadrat des Abstandes des Punktes von 
einer graden Linie multiplicirt wird, so heisst die Summe der Products 
das Triigtieitsmoment des Systems fiir diese Linie. 

1st If die Masse eines Systems und Jc eine solche Grosse, dass 
Mk* das Tragheitsmoment des Systems bezuglich einer gegebenen 
graden Linie ist ; so heisst k der Trdgheitsradius des Systems fur diese 
Linie. 

Der Name ,/Tragheitsmoment^ riihrt von Euler her und wird jetzt 
liberal! gebraucht, wo die Dynamik starrer Korper studirt wird. Wir 
werden noch die folgenden Ausdrftcke gebrauchen: 

Wenn die Masse eines jeden Punktes eines materiellen Systems 
mit dem Quadrat des Abstandes des Punktes von einer gegebenen 
Ebene oder einem gegebenen Punkt multiplicirt wird, so heisst die 
Summe dieser Producte das Tragheitsmoment des Systems in Bezug 
auf diese Ebene oder diesen Punkt. 

Wenn zwei grade Linien Ox, Oy zu Axen genommen werden und 
wenn die Masse eines jeden Systempunktes mit seinen beiden Coordi- 
nate!) x, y multiplicirt wird, so heisst die Summe dieser Producte das 
Deviationsmoment*) des Systems beztiglich dieser beiden Axen. 

Es wiirde vielleicht passender gewesen sein, es das Deviations- 
moment des Systems beztiglich der beiden Coordinatenebenen xz, yz 
zu nennen. 

Der Ausdruck , ; Tragheitsmomente in Bezug auf eine Ebene" wurde 
zuerst von Binet gebraucht Sie werden deshalb auch Binet'sche 
TiSgheitsmomente genannt. Siehe Binet w Memoire sur la theorie des 
axes conjugues et des moments d'inertie", J. de Tec. polyt. cah. XVI. 

4. Ein Korper moge auf beliebige rechtwinklige Axen Ox, Oy, 
Ojs bezogen werden, die sich im Punkt schneiden und x, y y & seien 
die Coordinaten eines materiellen Punktes m, dann sind nach diesen 
Definitionen die Tragheitsmomente beztiglich der Axen der #, y, #: 



beztiglich der Ebenen yz, sx, xy: 



die Deviationsmomente beziiglich der Axen yz, zx 9 xy: 
D 2myt, E = Smex, F = 2mxy 
und schliesslich das Tcagheitsmoment fOr den Coordinatenanfang: 



wena r der Abstand des Punktes m vom Coordinatenanfong ist. 

1) Raakine, a manual of applied mechanics. 3, ed. p. 622. Eaton de la 
Goupillifcre im Jotun. de T^c. polyt XXXYU, 



durch Integration ( 35). 3 

5. ElementarsStze. Von der Richtigkeit der folgenden Satze 
kann man sich leicht iiberzeugen; sie mogen als Erlauterungen zu den 
vorstehenden Definitionen dienen. 

(1) Die drei Tragheitsmomente A, B, C bezugUch dreier recht- 
winkb'ger Axen sind der Art, dass die Summe von irgend zwei von 
ihnen grosser ist als das dritte. 

Denn A + B C = 22mz* iat positiv, 

(2) Die Summe der Tragheitsmomente bez. beliebiger drei recht- 
winkliger Axen ? die sich in einem gegebenen Punkt schneiden, ist 
immer dieselbe und dem doppelten Tragheitsmoment in Bezug auf 
diesen Punkt gleich. 

Denn A + B + C= 227m (#* + y*-\- %*) = 227mr* ist unabhangig von der 
Richtung der Axen. 

(3) Die Summe der Tragheitsmomente eines Systems bez. einer 
jeden Ebene, die durch einen gegebenen Punkt geht und bez. der in 
diesem Punkt auf der Ebene errichteten Normalen ist constant und 
dem Tragheitsmoment des Systems bez. dieses Punktes gleich. 

Man nehme den gegebenen Punkt znm Coordinatenanfang und die Ebene 
zur a:y-Ebene, dann ist C' + C = 2 'mi 2 unabhangig von der Richtung der 

Daraus folgt ? dass: 



(4) Irgend ein Deviationsmoment z. B. D kann numerisch nicht 
so gross als - A sein. 

(5) Sind A, B, F die Tragheitsmomente und das Deviations- 
moment einer Lamelle (unendlich dunnen Schicht) bez. zweier recht- 
winkliger Axen ? die in ihrer Ebene liegen ? so ist AS grosser als F^. 

1st t irgend eine Grfisse, so ist J.* 2 + 2JF + B = m(yt + re) 2 positiv 
Daher sind die Wurzeln der quadratischen Grleichung At* -\- 2 Ft -)- B = ima- 
ginar, also AB > F a . 

(6) Man beweise ; dass fur jeden Korper 

(A + B O)(B + C A) > IE* 
(A + BC)(3 +CA)(C+A B)>8DHF ist. 

(7) Das Tragheitsmoment der Oberflache einer Kugel vom Radius a 

2 

und der Masse M fttr einen Durchmesser ist -^ Mo?. 

o 

Da jedes Element den gleichen Abstand vom Centrum hat, so ist das Tr&g- 
heitsmoment bez. des Centrums Mo?. Ans (2) ergibt sich dann das Resnltat. 

(8) Das Tragheitsmoment der Oberflache einer Halbkugel vom 

2 

Radius a und der Masse M ist far jeden Durchmesser -^ M a\ 

Es folgt dies ana (7), wenn man die Halbkugel zur Kugel vervollstandigt. 



4 Kapitel I Trilgheitsmoniente 

fi. Es ist klar, dass das Verfahren beim Aufsuchen von Trag- 
heits- uud Deriationsmomenten lediglich in der Integration besteht. 
Wir wollen dies an dem folgenden Beispiel erlautem. 

Das Triiglieitsmoment ehicr gleicliformigen dreieckigen Platie bet. 
rimr in Hirer Ebene liegenden diircft cinen EckpunU gehendm Axe m 



. 

SAC sei das Dreieck, Ay die Axe ; m Bezug auf welcke das Mo- 
ment gesiifht wird. Ziehe Ax senkrecht zu Ay und verlangere BC 

bis zu seinem Diurclisclinittspiiiikt D mit 
Ay. Das gegebene Dreieck ASC kann 
als die Differenz der Dreiecke ABD, 
ACD angesehen werden. Wir wollen 
zuerst das Tragheitsmoment von ABD 
suchen. PQP'Q' sei ein Flachenelement, 
dessen Seiten PQ, P'Q' der Basis AD 
parallel sind und PC schneide Ax in 
M. ft sei der Abstand des Eckpunktes 
B von der Axe Ay, AM = a und 
AD I 

Dann ist der Intalt des Flachen- 



D 




elements PQP'Q offenbar I ^~ dx 
und sein Tragheitsmoment in Bezug auf 
Ay ist [il *-jr^ dx.a?, wenn ^ die Masse 

pro Fliicheneinheit bedeutet. Das Tragheitsmoment des Dreiecks ABD 
ist daher 




Ebenso ist das Tragheitsmoment des Dreiecks ACD, wenn y den 



Abstand des Eckpunktes C von der Axe Ay bedeutet, pZjA Das 
Tragheitsmoment des gegebenen Dreiecks ABO ist also ^ pl($* r 8 )- 
Nun sind Z/S und ly die Flacheninhalte der Dreieeke ABD xind 
AGD* Ist daher M die Masse des Dreiecks ABC, so wird das Tragheits- 
moment des Dreiecks in Bezug auf die Axe Ay gleich v- 



Beisp. "Wenn jedes Element der Masse des Dreiecks mit der *$** Potenz 
Abetandea ton einer graden Linie dutch den Eckpunkt ji multiplicirt wird, 
BO kann auf dieaelbe Art bewiesen werden r dass die Sumzae der Producte 



7. j&f der jKZwyer eine Lamette, so ist das TragJieitsmoment m 
wf eine Axe, die auf flirer Ebene senhrecht stekt, der Swwne der 



rturch Integration ( 6 8). 5 

Tragheitsmomente be0, ssweier leliebiger reclitwmTdig&r Axen gleicJi, die in 
der Ebene der Lamette liegefr und von dew, Punkt ausgehen, in welcliem 
die erste Axe die Ebene trifft. 

Denn, nehmen wir die #-Axe senkrecht zur Ebene an, so sind die 
Tragheitsmomente A, B, C beziiglich der Axen 



und deshalb C = A + B. 

Wir konnen diesen Satz auf das Dreieck anwenden. Sind /?', yf 
die Abstande der Punkte B, C von der Axe Ax, so ist das Tragheits- 
moment des Dreiecks fur eine im Punkt A auf der Ebene des Dreiecks 
errichtete Normale 



Beisp. Man beweise, dass das Tragheitsmoment des Umfangs eittes Kreises 
vom Radius a und der Masse M for jeden Burchmesser i Ma* ist 

Da jedes Element denselben Abstand von der Axe, dem Loth im Mittel- 
punkt auf die Ebene des Kreises, hat, so ist das Tragheitsmoment in Bezug auf 
diese Axe Ma*. Das Resultat ergibt sich dann von selbst. 

8. Tabelle. Die folgenden Tragheitsmomente kommen so haufig 
vor ; dass sie hier zum Nachschlagen zusammengestellt werden. Man 
wird gut thun ; sie dem Gedachtniss einzupragen. 

Das Tragheitsmoment 

(1) eines Rechtecks von den Seiten 2 a und 2b ist 

bez. einer Axe, die in seiner Ebene liegfc, durchj aZ 

sein Centrum geht und senkrecht auf der Seitei Masse Xy, 

2 a stelit j 

bez. einer durch sein Centrum gebenden Axe,l Masge x a s + & g 
die senkrecht auf seiner Ebene stelit J 3 y 

(2) einer Ellipse mit den Halbaxen a und J 

bez. der grosseren Halbaxe a = Masse X -, 

a* 
bez. der kleineren Halbaxe 6 = Masse X -j- 7 

bez. einer Axe, die im Mittelpunkt senkrecht \ __ ^^ ^ ^ 8 +& 8 

auf der Ebene der Ellipse steht J * 

In dem speciellen Fall des Kreises vom Radius a ist das Trag- 

heitsmoment bez. eines Durchmessers = Masse X -j-, 

bez. einer in seinem Mittelpunkt auf seiner Ebene I 
errichteten Senkrechten J 

(3) eines Ellipsoides von den Halbaxen a, 6, c 

&*-4-c 8 
bez. der Axe a = Masse X 5 

o 



, 
In dem speciellen Pail der Kugel vom Radius a ist das 

-g- 



heitsmoment bez. eines Durchmessers Masse X -g- a 3 - 



X 



Kapitel I Trfigheitsmomente 

(4) eines rechteckigen Parallelepipeds mit den Seiten 2a, 21, 2o 

bez. einer Axe, die durch sein Centrum gehtj 

und senkrecht auf der Ebene mit den Seiten = 

2b und 2c steht j 

AIs Hilismittel fur das Gedachtniss empfehlen wir folgende Regel: 

Summe der Quadrate der auf ihr senk- 

rechten Halbaxen 
Masse X 



3 



Tragheitsmoment 

urn eine Symmetrie- 

axe 



3 ; 4 oder 5 

Der Nenner ist 3, 4 oder 5, je nachdem der Korper rechteckig, 
elliptisch oder ellipsoidisch ist. 

Suchen wir z. B, das Tragheitsmoment eines Kreises vom Radius 
a bez. eines Durchmessers, so bemerken wir, dass die auf ihm senk- 
rechte in seiner Ebene liegende Halbase der Radius a ist ; wahrend 

die Halbaxe senkrecht auf seiner Ebene Null ist; das Tragheitsmoment 

g 

ist daher M , wenn M die Masse bedeutet; wunschen wir das 

Moment bez. der auf seiner Ebene im Mittelpunkt errichteten Nor- 
malen, so bemerken wir, dass von den zu ihr senkrechten Halbaxen 

g I o f,t 

jede a ist; das gesuchte Moment ist daher M ^ = M ~* 

9, Da die Methode zur Bestimnmng der vorstehenden Tragheitsmomente 
so ziemlich dioselbe bleibt, so "begnGgen wir uns damit, nur zrprei Talle genauer 
auezufiihren. 

Das TrdgJieitemoment der Ellipse um die Kleine Axe zu bestimmen. 



Die GleicHung der Ellipse sei y 



x* 



x* . Nimmt man irgend einen 




unendlich schmalen Streifen PQ parallel der 
Axe an, so ist das Tragheitsmoment oflfenbar: 



/b_ r 9 / - s w 
P aj x a ~ x x * 



worin (i die Masse pro Flacheneinheit ist. 
Um diescn Ausdruck zu integriren, setze pi an x ~ a sin 9, das Integral 
wird dazm 



Jt 

T 



d 

16 



= Masse x - 



nad das THigheitemoment 

Ebenso findet man da 
iea Masse x a&/fc*. 

Das Tr&gfaitmoment ewes Ellipsoids Its. einc* HaupMw-cbmcssers gu be- 



Ebenso findet man das Peviationsmoment eines Ellipsen^uadranten bez. seiner 
Aiea Masse x a&/fc*. 



church Integration ( 89). 



Die Gleichung des Ellipsoids sei 




*/a* + 2/*/6 2 + 2 /c s = 1. Nimmt man 
irgend eine unendlich sclimale Schicht 
PNQ parallel der ?/0-Ebene an, BO 1st ihr 
FlaclieEinlialtoffenbarsrP^r.^. Esist 

PN aber derWerth yon z fur y = und 
QN der Werth von y fur z = 0, wie 
man sie aus der Grleichung des Ellip- 
soids erhaJt; also 



*A v a 

daher der FULcheninhalt der Schicht 



1st p die Masse pro Vohuneneinheit, dann ist das ganze Trsigheitsmoment 

Ar&c, 8 ^PN*+QN* ^ 
V "0 s " - * 



, T 

Masse x 



Auf dieselbe Art kann man zeigen, dass das Deviationsmoment des Octanten 
eines EllipBoids bez. der Axen (x, y) = Masse x 26c/5 ist. 

Beisp. 1. Das Tragheitsmoment eines Ereisbogens, dessen Radius a ist und 
der zu einem Centriwinkel 2 & geh5rt, bez. 

(a) einer im Centrum auf der Kreisebene senkrecht stehenden Axe ist =*= M a*. 

(b) einer durch den Bogenmittelpunkt gehenden zur Kreisebene senkrechten 
Axe 



(c) eines Durchmessers, der den Bogen halbirt, 



Beisp. 2. Das Tragheitsmoment des Theils der Plache einer Parabel, velcher 
durch eine Ordinate im Abstand x vom Scheitel abgeschnitten wird, ist j>Mx* 
bez. der Taurgente an den Scheitel und i My* bez. des Hauptdurchmessera, wenn 
y die zu a; geh8rige Ordinate ist. 

Beisp. 3. Das Tragheitsmoment der Plache der Lenaniscate r a ct a cos2^ 
bez. einer Linie durch den Coordinatenanfang, die in der Ebene der Figur liegt 

Bit -i- 8 
und senkrecht auf ihrer Axe steht, ist M ^-- a*. 

Beisp. 4. Eine Lamelle wird von vier gleichseitigen Hyperbeln begrenzt, 
von denen zwei die Coordinatenaxen zu Asymptoten haben t wSJurend die beiden 
andem diese Axen zu Hauptdnrchmessern haben. Man beweise, dass die Summe 
der Tragheitsmomente der Lamelle bez. der Coordinatenaxen ^(<** of' 1 )^ 1 ^*) 
istv wenn ce, '; ft f die Haupthalbaxen der Hyperbeln sind. 



y Kap. I. Traghcitsmomente. 

Man aelune als Gleichungen der Eyperbeln xy*=u, a;* */* = , dann sind 
dip Triighritsmomente A^ffafdudv, B^ffx'Jdudv, worin 1/J die 
Functional rterminante von (, in Bezug auf (x, y) ist. Man erhalt sofort 
A 4- J2 -/T<ta <fc, wobei die Grenzen offenbar = !* bis -|-a' 2 , 0^0* bis 



- 

sind 



Bei&p. 5, Eine Lamelle ist auf zwei Seiten von zwei ahnlichen Ellipsen be- 
grenzt, wobei das Axenverhaltniss der Ellipsen m ist und auf den beiden andern 
Rpiten von zwei ahnlichen Hyperbeln mit einem Axenverhaltniss gleich n. Die 
vier Curven haben ibre Hauptdurchmesser laugs der Coordinatenaxen. Man be- 
weis<% daes das Deviationsmoment bez der Coordinatenaxen 



ist, wcnn a, a'; p, f die grossen Halbaxen der Curven sind. 

Beisp. 6. Wenn dc em Element der Oberflache einer Kugel ist, welcHes auf 
rechtwinklige sich im Centrum schneidende Axen bezogen wird, zu be- 



/ / j 



j? n d(S = ^^ T * n+ * isfc worin r den Radius der Kugel und 
n cine gauze Zahl bedeutet 

Beiap. 7. Nimmt man dieselben Axen, wie in dem letzten Beispiel, zu be- 
weisen, dass 



worin n * f '+ g + & und L(f) den Quotienten des Products aller natflrlichen 
Zahlen aufwarts bis zu %f dividirt durch das Product derselben Zahlen aufwarts 
bis zu / bedeutet, beide, 2f sowohl wie /, eingeschlossen. 

Um diefl zu beweisen, bemerken wir, dass nach dem letzten Beispiel 



ist. Man entwickele beide Seiten, und setae die Coefficienten von 1? 
gleicb. 

Multiplicirt man das Eesultat mit Ddr, so erhalt man den Werth des Inte- 
grals ffir eine homogene Schale von der Dichtigkeit D und der Bicke dr. Be- 
trachtet man D als eine Function von r und integrirt in Bezug auf r, so kann 
man den Werth des Integrals fur jede heterogene Kugel finden, in welcher die 
Schichten gleicher Dichtigkeit concentrisohe Eugeln sind. 

Beisp S. Wenn da ein Element der auf die Hauptdurchmesser bezogenen 
Oberflache eines Ellipsoids ist und p das Loth vom Mttelpunkt auf die Be- 
rfihnmgsebene bedeutet, zu beweisen, dass 



ist, worin a, 6, c <lie Halbaxen sind und die flbrige Bezeichnung dieselbe ist wie 
rorher. 

Dieses Eesultat folgt aus dem enteprechenden fur eine Kugelschale sofort 
mit Bjlfe der aflwn frantformcMm ( 40). Das entsprechende Integral, wenn 
die ExpciUinten von at, y, j? beHebige GrOssen sind und die Integration uber einen 
Octanten dear Oberflache erstreckt wird, ist durch Dirichlet's Theorem in Gamma- 
ronctdonen gcgeben. 

Beisp. 9. Zeige, daea in euaem Baum von n Dimensionen das Volumen V 
die Oberflache 8 and das Tragheitamoment ^ der Kugel, deren Gleichung 



Andre Methoden ( 911). 9 

\ + Xn? = r* ist, bez. einer auf der Coordinate x t senkrecht stehenden 
Ebene durch die Grleichimgen 

r*(r 



gegeben sind. 

Diese Resultate folgen leicht aus Dirichlet's Theorem. Yergl auch5(2). 

10. Differentiationsmethode. Viele Tragheitsmomente konnen 
aus den in 8 gegebenen durch Differentiation abgeleitet werden. So 
ist das Tragheitsmoment eines ellipsoidisclien Korpers von gleich- 

formiger Dichtigkeit p bez. der Axe a wie bekannt -g xabcg 



Nimnat das Ellipsoid unendlich wenig an Grosse zu ; dann ist das 
heitsmoment der einschliessenden Schale d \-gitabcQ r J* Diese 

Differentiation kann ausgefuhrt werden, sobald das Gfesetz, nach 
welchem sich das Ellipsoid andert, bekannt ist. Nimmt man an, die 
Ellipsoidenflachen ; welche die unendlich dtinne Schale einschliessen, 
seien ahnlich und das Verhaltniss der Axen fftr jede dieser Flachen 
ware durch b=pa, c = qa gegeben 7 so ist das Tragheitsmoment 

des ellipsoidischen Korpers = -gvtgpgi ^ T g cfi, 

der Schale = - xgpq (j) 2 + (f) atda 

und ebenso die Masse 

des ellipsoidischen Korpers = -z- 

der Schale 

Das Tragheitsmoment einer unendlich dunnen ellipsoidischen Schale 
von der Masse M } von ahnlichen Ellipsoidenflachen eingeschlossen, ist 
daher i Jf (&* -f- c 2 ). 

Aus 8 ist ersichtlich^ dass es dasselbe Tragheitsmoment wie das 
umschriebene rechtwinklige Parallelepiped von gleicher Masse hat. 
Diese leiden Eorper Jiaben also gleiche Tragheitsmomente beg. ihrer dwrch 
den Schwerpunkt gehenden Symmetrieaxen. 

11. Die Tragheitsmomente eines heterogenen Korpers, dessen 
Grenzflache eine Fliche gleicher Dichtigkeit ist, konnen maachmal 
durch Differentiation gefunden werden. Nimmt man an, das Tragheits- 
moment eines homogenen Korpers von der Diehtigkeit D, welcher 
durch irgend eine Mache von gleichformiger Dichtigkeit eingeschlossen 
wird, sei bekannt und es liesse sich durch irgend einen Parameter a 
in der Form <p(a)D ausdrflcken, so ist das Tragheitsmoment einer 
Schicht von der Dichtigkeit D gleich g/ (a) Dda. Ersetzt man D durch 
die variable Dichtigkeit , so wird das gesuchte Tragheitsmoment 



1ft Kap. I. Tragheitsmomente. 

Be-up 1. Man zeige, das& das Tragheitsmoment eines heterogenen Ellipsoids 
l>ez seiner grossen Axe, wenn die Schichten gleicher Dichtigkeit ahnliche con- 
eentriscLe Ellipsoids sind und die Dichtigkeit IftngB der grossen Axe wie der Ab- 
(4and vom Mitttilpunkt variirt, -| M (& a + c s ) ist. 

BeiHp ii. Das Tragheitsmoment einer heterogenen Ellipse bez. ihrer kleinen 
Ase iat, wenn die Streifen gleichformiger Dichtigkeit confocale Ellipsen sind und 
die Dichtigkeit Kings der kleinen Axe sich wie der Abstand vom Mittelpunkt 



12. Andre Methoden zur Ermittluiig von TragheitsmoinenteiL 

Die in der Tabelle 8 angegebenen Tragheitsmomente sind nur wenige 
von den vielen, die man bestandig nothig hat. Die Tragheitsmomente 
einer Ellipse bez. ihrer Hauptaxen sind z. B. dort gegeben ? wir 
werden aber haufig aucli ihre Tragheitsmomente fur andre Axen 
brauchen. Es ist natiirlioh moglieh, sie in jedem besondern Fall 
durch Integration zu finden. Es ist dies aber ein langwieriges Ver- 
fahren und kann oft durch die Anwendung der beiden folgenden Satze 
vermieden werden. 

Die Tragheitsmomente eines Korpers fiir gewisse durch seinen 
Schwerpunkt gehende Axen ; die wir zu Bezugsaxen nehmen wollen, 
werden als durch die Tabelle gegeben angesehen. Um nun das Trag- 
heitsmoment desselben E&rpers bez. einer andern A^e zu finden, wollen 
wir so verfahren, dass wir 

(1) das gesuchte Tragheitsmoment mit demjenigen um eine paxallele 
durch den Schwerpunkt gehende Axe vergleichen. Es geschieht dies 
durch den Satz fiber die parallelen Axen. 

(2) Das Tragheitsmoment bez* dieser parallelen Axe durch die 
gegebenen Tragheitsmomente bez. der Coordinatenaxen ausdrucken. 
Dies ermoglicht der Satz fiber die sechs Constanten eines Korpers. 

13. Der Saiz fiber die parallelen Axen. Wenn die Tragheits- 
und Deviationsmontente fiir atte durch den ScTiwerpwnkt ernes Sorpers 
yelwnden Ax&fi gegeben sind, die Tragheits- iwd Deviationsmomente le& 
oiler paralleled AJxen aus ihnm abzuleiten. 

Das Tragheitsmoment eines Korpers oder Systems von Korpern 
bez. irgend einer Axe ist dem Tragheitsmoment bez. einer parallelen 
durch den Schwerpunkt gehenden Axe gleich plus dem Tragheifcs- 
moment der ganzen im Schwerpunkt concentrirten Masse bez, der ur- 
spriinglichen Axe. 

Das DeTiationsmoment fUr irgend zwei Axen ist dem Deviations- 
monaent bez. zweier parallelen durch den Schwerpunkt gehenden Axen 
gleich plus dem Deviationsmoment der ganxen im Sehwerpunkt con* 
centrirten Masse bez* der ureprflnglichecn Axen. 

Erstens. Man nehme die Axe ? fur welehe das Tragheitsmoment 
gesucht wird^ zur 0-Axe. Es sei m die Masse eines materiellen Punktes 
des Korpers; x, y, z seien die Coordinaten von m\ z, y, diejenigen 



Der Satz fiber die parallelen Axen ( H 14). 11 

des Schwerpunkts G- des ganzen Systems von Korpern, #', y, #' die- 
jenigen von m in Bezug auf ein System von Parallelaxen durch den 
Schwerpunkt. 

Da 2mx'/2m, 2my'/2m, 2m0'/2m die Coordinaten des Schwer- 
punkts des Systems in Bezug auf den Schwerpunkt als Coordinaten- 
anfang sind ; so folgt daraus 

2mx'=Q, 2my'=Q, 2m0'=Q. 
Das Tragheitsmoment des Systems bez. der #-Axe ist 



2x. 2mx + 2y 

Nun ist 2m(x*-\- y^) das Tragheitsmoment einer iin Schwerpunkt 
concentrirten Masse Sm und 2m (x f * -f- y ry ) &&$ Tragheitsmoment des 
Systems fiir eine durch G gehende Axe; femer 2mx f = } 2mtf =*=Q, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Aus diesem Satz folgt, doss von atten einer G-eraden parallelen 
Axen diejmige das Jcleinste Tragheitsmoment aufeuweisen hat, welche 
durch den SchwerpunU gelit. 

Zwevtens. Nimmt man die x, y-Axen als Axen ; fflr welche das 
Deviationsmoment gesucht wird, so ist das gesuchte Moment 

= Zmxy = 2m (x + x'} (y + y} 



= xy . 2m -- 2mx < j 2m + y 2mx 

= xy 2m + 2mx'y'. 

Nun ist xy 2m das Deviationsmoment einer in 6r concentrirten 
Masse 2m und 2mx'y' das Deviationsmoment des ganzen Systems 
bez. der durch Gr gehenden Axen, womit der Satz bewiesen ist. 

Sind A und B zwei parallele Axen im Abstand a und b vom 
Schwerpunkt des Korpers und ist M die Masse des materiellen Systems, 
so hat man 

Tragheitsmoment 1 _ -^ s | Tragheitsmoment 1 _ j,, 2 
bez. A } I bez. S ) ' 

Wenn daher das Tragheitsmoment eines Korpers fiir eine Axe be- 
kannt ist, so lasst sich dasjenige fiir eine andere ihr parallele Axe 
finden. Es ist klar, dass ein ahnlicher Satz bez. der Deviations- 
momente gilt. 

14. Der vorstehende Satz kann folgendermassen veraJlgemeinert 
werden. Ist irgend ein System in Bewegung und sind a?, y ; & die 
Coordinaten eines Punktes von der Masse m zur Zeit t, so sind dx/dt } 
dytdt, dt/dt die Componenten der Geschwindigkeit und d^x/dt^ > d*y/dt*, 
d*#/dt* die der Beschleunigung des Punktes parallel den Axen. 
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dx d*x dy d*y 



_ 

dt> 



spi erne gegebene von der Struetur und Bewegung des Systems ab 
hangiff* Function und die Summe erstrecke sich iiber das ganze System 
p sri eine algebraische Function erster oder zweiter Ordnung. So kanu 
tp %. B. aus folgenden Gliedern bestehen 



worm *,,(?... Constante sind. Dann gilt der allgemeine Satz: 

Dcr Wcrth wn V fur irgend dn Coordinatensystem ist dem Werth 
von V gkichy den man fur ein paraUeks Coordinatensyst&n gefmden ~bat, 
das dai SchwerpitnU zwn Coordinatmanfang liat plus dem Worth von V 
fiir die gauze im SclimryunU concentrirte Masse nit Bemg cwf das 
crste Coordinatensystem. 

Denn; x, y, z seien die Coordinaten des Schwerpunkts und es sei 
x _ 7 X ^_ If et^ also dx/dt = dxfdt -\- dx/dt etc. 

Da nun <p eine algebraische Function zweiter Ordnung von x, 
dxjdl* d*x/d$, y,... ist, so erhalt man offenbar dureh Substitution 
der obigen Werthe und Ausfuhrung der angedeuteten Multiplicationen 
und Quadrirungen etc. drei verschiedene Arten von Ausdrticken, solclie, 
die Bur x, dx/dt, d*$idt* . . ,, solche, welcte die Produkte von x, tf... 
enthalten und schliesslidi solche, in denen nur a/, dx'jdt . . . vor- 
feommen. Die ersten ergeben im Ganzen 9? (^, dx/dt, . . .) ; die letzten 



Es wird mithin 



worin A, B, C, etc. Constante sind. 

Nun ist m(xdx/df) dasselbe wie x2m,dx'Jdt und dieses ver- 
sehwindet. Denn da Em%'= ist, so folgt daraus, dass Em dx'/dt=Q. 
Ebenso verschwinden alle andern Glieder in dem letzten Ausdruck. 

Der Werth von V ist damit auf zwei Ausdriicke reducirt. Der 
erste ist aber der Werth von V fiir die ganze im Schwerpunkt con- 
centrirte Masse, der zweite der Werth von V fiir das ganze auf den 
Schwerpunkt als Coordinatenanfang bezogene System. Damit ist der 
Satz bewiesen. 

Der Satz wdrde offenbar auch gelten, wenn d*x/dfl, d?y/df, <P0/dP 
oder hShere Differeniaalquotienten in der Function V sich vorfanden. 

15* Der Satz van den seohs Constanten eines Korpers. Wenn 
die Traghetts- md Deviationmomente fw drei grade Linien, die sich in 
einem Pmkt rechtwitiMig sdm&dent gegelen sind, aus ihnen die Trag- 
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Jieits- und Dewationsmowmte fur alle andern in dieseni Punkt sich 
schneidenden Axen dbzuleiten. 

Man nehme die drei Geraden zu Coordinatenaxen. A } B, C seien 
die Tragheitsmomente bez. der Axen der x } y, #; D, E, F die Deviations- 
momente bez. der Axen yz, zx, xy] a, ft, y die Richtungscosinusse 
einer durch den Coordinatenanfang gehenden Geraden. Dann ist das 

Tragheitsmoment / des Korpers bez. 

dieser Linie durch die Gleichung ge- 

geben: 




2Eya 2 Fa ft. 

P sei irgend ein Punkt des Korpers, 
in welehem eine Masse m liegt und 
y, seien die Coordinaten von P. 
ON sei die Linie, deren Richtungs- 
<Jf cosinusse cc, ft, y sind. Ziehe PN 

senkrecht zu ON. 
Da ON die Projection von OP ist, so erhalt man 

ON=XK 

ferner 

und 



Das Tragheitsmoment I bez. ON ist 

* - (ax 



= 2m (if + ^ a* 

22my# . fty 22/m^a; .y; 22mxy.aft 
= Ac? + Bft* + Cy 3 2D/Sy 2Eycc 2 Fa ft . 

G-enau auf dieselbe Art kann man zeigen, dass, wenn A', B' } C r 
die 'Emglieitsmomente bez. der Ebenen y#, &x, xy sind, das Tra,gheits- 
moment bez. der Ebene, deren Richtungscosinusse a } ft, y sind, 

rA'tf+B'lP + G'f + 2Dfty + 2Eya + ZFaft isi 
Man beachte, dass diese GHeichung sich von derjenigen, welche 
das Moment bez. einer Greraden angibt, nur durch die Vorzeichen der 
drei letzten Glieder untersdieidet. 

16. Wenn drei grade Linien, die sich in einem gegebenen 
Punkt rechtwinklig schneiden, der Art sind, dass fflr sie als Coordinaten- 
axen die Deviationsmomente Zmxy, Zmy#, Zim&x sammtiich ver r 
schwinden, so heisseix sie die Hawptaxen fiir den gegebenen Punkt 

Die drei Ebenen, welche durch je zwei Hauptaxen gehen, heissen 
die Hauptebenen fur den gegebenen Punkt. 



14 Kapitel I Tragheitsmomente. 

Die Tragheitsmomente bez. der Hauptaxen ernes Punktes lieissen 
die HaitjitMiffhcitstnomenfe fur diese Punkte. 

Die Fuiulamentalformel in 15 nimmt eine yiel einfackere Ge- 
stidt an, wenn die Coordinatenaxen so gewahlt werden konnen, dass 
sie die Hauptasen fur den Coordinatenanfang sind. In diesem Fall wird 



Wir werden sogleich ein Verfahren kennen lernen, dureh welches 
wir stets diese Axen finden konnen; in einigen einfachen Fallen kann 
man sick von ihrer Lage durch den Augenschein uberzeugen. Der 
Korper sei symmetriscli bez. der #-Ebene. Dann entspricht jedem 
Element m auf der einen Seite, dessen Coordinaten #, y, sind, ein 
Element von gleicher Masse auf der audern Seite der Ebene, dessen 
Coordinaten x, y, & sind. Fur einen solchen Korper ist daher 
Smxg*=sQ und 2my0 = Q. Ist der Korper eine in der Ebene xy 
liegende Lamelle, dann ist das z eines jeden Elements Null und wir 
erhalten wieder Zmxs = 0, Zmyz = 0. 

Greifen -vvir zurtick auf die Tabelle in 8 ; so sehen wir ? dass die 
Axen der darin aufgefuhrten Traglieitsmomente stets Hauptaxen sind. 
So sind im Falle des Ellipsoids die drei Hauptschnitte sammtlich 
Symmetrieebenen und daher sind, wie wir soeben gezeigt haben, die 
Hauptdurchmesser Haupttragheitsaxen, Bei der Anwendung der Funda- 
mentalfonuel in 15 auf einen der in der Tabelle erwahnten Korper 
kann man daher immer die hier gegebene abgekurzte Form benutzen. 

17. Wir wollea nun zusehen, wie die beiden wichtigen Satze der 13 
und 15 in der Praxis anzuwenden sind. 

Beisp. 1. Nehmen wir an^ es werde gesucht das Tr^gheitsmoment einer ellip- 
tischen FlSche von der Masse M und den Halbaxen a und 6 bez. eines Diameters, 
der den Winkel mit der groasen Axe einschliesst. Die Tragheitsmomente bez. 
der Axen a und & sind resp. i Mb 2 und j Ma*. Nach 16 ist das Tragheits- 

moment bez. dea Diameters i M b* cos 2 @ + -j- Ma* sin a (9. Wenn r die Lange 
des Diameters bedeutet, so ist dieser Ausdruck, me aus der Gleichung der Ellipse 

bekannt ist, = - - 5- , welches eine fur die Praxis sehr bequeme Form ist. 

Beisp. 2. "Nehmen wir an, das Tragheitsmoment derselben Ellipse bez, einer 
Tongente werde gesucht. Ist p daa Loth vom Mittelpunkt auf die Tangente, so 
let nacli la das gesuchte Moment gleich dem Trilgheitsmoment bez. einer durch 

den Hittelpnnkt gehenden paraJleien Axe plus jflfp*, also ^-~ + Mp* 



9 da j?r * a& ist. 

Beisp, S. AIs ein Beispiel andier Art wollen wir das Tragheitsmoment eines 
Ellipsoids suchen von, der Masse M und den Halbaxen (a, 5 r c) bez. einer Dia- 
mefcraldene, deren Bichtungscosinusse in Bezug auf die Hauptebenen (a, ft y) sind. 
tfach 8 siad die Tragheitsmomente bez. der Hauptaxen |- M (b* + c*) , 

~M (c 2 + a*), M (* + &). Mithin sind nach 5 die Tragheitsmomente bez. der 



Hanpteteu* ~Ma\ \Mb\ { 3fcl Daher ist das gesuchte Tragheitsmoment 
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M (a*a*+ Z> 2 (? 2 + c 2 y*) oder wenn p das Loth auf die parallels Beriihrungs- 
ebene bedeutet, wie aus der Raumgeometrie bekannt ist, = M p*/& 

Beisp. 4. Das Tragheitsmoment eines Rechtecks, dessen Seiten 2 a, 2& sind, 

. _ . . , 2M a*b* 
bez einer Diagonale ist - -- a , 

o Ct J- 

Beisp. 5. Sind & 1T fc g die Tragheitsradien einer elliptischen Lamelle bez. 
zweier conjugirter Diameter, so ist l/k 1 * + ljk a * = &(l/a t + 1/b*). 

Beisp. 6. Die Summe der Tragheitsmomente einer elliptischen Fliiclie bez. 
zweier Tangenten, welche senkrecht aufeinander stehen, ist immer dieselbe. 

Beisp 7. Ist M die Masse eines graden Kegels, a seine Ho'he und & der Ra- 
dins der Basis, so ist das Tragheitsmoment bez. der Axe M & 2 ; bez einer 
senkrecht zur Axe durch die Spitze gehenden Geraden y M \a* + -i-5y ; bez 

einer Erzeugenden M z , , g ; bez einer dnrch den Schwerpunkt gehenden, 
20 o> {- 

auf der Axe senkrechten Geraden ^ M (a* + 46 s ). 

Beiep. 8. Ist a die H5he eines graden Cylinders, & der Radius der Basis, so 
ist das Tragheitsmoment bez. der Axe j Mb 9 und bez. einer Geraden durch den 

Schwerpunkt senkrecht zur Axe -J-- M (j a 8 + &*) 

Beisp. 9. Das Tragheitsmoment eines ESrpers von der Masse M bez einer 
G-eraden, deren Gleichung, anf beliebige rechtwinklige sich im Schwerpunkt 

schneidende Axen bezogen, /^^ = J ' lautet, ist 



Al* + Bin* + On 9 ZDmn %Enl 

+ M [f + g* + fe 2 - (fl + gm + 
worin (7, w, ) die Richtungscosinusse der Geraden sind. 

Beisp. 10. Das Tragheitsmoment einer elliptischen Scheibe, deren Gleichung 



ist, bez. eines der x -Axe parallelen Diameters ist / ac _ ^\ai V01gin -2f die 

Masse und JET die zu der Curve zweiter Ordnung gehSrige Determinante 
ac &* + 25e^ ae 3 c^* ist, welche man gewahnlich die Hesse'sche Deter- 
minante, zuweilen die Discriminante nennt. 

Beisp. 11. Nimmt man als Dreieckscoordinaten a-, y, & die Inhalte der Drei- 
ecke PSC, PC A, PAB, welche den Punkt P mit den Seiten BC^a, CA=l, 
AB = c eines Dreiecks verbinden, so ist das Tragheitsmoment einer elliptischen 
Scheibe, deren Gleichung in diesen Coordinaten y(xyz)*=Q ist, in Bezug auf 
einen der Dreiecksseite BC=a parallelen Durchmesser 



wo ^ der Inhalt des Dreiecks ABC, H die Determinante der Function 9 und K 
die mit den Zahlen 111 geranderte Determinante ist. 

18. Die Methods der Ajxentrantformation. Die in 15 angewandte Methode, 
das Tragheitsmoment bez- einer Geraden ON zu finden, kommt eigentlich _einem 
Coordinatenwechsel gleich, bei welchem diese Gerade als neue Axe, sagen wir, der 
| genommen wird^ da die Axen der 13 und nicht nSthig sind. Wir k6nnen dies 
nun zu einer Methode verallgemeinern, die oft von grossem praktischen Nutzen ist. 

Nehmea war an, 9 (| 13?) sei irgend eine <iuadratische Function z. B. 
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und en soil* 2fli9(|7j) gefunden werden, wobei sich die Summe ttber irgend 
einen Kurper erstrecken mtfge. 

Man wahle ein passendes Axensystem der , y, *, welches denselben toordi- 
natenanfang hat, derart aus, dass die sedhs Constanten des Korpers, d. h. 2mx*, 
Smy\ Zmz*, 2m xy, 2myz, 2mzx sammtlich bekannt sind oder leicht gefunden 
warden kunnen. Die Richtungscosinusse mSgen durch das Diagramm 



y 



y 



*' f i 



. . 

gegeben sem. 

Alsdanni&t = 

Setzt man diese Werthe ein und entwickelt, so erhalt man SmcpgiiQ in Aus- 
drucken dpr aechs bekannten Constanten des KSrpers. 

Das Eesultat mag auf den ersten Blick etwas complicirfc erscheinen; es re- 
clucirl sich aber, wenn die neuen Axen passend gewahlt werden, in den meisten 
Fallen auf wenige Glieder. Sind z. B. die Awn, der ocyz Hwptaxen, so werden 
die Glieder 2mxy, 2myt, Smzx sammttich Null Unter der Voraussetzung, 
days die "VVahl in dieser Art getroffen worden ist, erhalt die Gleichung die be- 
Form. 

2mg> (tyS) 9) (ir/Jy) 2mx*+ 9 (" P V ) ^wy 3 + 9 (a" j3"/') Zmz\ 
Beim Gebrauch dieser Pormel merke man sich, dass der Coefficient von 2mx* er- 
halten wird, indem man statt (|TJ) in qp(i^J) die Kichtungscosinusse der neuen 
x-A+ce, d, h. die in dem Diagramm in einer Heine mat a? stehenden Coainusse 
setzt. Der Coefficient von Smy* wird erhalten, indem man die Rachtungscosinusse 
der neaen y-Ase subetituirt, d. h. die neben y in dem Diagramm stehenden Co- 
sinusee u. 8. w. 

MUBB anch der Coordinatenanfang ge&ndert werden, so kann dies mit Hulfe 
dee Satzes in 14 geschehen, 

Beisp 1. Die Coordinaten des Centrums einer elliptischen Flache sind (fgh] 
und die BichtungscoBinnsse ikrer Azen (u$y) (a'^y'); man beweise, dass: 



M 



1 6 s / 2 ) - 



Beisp. 2 0#, Oy^ Oz seien die Hauptaxen des Coordinatenanfangs ; man 
beweise, dass das Deviationsmoment F' = mii bez. zweier rechtwinkliger Axen 
O|, Oil, deren Bichtungscosinusse (a a' a") ($$$') sind, durch eine der Gleichungen 



gegeben ist. Das zweite Eesultat folgt aus dem ersten, da ct$ -{- a'p' -f a"p"=aO. 

Beisp. 3. (yy'y") mogen die Richtungscosinusse einer festen Axe sein. 
Wenn nun 0| t Oij sich um drehen, zu beweieen, dass J9' a + JET* und JL'JB' F'* 
beide constant sind, unter jl', ', C', D', JE?', JF" die Trfigheits- und Deyiations- 
momente des KSrpers bez. dieser sich bewegenden Axen verstanden. 

Denn nach Beisp. 2 ist 



daher 

D' + ^ = ^V( 1 + P 1 ) + 2^5y/(a^ + pp / )+ etc. 
und da 



so erhalt man 
D" + 
Ebenao findet man 4'JB' j 
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19. Die Tragheitsellipsoide. Der in 15 gefundene Ausdruck 
for das Tragheitsmoment J bez. einer Geraden, deren Richtungscosinusse 
(ccfty) sind, 

7= Aa? + BfP + Of 2Dp y 2Eya 2Fccp, 

lasst eine sehr niitzliche geometrisclie Deutung zu. 

Der Radiusvector OQ moge sich auf irgend eine Art um den 
gegebenen Punkt drehen und von solcher Lange sein, dass das 
Tragheitsmoment bez. OQ dem reciproken Quadrat seiner Lange ywo- 
portional ist. Stellt dann R die Lange des Radiusvector dar, dessen 
Richtungscosinusse (ctfiy) sind ; so ist 1= Ms^/R^, worm eine ge- 
wisse Constante ist ; die zur Wahrung der Dimensionen yon J ein- 
gefQhrt wird, und M die Masse. Wir werden der Kurze wegen statt 
M 4 zuweilen das einfachere Symbol K gebrauchen. Die Polargleichung 
des Ortes von Q ist daher 



Nimmt man statt der Polarcoordinaten rechtwinklige, so wird 
K = AX*+ BJ* + CZ* 2DYZ 2EZX 2FXY, 

welches die Gleichung einer Flache zweiten Grades ist. Es gibt also 
fQr jeden Punkt eines materiellen Korpers eine entsprechende 
Plache zweiten Grades, welche die Eigenschaft besitzt, dass das Trag- 
heitsmoment bez. irgend. eines Radiusvectors durch das reciproke 
Quadrat dieses Radiusvectors dargestellt wird. Der Vortheil dieser 
Darstellung besteht darin^ dass die Beziehungen zwischen den Trag- 
heitsmomenten fQr grade Linien, die sich in einem gegebenen Punkt 
schneiden, mittelst der bekannten Eigenschaften einer Flache zweiten 
Grades gefunden werden konnen. 

Da das Tragheitsmoment seiner Bildung nach als Sturnne einer 
Anzahl von Quadraten eine positive Grrosse ist ? so muss offenbar jeder 
Radiusvector S, reell sein. Die Flache zweiten Grades ist daher iimner 
ein Ellipsoid. Es wurde zuerst von Cauchy benutzt, Exercises de 
Mafh. Bd. n, 93* Siehe auch SchlSmilch in den Abhandlungen der 
Leipziger Akademie II, 377. Poinsot erkannte seine Bedeutung fQr 
die Mechanik. Man nennt es gewohnlich das Poinsot'sche Tragheits- 
ettifsoid fOr den Punkt und, wenn der Schwerpunkt ist, das 
Poinsot'sche Cenfa<dettipsoid. 

Ueber die Tragheitsellipsoide ist so viel geschrieben worden, dass 
es schwierig ist ; festzustellen, welche Verdienste den verschiedeaen 
Autoren zukommen. Wir vearweisen auch auf Prof. Cayley's Bericht an 
iieEriK&j^ociation f. t. A. o. S. ttber 8pedcH problems of Dynamics^ 1862. 

20. Pie Invarianten. Das Tragheitsellipsoid wird definirt durch 
eine geomebiseke Eigenschaft, dass namlich jeder Radiusvector eker 

Bouth, Pytuwnlk, X 2 
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Constanten, dividirt durch die Quadratwuizel aus dem Tragheitsmoment 
L dieses' Radiusvectors, gleich ist. Wir mogen daher Coordinate^ 
axen nehroen, welehe wir wollen, wir mussen immer dasselbe EUipsoid 
erhalten. Wird mithin das Tragheitsellipsoid auf ein behebiges Astern 
rechtwinkliger Axen bezogen, so werden die Coefficienten Ton *,** 
2TZ 2ZX, 2XF in seiner Gleichung stets die Iragheits- 
uud~ Deviationsmomente bez. dieser Axen darsteUen. 

Da die Coefficienten der Gleichung dritten Grades, welehe die 
Lfcure der Hauptaxen des Ellipsoids bestimmt ; durct eine Traoas- 
formation der Axen ungeajidert bleiben, diese Coefficienten aber durch 

A + 3+C, 



ABC - 2SHF AD Z - BE* OF* 

dargestellt werden, so sind sie ftir alle aufeinander senkrechten Axen 
vom namlieten Coordinatenanfang Invarianten und sammtlich grosser 
als Null. 

21. Man beachte, dass die Constante ^ zwar willktirlich ist; 
wenn sie aber einmal gewahlt ist ; nicnt melir geandert werden kann. 
Wir erhalten so eine Reihe yon ahnlicten nnd ahnlich gelegenen 
Ellipsoiden, von welchen jedes als Tragheitsellipsoid benutzt werden 
kann. 

Ist der Korper eine ebene Lamelle, $p heisst ein Schnitt des 
einem beliebigen Punkt der Lamelle entsprechenden Ellipsoids mit der 
Ebene der Lamelle die TragMts- less. CentraleUipse ftir diesen Punkt. 

Wenn die Hauptaxen fur irgend einen Punkt eines Korpers zu 
Coordinatenaxen genommen werden, so nimmt die Gleichung des Trag- 
heitsenipsoids die einfache Form an A3?+ BY*+ CZ*= Ms\ worin 
M die Masse und a 4 irgend eine Constitute bedeutet. Wir wollen dies 
nun auf einige einfache FaUe anwenden. 

Beisp. 1. Das Cewfralellipsoid einer materiellen elliytischen Scheibe m finden. 
Behftlt man die frfihere Bezeichnung bei t so ist A -^ ^fZ 9 , B = -- 
*= i- M(a* + **) Daher ist das EUipsoid 



A *** v ** 1^ ^ 

Da f irgend eine Constante bedeutet, BO kann man dafttr auch setzen 

X s , r* , (i , i^ 



let Z 0, so wird darans eine dem Umfang der gegebenen Scheibe akolicke 
EUipee. DarauB geht hervor, dass die Centralellipse einer elliptisclierL Scheibe 
eine ahnliche und aludich gelegene Ellipse iat. Dies folgt auch aus 17, Beisp. 1. 
Beisp 2. Das Tr&gheitseUipsoid fttr irgend einen Pwnfct ernes wrierietten 
graden Stabs AB von der Masse M und Ldnge 2a zu fin den. Die Gerade CAB 
mOge die Axe der a?, der Coordinatenanfang, Gr der Mittelpunkt von 
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OGr c sein Kann die materielle Linie als unendlich dunn angesehen, also 
A = 0, jB M ( y o 2 + c ) = gesetzt werden, dann 1st das Tragheitsellipsoid 

3T s +^ a = f' 2 , worin s' irgend eine Constante bezeichnet Das Tragheitsellipsoid 1st 
Tm'tftin ein gestrecktes Rotationsellipsoid, welches zu einem graden Cylinder mrd 
mit der graden Linie als A^e, wenn der Stab unbegrenzt dunn wird. 
Beisp. 3. Das Centralellipsoid eines materiellen Ellipsoids ist 
(& 2 + c 2 ) X 2 + (c 2 + a 2 ) T a + (a 2 + 1*) Z* = * 4 , 

worin s irgend eine Constante ist. Man bemerke, dass die langste wid kiirzeste 
Axe des Trdgheitsellipsoids ihrer Eiclitiwg nach bez mit der langsten und Jciinsesten 
Axe des materiellen Ellipsoids zusammenfdllt. 

% 22. Umgekehrt kann man zeigen, dass wenn irgwid ein Ellipsoid 
gegeben ist, ein reeUer materieller Korper gefunden werden Tcann, wn 
welchem es das Trdgheitsellipsoid ist, vorausgesetzt, dass die Summe der 
Quadrate der reciproken Werfhe irpend zw&ier seiner Azen grosser ist 
als das Quadrat des redpro'ken WertJis der dritten. 

Denn wenn die Tragheitsmomente bez. der Hauptdurchmesser 

A & T> ** n **- 
A = tf> S = V> ~-? 

sind, so muss nach 5 die Summe zweier yon den drei Gbrossen A,B, C 
grosser als die dritte sein. Diese Bedingung ist auch ausreichend; 
denn setzt man zwei materielle Punkte auf jeden Hauptdurchmesser in 
solchem Abstand von dem Coordinatenanfang +p, + & i r im ^ von 
solchen Massen m, m', m", dass 



ist ; so haben diese seeks materiellen Punkte die Hauptdurchmesser des 
gegebenen Ellipsoids zu Hauptaxen und die gegebenen Grossen A,B,C 
zu ihren Haupttragheitsmomenten. 

23. Die Ornndeigenschaften der Hauptaxen. Aus einigen ein- 
fachen Eigenschaften der Ellipsoide lassen sich die folgenden Satze 
leicht ableiten: 

I. Von den Tragheitsmomenten eines Korpers fifr Axen, die sich in 
einem gegebenen Punht schneiden, ist das Tragheitsmoment ~be8. einer der 
Hauptaxen das grosste ~be$. einer andern das Jcleinste. 

Denn in dem Tragheitsellipsoid ist das Tragheitsmoment bez. 
eines vom Centrum ausgehenden Eadiusvector das Meinste, wenn dieser 
Radiusvector am grossten ist und umgekehrl Ofifenbar sind aber der 
grosste und Heinste Radiusvector zwei Haupthalbmesser. 

Aus 5 geht hervor, dass von den Tragheitsmomenten bez, aller 
durch einen Punkt gehenden Ebenen dasjenige bez. einer Hauptebene 
das grosste bez. einer andern das kleinste ist. 

n. Wem, die drei Hauptmowmte fwr einen Punkt ein&nder 
gleich swd, so wird das Ellipsoid eine Kugd. Jeder Durchmesser iat 
alsdann eixt Hauptdtcrdtunesser und die Badienvectoren sind sammtlich 

2* 
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gleich, Dalier ist jede durch geJimde Grade erne Hauptaxe fur und 
die TrdffJieitsmomente fiir sie sind alle gleick. 

So sind z. B. die Lothe yon dem Schwerpunkt eines Wtirfels auf 
die drei Seitenflachen Hauptaxen; denn wird der Korper auf sie als 
Axen bezogen, so ist offenbar 27w##=0, -ZJw2/# = ; 27w## = 0. 
Ebenso sind die Tragheitsmomente bez. ihrer der Symmetrie wegen 
gleich. Dalier ist jede Axe durch den Schwerpunkt eines Wftrfels 
eine Hauptaxe und sind die Tragheitsmomente bez. ihrer sammtlicli gleich. 

Nehmen wir weiter an ? der Korper sei ein regelmassiges Polyeder 
und betrachten zwei durch den Schwerpunkt gelegte Ebenen, von denen 
jede parallel zu einer Seitenflache ist. Die Beziehungen dieser beiden 
Ebenen zu dem Polyeder sind iiberall dieselben. Daher muss auch 
das Gentralellipsoid in Bezug auf jede dieser Ebenen ahnlich gelegen 
sein. Dasselbe gilt fiir sammtliche den Seitenflachen parallele Ebenen. 
Das Ellipsoid muss also eine Kugel und das Tragheitsmoment fiir 
jede Axe dasselbe sein. 

Beisp. 1. Drei gleiche materielle Punkte -4, B, liegen in den Ecken eines 
gleichseitigen Dreiecks; man beweise, dass die Ttagheitsellipse fur inren Schwer- 
punkt Gr (die Centralellipse) ein Kreis ist. 

Der Symmetrie wegen mitesen die Durchmesser GA^ #J5, GrC der TrEg- 
neitsellipae fur G gleich sein. Die Ellipse ist daher ein Ereis. 

Beisp. 2. Yier gleiche materielle Punkte liegen in den Ecken eines Tetraedera. 
Man beweiae, dass das Tetraeder regelmgjssig ist, wenn das Centralellipsoid eine 
Kugel iafc. 

Beisp. 3. Wird durch irgend einen gegebenen PunM in einem Korper eine 
Ebene gelegt, BO lassen sich in dieser Ebene durch zwei aufeinander senkrechte 
Oerade derart ziehen, dass das Deviationsmoment bez. ihrer Null ist. 

Sie sind die Aien des Schnitts des Tragheitsellipsoids fur den Punkt mit 
der gegebenen Ebene. 

24. Fiir jeden PunM eines materieUen Systems gibt es stets drei 
aufeinander senkrecht siehende Hauptaxen. 

Construirt man das Tragheitsellipsoid des gegebenen Punktes, so 
sind, wie gezeigt worden ist ; die Deviationsmomente bez. der Axen 
die halben Coefficienten von XT, YZ, ZX in der Gleichung 
dee Tragheitsellipsoids auf diese Geraden als Coordinatenaxen bezogen. 
Wird nun ein Ellipsoid auf seine Hauptdurchmesser als Axen bezogen, 
so Yersehwinden diese Coefficienten. Die Hauptdurchmesser des Ellip- 
soids sind daher die Hauptaxen des Systems. Jedes Ellipsoid hat aber 
Bundestens drei Hauptdurchmesser, daher hat jedes materielle System 
mindestens drei Hauptaxen. 

S $5. Bisp. 1. Wenn die Hauptoxen des Schwerpunkts die Bezngeaxen 
aind, BO ist die (Jleiohnng des T^heiteeDipsoids fur den Punkt p, ^ 



wean es anf seinen Mittelptuikt als Coordiaatenanfang bezogen wird. 
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Beispiel 2 Zeige, dass die cubische Gleichung zur Ermittlung der drei Haupt- 
tragheitsmomente fur irgend einen Punkt (p, q, r) in die Form einer Deter- 
minante 



I A 

__ 



J-J3 , 2 
P2 -- r 8 # 2 qr 



rp qr 

gebracht werden kann. 

Sind (7, w, ri) den Richtungscosinussen der Axen, welche einem der Werthe 
von I entsprechen, proportional, so kann man ilire Werthe aus den GUeichungen 



finden. (Z, m, ri) sind daher den Unter detenrrin anten der Elemente einer jeden 
Horissontalrethe der Determinante proportional. 

Beisp. 3 1st S=0 die Grleichung des Centralellipsoids fiir den Schwer- 
punkt 0, auf irgend welche rechtrwdnklige Axen bezogen und in der im 19 ge- 
gebenen Form gesckrieben , so ist das Tragheitsellipsoid dea Punktes P, dessen 
Coordinaten (p, g, r) sind T 



Beweise daraus (1), dass die zur Geraden OP in den Tr&glieitselKpsoiden 
ffir undP conjugirten Ebenen parallel sind und (2), dass die zu OP senkrechten 
Schnitte parallele Axen Haben. 

26. Das reciproke Tragheitsellipsoid. 1 ) Die reciproke Flache 
des Poinsot ? sclien Ellipsoids ist ein zweites Ellipsoid, welches eben- 
falls benutzt worden ist, um die Lage der Hauptaxen und das Trag- 
heitsmoment bez. irgend einer Linie geometriscli darzustellen. 

Wir haben den folgenden elementaren Satz nfJthig: Die reoiproke Flache 

des Ellipsoids ^ + |j + 1 1 ist das Ellipsoid aaj+ & a y 8 +c ! ^*> e 4 . 

Ist N das Loth, vom Coordinatenanfang auf die BertLhrungsebene in irgend 
einem Punkt P des ersten Ellipsoids und I, m, n die Bichtungscosinusse yon 
ON, SQ ist OJN r *a f Z* + 6 s m t +c s w*5 verlangert man dann ON bis Q, so dasa 
OQ c'/ ON wird, so ist Q ein Punkt auf der reciproken Flache. Setzt man 
OQ*=B, so erhalt man 4 =(a a Z'+ 6 a m*+ c*n*) E oder in rechtwinkJigen 
Coordinaten e* = a 9 x* + &*y * + c*^f* 

Jedem Punkt eines materiellen Korpers entspricht eine Reihe ahn- 
licher Poinsot'scher Ellipsoide. Nelonen wir die reciproken Flachen 
derselben, so erhalten wir eine zweite Reihe ahnliclier Ellipsoide, 

1) Wenn im Folgenden vom Tragheitsellipsoid ohne besouderen Zusatz die 
Rede ist, so meinen wir immer das Poinsot'eche. Ueber das reciproke Ellipsoid 
Clebsch in Crelle's J. LVn. 73. 
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welche dieselben Axen haben wie die ersten und derart sind, dass die 
Tnigheitsmomente des Korpers bez. der Lothe auf die Berulirungs- 
ebenen an eines der Ellipsoide den Quadraten dieser Lotle proportional 
siud. Wlr icoUcn jcdocli dasjenige Ellipsoid das reciproke nennen, lei 
wdchem das TragJicitsmoment lez. eines Lothes auf eine Beriihrungsebene 
dem Product der Masse mit dem Quadrat dieses LotJis gleich ist. 

Ist M die Ma&se des Korpers und sind A, JB, C die Haupttrag- 
heitsmomente, so ist die Gleichung des reciproken Ellipsoids 

x * _j_ Y * i z * _ A 
T" 1 " ~B~T~ C ~ M' 

Die Constante auf der rechten Seite muss ofienbar -^ sein, weil 

JBf 3? nach der Deinition = A sein muss ; wenn Y und Z gleich Null 
gesetzt werden. 

27. Umgekehrt kann man die Reihe der Poinsot'schen Ellip- 
soide fiir irgend einen Punkt eines Korpers als reciprok mit 
audern Constanten zu dem zweiten Ellipsoid dieses Punktes an- 
sehen. Sie haben sammtlicli eine dem zweiten Ellipsoid entgegen- 
gesetzte Grestalt, indem ihre langsten A^en in die Eichtung der 
kurzesten Axe und ihre kiirzesten Axen in die Richtung der langsten 
Axe des zweiten Tragheitsellipsoids fallen. Die ersten Tragheits- 
ellipsoide gleichen iibrigens der allgemeinen Gestalt des Korpers mehr 
als das zweite Tragheitsellipsoid. Sie springen yor, wo der Korper 
vorspringt und treten zurfick, wo der Korper zurtlcktritt. Gerade um- 
gekehrt ist es bei dem zweiten Tragheitsellipsoid. Siehe 21 ? Beisp. 3. 

28. Beisp. 1. Das reciproke CentraJellipsoid einer materiellen elliptischen 
Scheibe zu finden. Nimmt man die in 21, Beisp. 1 fiir A, B, C gegebenen 

x a y 2 z* [ 

Werthe, so ist das reciproke Ellipsoid offenbar -TT -\ -- =- + , , ,, = 4 

cr a a a, + cr * 

Beisp. 2. Das reciproke Ellipsoid ffir irgend einen Punkt eines materiellen 
Stabs AB ist 

Xf Y' Z* 

+ I 



wenn man die Bezeichnung des 21, Beisp. 2 benutzt. Es iat also ein sehr ab- 
geplattetee Eotationsellipsoid, welcbes, venn der Stab unendlich dten ist, eine 

Kreisflache wird, deren Centrum in liegt, deren Eadius j/i a * + c* ist und 
deren Ebene senkrecht auf dem Stabe steht. 

Beisp, 3. Man kann zeigen, dass die allgemeine Qleicnung des reciproken 
Tragheitsellipsoids bezogen auf irgend ein System rechtwinkliger Axen, die sich 
in dem gegebenen Punkt dee K&rpers schneiden, 

A F E MX 

-JP B D MY 

-E D C MZ 

MX MY MZ M 
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ist oder entwickelt 

(BC- D 8 ) X a + (CA -E*)7* + (AB-~F*)Z* + 2 (AD + EF) YZ+ 



Die rechte Seite der Gleichung, mit M multiplicirt, ist die Determinante, 
welche man erhalt, wenn man die letzte Horizontal- und Yerticalreihe weglasst; 
die Coefficienten von X 2 , Y s , Z\ 2ZX, 2 XY, ZXZ sincl die Unterdeterminanten 
dieser Determinante. 

29. Die Benutzung eines andern Ellipsoids, dessen auf die 
Hauptaxen des Schwerptmkts bezogene Gleichung 



- 

ist, hat Legendre in seinen Fonctions jElliptiques empfohlen. Dieses 
Ellipsoid ist als ein homogener Korper von soldier Dichtigkeit an- 
zuselien ; dass seine Masse derjenigen des Korpers gleicliommt. Nach 
8, Beisp. 3 besitzt es die Eigenschaffc, dass seine Tragheitsmomente 
bez, seiner Hauptaxen und deshalb nach 15 seine Tragheitsmomente 
bez. aller Ebenen und Axen dieselben sind, wie die des Korpers. 
Dieses Ellipsoid kann man EUiysoid ffleicfwn Moments oder Legendre- 
sches Ellipsoid nennen. 

Beisp. Wenn sich eine Ebene so bewegt, dass das Tragheitsmoment bez. 
ihrer stets dem Quadrat des Loths von dem Schwerpunkt auf die Ebene pro- 
portional ist, so hullt diese Ebene ein dem Legendre'schen ahnliches Ellip- 
soid ein 

30. Noch ein anderes Ellipsoid -wird manchmal benutzt. Nach 15 ist 
das Tragheitsmoment bez. einer Ebene, deren Eichtungscosinusse (a, ft y) sind, 



Construirt man daher -wie in 19 das Ellipsoid 



so vird das Tragheitsmoment bez. irgend einer durch den Mittelpunkt des Ellip- 
soids gehenden Ebene durch das reciproke Quadrat des auf dieser Ebene senk- 
rechten Radiusvectors dargestellt. 

Wenn Tnar> die 6-leichung des PoinsoVschen mit deqenigen dieses Ellipsoids 
vergleicht, so sieht man, dass die eine aus der andern durch Subtraction der- 
selben arQsse von jedem der Coefficienten von X s , T a , Z* hervorgeht. Die 
Hichtung der Kreisschnitte ist daher in beiden Ellipsoiden dieselbe. 

Dieses Ellipsoid kann ebenfalls dazu benutzt werden, die Tragheitsmomente 
fHr irgend eine durch den Ooordinatenanfang gehende Gerade zu fmden* Denn 
aus 15 ergibt sich, dass das Tragheitsmoment ffir irgend einen Eadiusvector 
dnrch die Differenz zwischen dem reciproken Quadrat dieses Radiusvectors und 
der Summe der reciproken Quadrate der Ealbaxen dargestellt wird. Das Ellip- 
soid ist dem Legendre'schen reciprok. Die Hauptdurchmesser aller dieser 
Ellipsoide fallen ihrer Richtung nach zusammen und jedes von ihnen kann dazu 
dienen, die Richtungen der Hauptaxen f9r irgend einen Punkt zu beetimmen- 

31. Wenn der betrachtete KQrper eine Lamelle ist, so wird der ScJmitt 
des reciprotoen Tragheitsellipsoidfl far irgend 6inen Punkt der Lamella mit der 
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den 

HK man irgend cine Poinsot'sche Tragheitsellipse urn ihren 
mkten WinM buwhreiben, so wird sie offenbar der reciproken 
ahnlieh und ist ihr flluiHch gelegen. Im FaU einer Lamelle kann daber jede 
Elli^en leicht in die andern verwandelt werden. 



32 Der Kegel gleichen Triigheitsmoments. Sme Ovate geht durch einen 
fvtrn l*n*t tiK?2 toixff* sick auf sokhe Art urn ilm, dass das Tmgheitsmwimt 
te. faer &t8 darnM* UeiU und einer gegelenen Grosse I gteuhfowmt. Die 
Gbichung den durch die Gerade erzeugten Kegels w finden. 

Die Hauptaxen fiir mogen als Coordinatenaxen genommen werden und 
(ff, ft 7) > seicn die ffichtongscoBinusBe der Geraden in irgend einer Lage, Kach 
jieW dann Aa*+ B$*+ Cy*= I. 

Die Gleichung fur den Ort der Linie ist daher 
(^j)^ + ( 

Oder in Cartexischen Coordinaten 



AUB dieser Ofleichuag gekt terror, dass die Hauptdurcnmesser des Kegels 
dio Hauptaxen des K6rpers fur den gegebenen Punkt sind. 

Die gegebene GrQsse I muss kleiner ale das grSsste und grosser als das 
kleinate der Momenta J., 5, C sein. Ist Jl>JB> C und J<JB, so wendet der 
Kegel seine hohle Seite der Axe C zn; ist I>B, der Axe A und wenn I=B, 
so werden aus dem Kegel zwei Ebenen, die mit den Mittelpunktskreisschiutten 
des IVagheitsellipsoids far den Punkt zusammenfallen. 

Dieser Kegel hat die geometrische Eigenthitmliclikeit , dass seine Kreis- 
achnitte stets dieselbe Richtag haben, wie die Kreisscnnitte des TragbeiteelHp- 
soids far die Spitze des Kegels. 

Der Kegel iteisst ein Kegel gleiclien Moments far den Punkt, in welchen seine 
Spitze fallt. 

33. K5rper gleiclen Tragheitsmoments. Zwei Korper oder Korper- 
systeme heissen gleichen Tragheitsmoments oder gleichen Moments, 
wenn ihre Tragheitsmomente bez, jeder beliebigen Geraden einander 
gleich sind. 

34. Haben zwei Systeme denselben Schwerpunkfc, dieselbe Masse, 
dieselben Hauptaxen und Hauptmomente fiir den Schwerpunkfc ; so 
folgt aus den beiden Fundamentalsatzen der 13 und 14, dass ihre 
TrSglieitsmomente fiir jede beliebige Grerade einander gleich sind 

Aueh die Umkehning des Satees ist richMg. Wenn die beiden 
KSrper gleiche Tragheitsmomente bez. jeder Gteraden haben, dann 
mtlasen offenbar die Axen der Maximal- und MinimaLnomente in 
den beiden Korpern dieselben sein. Von alien Geraden 7 die eine 
gegebene Kichtung haben, hat diejenige das kleinste Tragheits- 
moment f&r jeden der beiden Korper aufeuweisen 7 welche durch seinen 
Schwerpunkt geht ( 13). Man betrachte irgend eine Bichtung sent- 
recht zu der Gteraden, welche die beiden Schwerpunkte 6r f G f ver- 
bindet Das MiniTnnin ftir den einen Korper hat eine Gerade durch G, 
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fiir den andern eine durch G'. Sie konnen nur unter der Bedingung 
dieselben sein ; wenn G und G' zusammenfallen. 

Man betrachte alsdann alle Kichtungen, welche durcli den gemein- 
schaftlichen Schwerpunkt gehen. Die Axen der grossten und kleinsten 
Tr'agheitsmomente sind fiir jeden der Korper zwei der Hauptaxen dieses 
Korpers ( 23). Sie miissen daher in beiden Korpern zusammenfallen. 
Da die dritte Axe in jedem senkrecht auf den beiden andern steht, 
so miissen aucli sie sich decken. 

Scliliesslicli betrachte man zwei parallele Axen, die um p von- 
einander abstehen und von denen die eine durcli den gemeinschaffclichen 
Schwerpunkt geht. Nach dem Satz von den parallelen Axen ist die 
Differenz der Tragheitsmomente bez. ilirer fiir jeden Korper Mp\ worin 
M die Masse dieses Korpers bedeutet. Die beiden Tragheitsmomente 
und der Abstand $ sind aber gleich. Daher sind auch die Massen gleich. 

Man sieht leicht ein, dass zwei Systeme gleicher Momente dasselbe 
Tragheitsellipsoid und daher auch dieselben Hauptaxen fur jeden Punfct 
haben mussen. 

35. Das Drefeck. Die Tragheits- und D&viationsmomente ernes 
Dreiecks be0. irgend welcher Axen m finden. 

Sind j5 und y die Abstande der Eckpunkte J? ; G eines Dreiecks 
ABC von irgend einer durch den Eckpunkt A gehenden Geraden AX, 
welche in der Ebene des Dreiecks liegt, so ist bekanntlich das Trag- 
heitsmoment des Dreiecks bez. AX, wenn M die Masse des Dreiecks 

bedeutet, L]f(p+ fo + f). 

Man setze drei gleich materielle Punkte, von denen jeder die 
Masse M hat, auf die Mittelpunkte der drei Seiten. Offenbar ist dann 
das Tragheitsmoment der drei Massenpunkte bez. AX 



also dasselbe, wie das des Dreiecks. Die drei Punkte, als ein System 
betrachtet, und das Dreieek haben denselben Schwerpunkt 0. Zieht 
man eine Gerade OX' durch ihn parallel zu AX, so sind die Trag- 
heitsmomente der beiden Systeme bez. OX' offenbar gleich. 

Da diese Gleichhelt ftr alle in der Ebene des Dreiecks durch 
gehenden Geraden besteht, so gilt sie auch far zwei aufeinander senk- 
rechte Geraden OX', O Y und mithin auch fiir ein auf der Ebene des 
Dreiecks errichtetes Loth OZ'. 

Eine der Hauptaxen des Dreiecks und des Systems der drei Punkte 
far den Pnnkt steht senkrecht auf der Ebene und ist daher beiden 
Systemen gemeinschafflich. Die in der Ebene liegenden Hauptaxen 
fdr sind die beiden Geraden, fitr welche die Tragheitsmometafce am 
grossten tmd kleinsten sind und daher nach dem FrOheren fftr beide 
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Fvsteme dieseiben, Wenn fur irgend einen Punkt zwei Systeme die- 
selben Hauptaxen und Eauptmomente haben, so sind aucn die rrag- 
heitsmoinente bez. altar durcn diesen Punkt gehenden Asen und die 
Deviationsmomente bez. irgend zweier sich in diesem Punkt schneidender 
Geradeii dieselben. Und wenn dieser Punkt der Schwerpunkt beider 
Systeme ist, so gilt dasselbe aucb. far jeden andern Punkt. 

Wird dafier ein materieTkr Punkt, dessert Masse ein DriUel d&r 
Masse des Dreitdcs ist, auf den Mittelpunkt jeder Seite gesetot, so ist das 
TragJwitsnwment des Dreieclzs leg. irgend einer Geraden mid das Deviations- 
moment let. irgend ssweier sicti schneidmder Geraden dasseTbe, wie das- 
jeniye des Punktsystenis. 

36. Aequivalente Punkte, d. L Punkte, deren Tragheitsmoment 
fQr jede Axe dasselbe 1st, wie das des Korpers, sind fur die Ermittlung der 
Tragheits- und Deviationsmomente vom grossten Nutzen. Man Tcann sie 
cinch fur allgemeinere Integrationen gebranchen. Maoi nekme z. B. an, era ge- 
gebener Korper sei von demselben Traglteitsmoment wie drei materielle 
Punkte ; deren Coordinaten fa, y lt *$, fa, y a , ^), fa, y$, *) sind. Da 
die in diesen Punkten enthaltenen Massen nicht in alien Fallen gleich 
sein werden, so mogen sie bez. M 1 M^M 3 sein ; wobei selbstverstand- 



, . 

licn ikre Sturime der Masse des Korpers gleict ist 9? (^ y,e) sei irgend 
eine Function von x, y, 0, welehe keine liohere als die zweite Potenz 
enthalt. Es werde der Wertb. des Integrals oder der tiber den Korper 
erstreckten Summe Urny (x, y, #) gesucht, wo m ein Element der Masse 
ist. Das verlangte Integral ist offenbar gleicn 



Wahlt man die gleichwerthigen Punkte passend atiSy so kann man 
eine ahnliche Regel benutzen, wenn <p irgend eine Function dritten 
oder vierten Grades von x,y,$ ist; da diese Falle in der Dynamik tin- 
veranderlicber Systeme aber nicht vorkommen, so werden wir weiter 
unten nur einige Eesultate feststellen. 

Derselbe Korper kann mit verschiedenen Punktsystemen das gleiche 
Tragheitsmoment haben und von diesen Systemen konnen einige branch- 
barer als die andern sein. Soil eiae Reihe gleichwerthiger Punkte 
von Nutzen sein, so ist dazu nothig, (1) dass die Punkte der Art in 
dem Korper vertneilt werden, dass ihre Coordinaten bez. irgend welcher 
gegebenen Axen leicht gefimden werden konnen, (2) dass die Anzahl 
der verwendeten Punkte so klein als moglich sei. Von diesen beiden 
Erfordernissen ist das erste bei weitem das wichtigste. 

Punkte gleichen Tragheitsmoments sind nicht nur zur Abkurzung 
von Integrationen zu gebrauehen, die sonst vielleiclit schwierig waren. 
Sie sind auch sonst von Nutzen; wir werden gleich selien, welche Be- 
deutung sie fur die Dynamik haben. 

37. 
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Man beschreibe etae Ellipse in das Dreieck, welche zwei seiner 
Seiten AB, SC in ihren Mittelpunkten F, D beruhrt. Sie beriikrt 
dann die dritte Seite CA nach dem Carnot'sclien Satz in ihrem Mittel- 
punkt E. Da D F der Tangente CA im Punkt E parallel ist, so geht 
die Gerade, welehe E mit dem Mittelpunkt N von DF verbindet, durch 
das Centrum; der Mittelpunkt der Ellipse fallt dalier mit 0, dem Schwer- 
punkt des Dreiecks zusammen. 

Man kann beweisen, dass dieser Kegelschnitt die Tragheitsellipse 
des Dreiecks tUr den Punkt ist. Suchen wir zu diesem Zweck das 
Tragheitsmoment des Dreiecks bez. OE. Setze OE = r-, r sei der 
lialbe zu r conjugirte Durchmesser und ro der Winkel zwischen r und /. 

Es ist nun ON==-^r und daher nach der Gleichung der Ellipse 
JFJP if"; also 

4 ' 

das Tr'agheitsmomentl 2 w 3 , 2 . 2 M d'* 

bez. OE l=J M '* r am 0= =Y-.-V' 

worin d f den Placheninlialt der Ellipse darstellt, so dass also die Trag- 
heitsmomente des Systems bez. OE, OF, QD den Quadraten OE 2 , 
OF*, OD* umgekekrt proportional sind. Nehmen wir eine Tragheits- 
ellipse von den richtigen Dimensionen, so wird sie den eingeschriebenen 
Kegelschnitt in E, F und D und also auch in den entgegengesetzten 
Enden der durcli diese Punkte gehenden Durchmesser schneiden. Zwei 
Kegelscknitte konnen sich. aber nicht in seclis Punkten schneiden^ ohne 
identisch zu sein. Der Kegelschnitt ist deshalb eine Tragheitsellipse 
fur den Punkt des Dreiecks. 

Eine Normale in auf der Ebene des Dreiecks ist eine Haupt- 
axe des Dreiecks ( 16). Ein Tragheitsellipsoid des Dreiecks hat daher 
den eingeschriebenen Kegelschnitt zu einem Hauptschnitt. Sind 2 a 
und 2& die Langen der Axen dieses Kegelschnitts, so findet man 2c, 
die Lange der auf der Ebene der Lamelle senkrechten Axe des Ellip- 
soids, nach 7 und 19 aus 1/c 2 = I/a 2 + 1/6 3 . 

Ist das Dreieck gleichseitig, so wird das Tragheitsellipsoid zum 
Rotationsellipsoid und jede durch den Schwerpunkt gehende und in 
der Ebene des Dreiecks gelegene A*e zur Hauptaxe. 

Da jede ahnliche und ahnlich gelegene Ellipse ebenfalls eine Trag- 
heitsellipse ist, so konnen wir die urn das Dreieck beschriebene Ellipse, 
deren Mittelpunkt in den Schwerpunkt fallt, als Tragheitsellipse des 
Dreiecks ansehen. 

38. Beisp. 1. Eine TrSgheitsellipse fiir einen Eckpunkt einer dreiecMgen 
Lamelle beruhrt die gegenuberliegende Seite in ilrem Mittelpunkt und halbirt 
die anliegenden Seiten. 

Beisp. 2. Eine Ti&gheitselUpse for den Mattelpunkt F der Seite AB einer 
dreieoHgen Lamelle ASCisi dem Dreieck tLmschrieben nnd hat FC 1 FB zu conju- 
girten Durckmeasern Beweise anch, dass eine andere Tragheitsellipse for den- 
selben Pnnkt F die Seiten AQ BC in ihren Mittelpunkten beruhrt 
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Beisp.' 3, Die Eaupttriigheitsradien fOr den Schwerpunkt eines Dreiecks sind 
Or Wurzeln der Gleichung *< - ^^ ' + - > *^ der ""^ 

inhalt des Dreiecks 1st. . 

Beisp, 4 Die Richtung der Hauptaxen for den Schwerpunkt ernes Drei- 
kann so construirt werden Trage auf dem im Mittelpunkt D emer Seite 



Loth Langen D*-5p -Dir-ab, worin * das Loth von 
AmiBC und t, fc' die Eaupttriigheitsradien sind, wie man sie in dem vorigen 
Beispiel gffunden hat. OH, OH' sind dann die Richtungen der Hauptaxen ror 
0, deren Tragheitsmomente resp Mk* und Mk'* sind. 

Beiap. 5, Die Richtungen der Hauptaxen und die Eauptmomente f&r den 
Schwerpunkt k^nnen auch so Taestimmt werden. Man errichte im Mittelpunkt D 
einer Seite BC ein Loth DK*=BC/2 ft, beschreibe einen Kreis um OK als 
Ilnrchmesfler und Terbinde JD mit dem Mittelpunkt von OK durch eme Luue, 
welche den Kreis in E und 8 schneidet; OE, OS sind dann die Bachtungen der 

TO Cf2 7") 10*4 

Hauptaxen und die Tragheitamomente bez ihrer sind M }>QZ. M - 

Beisp. 6, Setzt man vier materielle Punkte, von denen jeder ein Sechstel der 
Masse der Flache eines Parallelogramms ist, auf die Mittelpnnkte der Seiten und 
einpn fiinften ein Drittel der Masse enthaltenden Punkt in den Schwerpunkt, dann 
sind die fiinf naterieUen Punkte wid die FldcJie des ParaMogramms Systeme 
gleichen Tragheit&moments. 

Beisp. 7. Setzt man materielle Punkte, von denen jeder ein ZwSlfbel der 
Masse einer yierseitigen materiellen Ebene enthalt, in jede Ecke und einen funffcen 
von derselben aber negativen Masse in den Durchschnittspunkfc der Diagonalen, 
so faUt der Schwerpunkt der vierseitigen Ebene mit dem Schwerpunkt dieser 
fOnf Punkte zuaammen. Man bringe noch einen sechsten Punkt, dessen Masse 
drei Viertel der Masse des Tierecks betragt, in den so gefimdenen Schwerpunkt 
und beweise, doss dlsdann diese seeks materiellen Punkte gteichen TragTieitsmoments 
mit der vierseitigen Lamette sind 

Beisp, 8. Materielle Punkte, von denen jeder einem Viertel der Masse der 
materiellen Ebene einer Ellipse gleichkommt, mBgen in den Mittelpunkten der 
Sehnen Kegen, welche die Endpunkte eines Paares conjugirter Durchmesser ver- 
binden. Man beweise, dass d%ese Punkte dasseJbe Tragheitsmoment, wie die Mlipsen- 
fictike haben. 

Beisp. 9. Ein Zehntel der Masse des homogenen KSrpers eines Ellipsoids 
liego in jedera der sechs Endpunkte eines Systems conjugirter Durchmesser und 
zwei Funftel dieser Masse in dem Mittelpunkt. Man beweise, dass dieses Pwnkb- 
$ysfan dawlbe Tragheitwwment hat, wie das Ellipsoid. 

Beisp. 10. Eine Engel vom Eadius a und der Masse M hat dasselbe Trag- 
heitsmomeut wie ein System von vier materiellen Punkten, von denen jeder die 



Mwwe i~- (i) hat und die so liegen, dass ihre Absi^nde vom Centrum, von 
SO \TI 

denen jeder gleich r ist, gleiche Winkel miteinander machen und einem funften 
materiellen Ponkt, der im Mittelpunkt liegt und dem Best der Masse der Kngel 
gleichkommt. 

39. Das Tetraeder. Die Tragheits- md Deviationmomente eines 
Tehraeders ties, irgend welcker J&en, d. h. em System mat&rMer Punkte 
gleicten Moments M finden. 

ABCD sei das Tetraeder. Durch einen Eckpunkt D lege man. 
eine Ebene und netme sie zur ^y-Ebene. D sei der Flacherunlialt 
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der Basis ABC] a, fi } y die Abstande ihrer Eckpunkte von der #y-Ebene 
und p die Lange des Lothes von D auf die Basis A SO. 

PQB sei irgend ein Schnitt parallel zur Basis ABC und von der 
Dicke du, wenn u das Loth von D auf PQR ist. Das Dreieck PQE 
hat bez. der %y-Ebene dasselbe Tragheitsmoment me drei in den 
Mittelpunkten der Seiten liegende gleiche materielle Punkte ; von denen 
jeder einem Drittel seiner Masse gleichkommt. Das Volumen des 

Elements PQE ist ^Ddu. Die Ordinaten der Mittelpunkte der 
Seiten AS, BC, CA sind bez. 55 f 1, *. Daher sind die 

Ordinaten der Mittelpunkte von PQ, QR, RP der Aehnlichkeit der be- 

,, .,-.... a -j- B u 8-4-y u y4-cc u 

trenenden Dreiecke wegen ^ , ' ~, ^~ --- 
5 2 p ' % p 2 p 

Das Tragheitsmoment des Dreiecks PQR bez. der #t/-Ebene ist 
daher 



Integrirt man von u = bis w =p 9 so erhalt man das Tragheits- 
moment des Tetraeders bez. der #y-Ebene 



worin F das Volumen bedeutet. Werden materielle Punkte von je 
ein Zwanzigstel der Masse des Tetraeders in jede Ecke gebracht und 
der Rest der Masse, also vier Piinftel, im Schwerpunkt vereinigt, so 
witrde das Tragheitsmoment dieser fiinf Punkte bez. der #/-Ebene 



A / tt 

Y 5 \ 



V V V 

a ^ 7 



also das namliche, wie dasjenige des Tetraeders sein. 

Der Schwerpunkt dieser fiinf Punkte ist derselbe wie derjenige 
des Tetraeders und zusammen haben sie dieselbe Masse wie das 
Tetraeder. Mithin sind nach 13 die Tragheitsmomente der beiden 
Systeme bez. irgend einer durch den Schwerpunkt gehenden Ebene die- 
selben und nach dem namlichen Paragraphen besteht diese Gleiehheit ffir 
alle beliebigen Ebenen. Aus 5 folgt dann weiter 7 dass auch die 
Tragheitsmomente bez. irgend einer Geraden gleich sind. Die beiden 
Systeme sind daher gleichen Moments 1 -}. 

40. Afftne Transformationen. Wenn der Abstand eines jeden 
Punkfces einer im Bauin gegebenen Figur von einer festen Ebene in 
einem bestimmten Verhaltniss vergrossert oder verkleinert wird, so 
sagt man, die Fignr werde affin transformirt. Durch drei successive 
affine Transformationen mit Hilfe von drei aufeinander rechtwinkligen 

1) Siehe den Eeye'schen Satz uber die Ersetzung eines KCrpers dnrch yier 
in SchUmilch's Z. 8. X, 433,; 
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Ebenen als Grundebenen kann die Figur oft vereinfacht werden So 
kann irgend ein Tetraeder in ein regelmassiges Tetraeder und em 
Ellipsoid in eine Kugel transformirt werden. In diesem letzteren Falle 
geht jeder Halbmesser des Ellipsoids in einen Kugelhalbmesser iiber, 
der ,/Ke w dmi EllipsoidliaTbmesser oder dessen EndpunU gehorige ex- 
centrisclie Linie' heissen soil. 

Wird die Grundebene, mit Hilfe welcher die Figur affin trans- 
formirt wird, parallel zu sich selbst in eine von ihrer fruheren Lage 
urn I) abstehende Lage bewegt, so wird offenbar an der transformirten 
Figur keine Formveranderung hervorgebracht Ist n das bestimmte 
Transformationsverhaltniss, so wird damit die transformirte Figur ledig- 
lich durch einen Kaum nD senkrecht zur Grundebene bewegt. Wir 
konnen daher annehmen, die Grundebene gehe durch irgend einen uns 
passenden Punkt. 

41. Sind zwei Korper gleiclien Tragfoitsmoments, so sind es <wch 
Hire affin&i Bilder, 

Ist der Coordinatenanfang der gemeinschaftliche Schwerpirnkt, so 
sind die beiden Korper derart, dass Em = m'\ 22mx= 0, 2m f & =>Q 
etc., Emx* ni'x'* } Zmyss = m'y ' $f etc 7 wenn sich die Buchstaben 
ohne Strich auf den einen, diejenigen mit Strich auf den andern Korper 
beziehen. Wenn nun beide Korper von der #y-Ebene aus in dem 
bestimmten Verhaltniss 1 : n affin transformirt werden, so wird ein 
Punkt, dessen Coordinaten (*, y, i) sind, nach (x, y, n*) und (of, if, /) 
nach(a?' ? t/',w/) verlegt, Aueh die Massenelemente m, m' werden nm, nm'. 
Offenbar werden die obigen Identitaten durch diese Aenderungen nicht 
alterirt; die transformirten Korper bleiben daher von gleichem Trag- 
heitsmoment. 

Die affine Trans formation einer TragMtseTbvpse einer el&nen materiellen 
Fldche ist eine Tragkeitsellipse ihrer affinen Transformation. 

Die Figur werde von der #-Axe als Grundlinie aus so traus- 
formirt, dass ein Punkt (af, y) nach (x, y} versetzt wird, wobei j/ = My 
ist, und dass jedes Flachenelement m zu m' wird, wobei m f = nm ist. 
Es ergibt sich 

11 1 

w f\i n 

Die Tragheitsellipsen der ursprdnglichen Figur und ihrer Trans- 
formation sind 



SmfX* - 

' T + Sm' 



Um die erstere zu transformiren, setze man X' = X, Y=nT. 
Die erete Gleichung geht in Folge der obigen Identitaten, wenn man. 
*:Sf* setzt ; in die zweite 
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42. Beisp. 1. Man sieht leicht ein, dass eine Centralellipse einer Quadrat- 
flache der eingeschriebene Kreis 1st Transformirt man die Figur zuerst mit Hilfe 
einer Seite als Grundlinie und darauf mit Hilfe einer Diagonale als Grundlinie, 
so wird aus dem Quadrat naeheinander ein Bechteck und ein Parallelogramm. 
Daher ist eine Centraltragheitsellipse eines Parallelogramms der ihm eingeschriebene 
Kegelschnitt, der die Seiten in ihren Mittelpnnkten beriihrt. 

Beisp. 2. "Wenn man durcli affine Tranaformation ein gleichseitiges Dreieck 
in ein beliebiges umandert, so lassen sich die Resultate einiger fniherer Para- 
graphen ableiten; die Methode wird jedoch am besten durch ihre Auwendung auf 
ein Tetraeder erkTart. 

Beiep. 3. Pa jedes Ellipsoid auf diese Art aus einer Kugel abgeleitet werden 
kann, so folgt aus 38, Beisp. 10, dass jeder ellipsoidische Ko'rper yon der Masse 
M gleiche Tragheitsmomente hat mit ein em System von erstens vier materiellen 

Punkten, von denen jeder die Masse besitzt und auf einem abnlichen 

Ellipsoid, dessen lineare Dimensionen n Mai so gross sind, als die des materiellen 
Ellipsoids, derart liegt, dass die excentrischen Linien ( 40) der Punkte gleiche 
Winkel miteinander machen, und zweitens einem funfben materiellen Punkt, der 
im Schwerpunkt liegt und dem Best der Masse des Ellipsoids gleiehkommt 

Da dieses materielle Ellipsoid als ein Legendre'sches Ellipsoid fur irgend 
einen gegebenen Ko'rper befcrachtet werden kann, so hat jeder beliebige Kflrper 
gleiche Tragheitsmomente mit einem System von fiinf materiellen Punkten, die 
ni der oben beschriebenen Art auf einem dem Legendre'schen Ellipsoid des 
K6rpers atmlichen Ellipsoid vertheilt sind. 

Beisp 4 Man zeige, dass der KcSrper eines schiefen Kegels, dessen Basis 
eine Ellipse ist, gleiche Tragheitsmomente hat, wie ein System von drei materiellen 
Punkten, von denen jeder ein Zehntel der Masse des Kegels enthalt und die so 
auf dem Umfang der Basis vertheilt werden, dass die Untersohiede ihrer ez- 
centrischen Anomalien gleich sind, einem vierten Punkt, der drei Zehntel des 
Kegels gleichkommt und im Mittelpunkt der die Spitze mit dem Schwerpunkt 
der Basis verbindenden Geraden liegt, und einem funften Punkt, der den Best 
der Masse des Kegels enthalt und im Schwerpunkt seines Volumens liegt. 

43. Ein EUipsoid von glewhem Tragheitsmoment mit irgend eitiem Tefraeder 
zu finden. 

Die Tr&gheitsmomente eines regelmassigen Tetraeders bez. aller durch den 
Schwerpunkt gehenden Ebenen sind nach 23 gleich. Wenn r der Radius der 
eingeschriebenen Kugel ist, so findet man aus 39 leicht, dass das Moment fur 
die einer Seitenfl*ache paraUele Ebene M ^- ist. Beschreibt man nun eine Kugel 

mit dem Radius g = r "j/3, deren Centrum im Schwerpunkt liegt und deren Masse 
der Masee des Tetraeders gleichkommt, so haben diese Kugel und das Tetraeder 
gleiche Tragheitsmomente. Daraus, dass durch die affine Transformation der 
Schwerpunkt jeder Seitenflache in den Schwerpunkt der transformirten Seiten- 
flache fallt, folgt, dass das Ellipsoid, mit welchem ein Tetraeder von gleichem 
Moment ist, mit dem in das Tetraeder eingeschriebenen und jede SeitenflSche in 
ihrem Schwerpunkt beruhrenden Ellipsoid ahnlich und Simlich gelegen ist, aber 
im Yerhaltniss von 1 : |/3 grOssere lineare Dimensionen hat. Man sieht auch leicht 
ein, dass die Kngel mit dem Radius 9 = ry3 jede Kante des regelmSseigen 
Tetraeders in ihrem Mittelpunkt berohrt. Daraus folgt, dass das Ellipsoid von 
gleichem Moment mit einem Tetraeder jede Kante in ihrem Mittelpunkt berOhrt 
and seinen Mittelpunkt im Schwerpunkt des Volumens hat. 

Beisp. 1. Wenn E* die Summe der Quadrate der Kantea eines Tetraedern, 
F* die Summe der Quadrate der Inhalte der Seitenflachen und V das Volumen 
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1st, zu beweisen, class die Halbaxen des in das Tetraeder eingesehriebenen Ellip- 
soids, welches jede Seitenflache in ihrem Schwerpunkt beriihrt und dessen 
Centrum iin Schwerpunkt des Tetraeders liegt, die Wurzeln der Gleichung 







sind und das*, wenn diese Wurzeln die Werthe $ 1T ^ a , p 
Triighpitsmomente fOr die Hanptefenen des Tetraeders M-^-, M ~^~> M ~^~ sind - 
Beiap. 2. Wenn in dem Schwerpunkt E einer Seitenflache ein Loth von der 
Liinge EP = 4?*/p errichtet wird, worin p das Loth von der gegenuberHegenden 
Ecke des Tetraeders auf diese Seitenflache bezeichnet, alsdann 1st P ein Ponkt 
auf der Hauptebene, welcher der Wurzel p der cubischen Gleichung entspricht 

44. JEs lassen sicli stets vier matenelle Punkte von gletcher Masse finden, 
die wit irgend einem gegebenen legrenzten Korper von gleichem Moment sind. 

aei der Schwerpunkt dea KQrpers; Ox, Oy, Oz die Hauptaxen fur Die 
Tragheitsmomente bez der Coordinatene&ewew seien Mot*, M$* und Jfy 2 . Nach 
34 musfi die Masse jedes materiellen Punktes i M sein. (^2/1^) etc. foy***) 
seien die gesuchten Coordinaten der vier Punkte. Diese zwSlf Coordinaten naflssen 
dann den neun Gleichungen genugen 



Setzen wir nun x^ =| n o^=aS, etc y l = j?^, 2/ f ==P77 S etc ^ y^ etc., so er- 
halten wir neun Gleichungen zur Bestimmung der zwSlf Coordinaten (^ ^ {^) etc. 
(l^tkJJ, welche von den ersteren sich nur dadurch unterscheiden, dass jede der 
Grtesen **, p 1 , y* dutch die Binheit ersetzt wuxde. Die so umgeSuderten Gleichungen 
dracken aus', dass das Tragheitsellipsoid der vier Punkte far eine Kngel sein 
muss. Dea Gleichungen wird daher geniigt, wenn die vier Punkte, deren Coordi- 
naten mit griechischen Lettern geschrieben sind, die Ecken eines regelmassigen 
Tetraeders sind (vergl. 23, Beisp. 2). Dieses Tetraeder kann man sich in eine 
Kugel vom Radius yi eingeschrieben denken Tranaformirt man affin diese Kugel 
in ein Ellipsoid von den Halbaxen apy, so geht das regelmassige Tetraeder in 
ein schiefes uber. Die Eckpunkte dieses schiefen Tetraeders sind die gesuchten 
Punkte gleichen Moments. 

Auf dieselbe Art kann man beweisen, dass sich stets drei materielle Punkte 
von gleicher Masse finden lassen, die mit irgend einer ebenen begrenzten Flache 
von gleichem Moment sind. Wenn Ma*, Mp* und Null die Tragheitsmomente 
der materiellen FlBche bez. der IS&Mpiebenen ffir den Schwerpunkt sind, so erhfilt 
man als Eesultat, dass diese Punkte auf der Ellipse 0*#*-[-a*^* = 2a*j9 9 liegen 
milasen. Man findet auch, dass, wenn einer dieser Punkte, z. B. D, irgendwo auf 
dieser Ellipse angenomiuen wird, 'die andern beiden Puiite E und F die Bnd- 
punkte der Sehne sind, welche im Punkt N durch die VerlEngerung des Radius 
DO halbirt wird, wobei ON= OJ> . 



46. Momenta von Wlerer Potenz. Diese Momente sind zwar 
in andern Wissenscliaften von Nutzen, werden aber in der Dynamik 
niolit oft gebraudxt. Es reicht deskalb aus, einige allgemeine Eesultate 
aozufillirai, derea Beweise dem Leser fiberlassen bleiben. 

dti sei irgend ein Element einer Hache oder eines Volumens je 
nach dem speciellen Fall, g sei seine auf irgend eine Ebene xy be- 
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zogene Ordinate. Die Aufgabe besteht darin, den Werth des Integrals 
Jz n d<3 fur ein Dreieck, Viereck ; Tetraeder etc. zu finden. 

Die Coordinaten der Eckpunkte des betrackteten Korpers seien 
( x iyi#i)) (#2^2) e ^ c - -2"* (A #2 etc.) stelle das aritlmetiscke Mittel der 
verschiedenen Combinationen mit Wiederholungen zur w ten Klasse yon 

#1,82, etc. dar, so dass z. B. H$ (^^ 2 ) = (0^ + ^ 2 ^ 2 + &^ + 2 3 ) ist. 
Alsdann ist fiir ein Dreieck yom Flacheninhalt z/ 



fiir ein Viereck, dessen Flacheninhalt 4 ist, 



worin / die Ordinate des Durchschnittspunkts der Diagonalen ist; fur 
ein Tetraeder yom Volumen V 



fiir zwei verbundene Tetraeder, deren yereinigtes Volumen V ist, 



worin / die Ordinate des Durchschnittspunkts der die beiden Spitzen 
yerbindenden Geraden mit der gemeinschaftlichen Basis ist. 

Wir bemerken, dass mit Ausnahme der Faktoren ^/ oder V, die 
den Flacheninhalt oder das Volumen angeben, diese vier Ausdriicke 
nur Functionen der Ordinaten der Eckpunkte und nicht Functionen 
der Differenzen der Abscissen sind. 

Ist der Exponent n keine positive ganze Zahl, so nehmen die Ausdriicke rer- 
wickeltere Formen an. Naheres darfiber findet der Leser in einer Abhandlung 
des Verfassers im Quarterly Journal of Mathematics No. 83, 1886. 

Ist der Werth von Jz n dc bekannt, so lasst sich derjenige von nj'xz n ~ 1 da 

o o 

dadurch ermittebi, dass man die Operation a^ ^ -- 1- a? 2 o -- 1 an dem fruheren 

Besultat vornimmt. Der Wert von n(n l)j*x z z n '~*dG kann durch Wiederholung 
der Operation gefdnden werden u s. f. 

Schliesslich lasst sich zeigen, dass zwei K5rper, ror welche die Werthe von 
Ci^dc for alle Ebenen der &y gleich sind, uberhaupt gleichen Moments sind 

Beisp. 1. Wenn 9 (xyz) keinen hdheren als den dritten Grad hat, so kann 
man den Werth vonj*ydff fur irgend ein Dreieck durch Benutzung von sieben 
aquivalenten Funkten oder Punkten gleichen Moments finden. Ein Zwanzigstel 
der Flachenmasse wird in jede Ecke, ewei Funfsehntel in den Mittelpunkt jeder 
Seite und der Rest, also neun Zwanzigstel, in den Schwerpunkt gelegt. 

Beisp. 2. Wenn 9 (xyz) von keinem hQheren als dem dritten Grad ist, so 
iSsst sich der Werfch vonjtpda fur ein Tetraeder durch acht aquivalente Punkte 
darstellen. Man lege neim Viersigstel des Volumens in den Sohwerpunkt jeder 
Seitenflache und em Vi&rsigstel in jeden Eckpunkt. 

Weitere Beispiele findet man in der oben erwuhnten Abhandlung. 

Eouth, Dyiiamiku I. 3 
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46. Anwendnng der Tkeorie der Inversion auf die Ermittlung von Trag- 

einem festen Coordinatenanfang nach irgend einem Punkt P 
3jrener Eadiusvector moge nach einem solchen Punkt P verlsingert 
* ft 0^5^"^ A ? g . , _. PTm iro-end eine gegebene 

, dass das Rechteck OP . O^ = ^ is^, wenn x xig*^ & & 

vorstellt. Bewegt sich nun P langs der ganzen gegebenen Figur, so be- 

. -r>< i*^ _. ^!^ ~n/va1-kAV\OVl CT ATI fl/n Till "WirQ. 



zu dr ak d?' geliurige koTperliche Ecke bei 0. Dann ist 

* r* da> dr = \ dv 



und da ^--7, so erhfilt man ^ 

d*'-jM. Nehmen wir an ^ - (^-) 10 , so wird 

lichen Identitaten ffir aUe andern Tr^gheits- und Deviatiousmomente. 

1st der KSrper eine materieUe Flache oder ein Bogen, so ist das Yerhaitniss 

YOU tfv' zu dv ein anderes. Man erhalt alsdann ^ = (7) bez. (j . Man 
tommt jedoch zu ahnlichen Eesultaten, die man sammtlich in den folgenden Satz 
zusammenfassen kann: t , ,. ,. T> T ^ 

Sate I. Irgend ein Korper werde durch Inversion bez. ewes lefatogen PwMes 
in einen andern tibergeftihrt. Wenn die DichtigMten der ents^rechenden PunMe 

mit 9, </ vad far* Abstande vw, mit r, r' lezeictiwst werden wnd j 9 [) ist, 



so hdben die beiden Kvrper gleiche Tragfaitsmomente bez. oiler dwrch gehenden 
Geraden. Dafoi ist n 10, 8, oder 6, je nachdem der Kdrper ein Volwnen, eine 
Fl&che oder fin Bogen ist. 

Es ergibt sich auch, dass die beiden EQrper dieselben Hauptaxen for den 
Punkt und dieeelben reciproken Tragheitsellipaoide haben 

Zu dem folgenden Satz kommt man durch Benutzung der Methode Lord 
Kelvin's zur Ermittlung der Potentiale sich anziehender KQrper durcn Inversion. 

Satz II. Irgend ein Ktirper werde in einen andern Korper durch Inversion 
bee. eines Punktes tfbergefuhrt. Wenn die DichtigJceiten der sich entsprechmden 
Purikte P, P 1 mit g, j, ihre Abstande von mit r, r' beseidwet werden und 

Q' = ? (^rfgesem vrird, so ist das Trdgheitsmoment des zweiten Eorpers bez. wgend 
eine* Pw&tee Q' demjenigen des ersten Rfrpers fftr den entsprechenden PwM C gleieh, 

/ K \ s o(y 

multiplicirt mit einer der gleichen Grossen (-^J oder-^- Ddbei ist n=*8, 6 

oder 4, je nachdem der Korper ein Volumen, eine Flaeke oder em Bogen ist. 

Urn dies zu beweisen, betrachten wir den Fall, in vrelchem der KSrper ein 
Volumen ist. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke folgt OP. r' =*= C'P'. OC. Ver- 
ffthrt man nun ebenso wie Mher, so erhaJt man 



Da dies ffir jedee Element gilt, so folgt daraus der Satz uninittelbar. 

Beisp. Die Bielitigkeit des KSrpeis einer Kugel variirt umgekebrt vie die 
zehnte Potenz des Abatandea von einem ^usseren Punkt 0. Man beweise, dass 
das Tragheitsmoment der Kugel bez. einer durch gehenden Geraden dasselbe 
ist, als wenn die Kugel homogen ware und ihre Dichtigkeit derjenigen der hete- 
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rogenen Kugel in dem Punkt, in welchem die yon gezogene Tangente die Eugel 
trrfffc, gleich kame. Man beweise, dass die Massen der beiden Kugeln gleich gewesen 
waren, wenn die Dichtigkeit umgekehrt wie die sechste Potenz des Abstandes 
von variirt hatte. Unter weloher Bedingung haben sie einen gemeinschaffclichen 
Schwerpunkt? Math. Tripos. 1 ) 

47. Das Druckcentrum. Wenn eine ebene Lamelle in eine homo- 
gene Fliissigkeit eingetaucht wird, so ist der Druck auf das Flachen- 
element, wie in der Hydrostatik gezeigt wird ; normal zur Ebene und 
dem Product aus dem Flacheninhalt des Elements und der Tiefe unter 
einer festen horizontalen Ebene, der wirklichen Oberflache, proportional, 
Aus Satzen der Statik ergibt sich leicht, dass das Centrum dieser 
paraflelen Eraffce in der Ebene der Lamelle liegt und sich nicht andert, 
wenn man die Krafte beliebig um ihre Angriffspunkte dreht, voraus- 
gesetzt, dass sie parallel bleiben. Dieser Punkt heisst in der Hydro- 
statik das DnwJccentnm. 

Ist der Schnitt der Lamelle mit der wirklichen Oberflache die 
aj-Axe und liegt die zu ihr senkrechte y-Axe in der Ebene der Lamelle, 
so ist nach den gewohnlichen Formeln fux das Centrum paralleler 
Krafte 

^ _ Deyiationsmoment bez. Ox, Oy 
das Moment der Flache um Ox ' 
Y __ Tragheitsmoment bez. Ox 
das Moment der Flache um Ox 

Besitzt die gegebene Flache gleiches Tragheitsmoment wie Punkte 
von der Masse %, m 2 etc. und sind (x l7 y^), (x%, # 2 ) etc. die Coordi- 
naten dieser matehellen Punkte, so ist 



2my > 2my 

Dies sind aber die Formeln zur Ermittlung des Schwerpunkts von 
Punkten > deren Massen n^y^ m^y^ etc. proportional sind und welche 
dieselben Coordinaten wie die vorigen haben. Es besteht daher der 



Wenn irgend eine materiette Ebene gleiches TragJwtsmoment voie 
einer Belhe von maieneUen Pwrikten hat, so faUt das Drwfamtnm der 
Flache mit dem Schwerpunkt dieser Punkte zusammen, falls deren Massen 
im Verhaltniss m ihrer Tiefe mtdtiplidrt werden. 

So ist z. B. das Druckcentrum eines vollstandig untergetauchten 
Dreiecks der Schwerpunkt dreier in den Mittelpunkten der Seiten an- 
gebrachten Gewichte, von denen jedes der Tiefe des Punktes, an 
welchem es angebracht wurde ; proportional ist. 

Wlr beschranken uns in diesem Paragraphen auf die Betrachtung 
der hydrostatischen Eigenschaften des Pimktes, bemerken aber^ daass 



1) Daa groaae mathemafcische Examen in Cambridge (go in for honours). 

a* 



Kapitel I. Traglipitsmomente 

in 



diese Coordinate!! von so grossem Nutzen sind, dass mail sie 
die Dynamik ubernonnnen hat. Aus Gleichung (5) des naehsten Para- 
graphen folgt, dass X die Abscisse des Hauptpunktes der s-A*e ist, 
so dass die Projection des Druckcentrums irgend einer Ebene wf Jhrm 
ScJmitt mit der icirWclien Oberflache tier Ha^tpmkt dieses Schmttes vst_ 
In Kap. HI mrd auch gezeigt warden, dass die Ordinate 7 dem Atstand 
dfs ScJm-ingungsmittelpunkts von der Auflicwgungsaxe gtetih konrnt. Aut 
dies* Weise lassen sich die Resultate der Hydrostatik auf die Dynamik 

Hbertragen und umgekehrt. ,,,_. , m i_ -4. 

Da die Coordinaten X, Tnur von dem Verhaltmss der Tragheits- 
und Deviationsmomente und der Lage des Scnwerpunkts abhangen, so 
halen offmbar swei Ftichen gleichen Moments dasselbe Druckcentnm. 

Beisp 1. Man beweise, dass, wnn p, q, r die Tiefea der Bckpuatte der voll- 
sttaidig ii Teine Plfissigkeit getauchten. Flaehe eines Dreieeks Bind, die Dreiecla- 
coordinaten (vergl. 17, Beisp. 11) seines Druckmittelpmitts, auf die Seiten des 

Dreiecks selbst bezogen, | 



s *~~ 



~~ ~" 

Der Beweis kami so geftlirt werden, dass man das Dreieck durch drei in den 
Mittelpunkten der Seiten gelegene, ihren Tiefen proportionale Gewichte ersetzt 
und nacheinander die Momente bez. der Seiten zur EnnitUung ihrea Schwerpunkts 
bestimmt. 

Beisp. 2. Irgend eine vertdcale materielle Ebene werde auf Cartesische recht- 
winklige Axen Ox, Oy bezogen, deren Coordinatenanfang im Schwerpunkt Hege. 
Die Tiefe des Schwerpunkta sei h und die Durchachnittslinie der Ebene mit der 
Oberflache der Fluasigkeit noache mit der x -Axe den Winkel und schneide 
die positive Seite der ^-Axe, was man als den Normalfall ansehen kann A, S 
und F seien die Tragheitsmomente und das Deviationsmoment der Plache bez 
der Axen. Nimmt man die Momente bez. Ox, Oy, so sind die Coordinaten des 
Druckmittelpunkts offenbar 

B sin 6 F cos 6 ^.__ F sin 6 A cos 6 
X = - T* ' Z hi ' 

worin a den Flacheninnalt bedeutet. 

BeiBp 3. Wenn sich die Flaehe um ihren Schwerpunkt in ihrer eigenen 
Ebene dreht, BO ist der Ort ihres Druckmittelpunkts m der Flache eine Ellipse 
und m Return ein Kreis. Die Hauptdurchmesser der Ellipse fallen in die Eichtung 
der Hauptaxen der Flache fur den Schwerpunkt. Der Mittelpunkt des Kreises 
liegt in der durch den Schwerpunkt gehenden Yerticalen. 

Beisp. 4. In einer heterogenen Fliissigkeit ist der Druck an irgend einem. 
Punkt P bez. der Flachenemheit durch p = a + &# n gegeben, worin B die Ordinate 
yon P bedeutet Man beweise, dags die Ordinate des Druckmittelpunkts der voU.- 
standig untergetauchten mit dem Horizont einen beliebigen Winkel machenden 

aH t + bH , 
Fl^che eines Dreieeks - ^ . , f/ ist, worin H die in 45 an^egebene Be- 



deutung hat. 

Beiap, 5. In Totirenden FMssigkeiten ist der Druck in einem Puakt P durch 
p = a 4- d* + cr* gegeben, worin r den Abstand des Punktes P von der jgf-Axe be- 
deutet. Man zeige, dass der Druck auf irgend einen Theil der Flache des die 
Flftssigkeit enthaltenden Gefasses 
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(1) der ganze Druck == j(a + bz-\-cr s )da = (a-f~ b~z) is -\- celt* ist, worm # 
die Ordinate des Schwerpunkts der Flache c und ck* ihr Tragheitsmoment bez. 
der 0-Axe darstellt; 

(2) der Verticaldruck =JJ(a + &0 + cr 2 ) df# rf?/ = aP+&F+cPJfc' 2 ist, worm 
P die Projection von a auf die xy-'Ehene, V das zwischen <r und seiner Projection 
gelegene Yolumen und P&' 2 das Tragheitsmoment der Projection P bez. der #-Axe 
darstellt. 

Offenbar kann man in alien diesen Fallen die Werthe der Integrate im All- 
gemeinen mit Hiilfe der in diesem Kapitel angegebenen Regeln sofort nieder- 
schreiben, so dass es in den meisten Fallen nicht nSthig ist, wirklich zu integriren. 

48. Die Hauptaxen der Systeme. Eine G-erade ist gegeben; man 
soil ermitteln, fwr wekhen auf ihr liegenden Punkt sie eine Hawptaxe des 
Systems ist, und wenn ein soldier Punkt existirt, die beiden andern Himpt- 
axen fur diesen PunJct finden. 

Der Punkt Tnrd passend der Hauptpunkt der Geraden genanni 

Man nehme die Grerade als j2f-Axe und irgend einen Punkt in 
ihr als Coordinatenanfang. C sei der Punkt, ffir welchen sie eine 
Hauptaxe ist und Cx' } Ctf seien die beiden andern Hauptaxen. 

Es sei CO = h, der Winkel zwischen Ox' und Ox. Man er- 
halt dann 

x == x cos + y sin ] 
y = x sin + y cos 

und daraus 

2mx'0' = cos QEmxz + && *- 

h (cos 02mx + sin QSwvy) } 



sin BSmxs + cos 6Smys\ 

" " w* 




Q - (3), 
Aus der letzten Gleichung folgt 



nach der friiheren Bezeichnungsweise. Den GHeichungen (1) und (2) 
muss durch denselben Werth von h genfigt werden, Durch Elimination 
yon h erhalt man Zmxss Zmy = 2my# Smx als Bedingung dafOr, dass 
die j0-Axe far irgend einen auf ihr liegenden Punkt eine Hauptaxe ist. 
Substituirt man den Werth von mx$ resp. 2my0 in (1), so findet man 

, Smyz Smxz s;>\ 

- 



Die Gleiehmg (5) druckt die Bedingmg QMS, mter wdch&r die 

eine Hawpto^ fwr emen avf ilvr liegenden Punkt ist und der Werih von 

h gibt die Lage dieses Pwktes an. 
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1st 2m xs = und Smys = 0, so wird den beiden Gleichungen 
(1) und (2) dureh Ji = genugt. Sie sind daher die hinreichenden 
und nothwendigenBedingungen dafizr, dass die -Axe fur den Coordinaten- 
anfaiig eine Hauptaxe ist. 

Wenn das System eine ebene Lamelle ist und die -Axe in irgend 
einem Punkt senkreeht auf der Ebene steht, so ist * = und sind daher 
die Bedingungen 2mxz = und 2my* = erfiillt. Deshalb ist eine 
der Hauptaxen fur irgend einen Punkt einer ebenen Lamelle eine in 
diesem Punkt auf der Ebene senkrechte Gerade. 

Ist die Flache eine Rotationsflache, welche von zwei auf der Um- 
drehungsaxe senkrechten Ebenen begrenzt wird, so ist ihre Axe fur 
jedeix auf ihr liegenden Punkt eine Hauptaxe. 

Gleichung (4) setzt uns ferner in dm Stand, wenn eine Hawptaxe 
gegelen ist, die leiden andern zu finden. Ist 6 = a der erste Werth 
von 9, so ergeben sich die ubrigen aus 6 = a + j nit. AJle diese 
Werthe bestimmen mithin immer wieder dieselben Axen. 

40. Da (4) die Grosse h nicLt enthalt, so sind die Hauptaxen, 
wenn die ^-Axe in mehr als einem Punkt eine Hauptaxe ist, fiir diese 
Punkte parallel. In diesem Fall muss der GrLeichung (5) durch melir 
als einen Werth von ft geniigt werden. Da aber h nur in der ersten 
Potenz in der Gleichung attftritt, so ist dies nur moglich, wenn 

0, 2my =0, 
2mz = 



ist, Die Axe muss daher durei. den Schwerpunkt gehen und eine 
Hauptaxe fur den Coordinatenanfang sein und mithin (da der Coordi- 
natenanfang beliebig gewahlt werden kann) eine Hauptaxe fiir jeden 
auf ihr liegenden Punkt sein. 

Wenn die Hauptaxen fur den Schwerpunkt als Axen der x, y, & 
angenommen werden, so wird den Gleichungen (1) und (2) durch alle 
Werthe von fi genugt, Wenn daher eine Gerade eine Hauptaxe fiir 
den Schwerpunkt ist, so ist sie fiir jeden in ihr liegenden Punkt eine 
Hauptaxe. 

Laufl die gegebene Gerade einer Hauptaxe fiir den Schwerpunkt G 
parallel, so ist offenbar die gegebene Linie eine Hauptaxe fiir die Pro- 
jection von Gr auf sie. Derm, wenn man den Ooordinatenanfang in 
der Projection annimmt und G%, Cry, Gr% ein paralleles Axensystem 
ist, so folgt aus 13, dass, weil 2m%& 2m^ und 2 Nidi sind, auch 
und Emys Null sein muss. 



60* Das System moge auf eine zur gegebenen Geraden senk- 
rechte Bbene so projicirt werden, dass die Verhaltniase der Massen- 
elemente zu einander unverandert bleiben. Die gegebene Gerade, 
welche als 0-Axe angenommen wurde, schneidet diese Ebene in und 
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ist eine Hauptaxe der Projection fur 0, da das projicirte System als 
ebene Lamelle die Bedingungen 2mx# = 7 Smyz = erfiillt. Daraus, 
dass in Gleichung (4) nicht auffcritt, folgt, dass, wenn die gegebene 
Gerade eine Hauptaxe fiir irgend einen auf ihr Hegenden Punkt C ist ; 
die beiden andern Hauptasen fiir C den Hauptaxen des projicirten 
Systems fiir parallel sind. Diese letzten konnen mit Hiilfe des 
Satzes in 52 oft leicht gefunden werden. 

61. Beisp. 1. Von den Hauptaxen eines rechtwinkligen Dreiecks fur den 
Durchschnittspunkt der den rechten Winkel einschliessenden Seiten a und b steht 
eine senkrecht auf seiner Ebene und bilden die beiden andern mit den Seiten die 

Winkel ~ arctan -= r- 
2 a 8 & 2 

Nach 48 ist tan 20 = ^ 7 und. nach 35. A=M*?-, B =M-^. 
J$ M. 66 



Beisp. 2 Von den Hauptaxen des Quadranten einer Ellipse fur den Mifctel- 
punkt steht die eine senkrecht auf der Ebene und bilden die beiden andern rait 

den Hauptdurchmessern die Winkel -r- arctan -- p , worin a und 6 die Halb- 
axen der Ellipse sind. 

Beisp. 3. Die Hauptaxen eines Wiirfels fur irgend einen Punkt P sind die 
Verbindungslinie von P mit 0, dem Schwerpunkt desWurfels, und zwei beliebige 
durch P gehende Gerade, die senkrecht zueinander und zu OP sind. 

Beisp. 4. Man beweise, dass der Ort eines Punktes P, fur welchen eine der 
Hauptaxen einer gegebenen G-eraden parallel ist, eine gleichseitige Hyperbel ist, 
in deren Ebene der Schwerpunkt des KOrpers liegt und deren eine Asymptote der 
gegebenen Geraden parallel ist Wenn aber die gegebene Gerade einer der 
Hauptaxen fiir den Schwerpunkt parallel lauffc, so ist der Ort yon P diese Haupt- 
axe oder die auf ihr senkrechte Hauptebene. 

Man nehme den Schwerpunkt zum Coordinatenanfang und eine Co or dinat en- 
axe parallel zur gegebenen Geraden 

Beisp. 5. Der Hauptpunkt der Seite AB einer dreieckigen Seheibe ABC 
halbirt den Abstand zwischen dem Mittelpunkt dieser Seite und dem Fusspunkt 
des von der gegenuberliegenden Ecke auf die Seite gefallten Loths. 

Beisp. 6. Die Kante eines Tetraeders ist nur dann eine Hauptaxe fiir irgend 
einen auf ihr liegenden Punkt, wenn sie senkrecht zur gegenuberliegenden Kante 
ist (Jullien, Problfcmes de M^canique rationelle). 

Wenn umgekehrt diese Bedingung erfullt wird, so ist die Kante eine Haupt- 
axe fur einen Punkt C, welcher so liegt, dass 0(7 y ON, worin ^"der Mittel- 
punkt der Kante und der Fusspunkt des lotkrechten Abstandes zwischen ihr 
und der gegenfiberliegenden Kante ist. 

Beisp. 7. Die Axen 0&, Oy mQgen eine solche Lage haben, dass das 
Deviationsmoment F oder Smxy Null ist. Wenn A und B die Tragheitsmomente 
bez. dieser Axen sind, zu beweisen, dass das Deviationsmoment fur zwei zu ein- 
ander senkrechte Axen Ox', Oy e , die in der Ebene xy liegen, 

JP'-.l^ JJ)sinM 

ist, worin B den Winkel xOx, Ton Ox aus in positiver Richtnng genommen, be- 
dentei 
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52. TrSgheitstoennpunkte. 1 ) Wenn die Lage der Hauptaxen 
Ox, Oy, Os fdr den SclncerpmU und die Tragheitsmoment lez. ihrer 
gegtbm sind, die Lage der Hauptaxen fur einen leliebigm in der Ebene 
xy gdegencn PunU P und die Traglieitsmomente lez. dieser Axen zu 
fmden. 

Die Masse des Korpers sei M\ A, B die Tragheitsmomente bez. 
der Axen 0j;, Oy, und A moge grosser als B sein. Wenn S und H 
zwei auf der Axe des grossten Tragheitsmoments diesseits und jenseits yom 

Coordinatenanfang so gelegene Punkte sind ; dass OS=OH=y j^ 
ist, so lieissen diese Punkte die TragheitslrennpunUe fur diese Hawpt- 
ebcw. 

Da die Punkte in einer der Hauptaxen fur den Schwerpunkt 
liegen, so sind die Hauptaxen fiir S und H parallel den Coordinaten- 
axen und die Tragheitsmomente bez. dieser in der #y-Ebene gelegenen 
Axen resp. A und B + M- OS* = A. Da dieselben gleica sind, so 
iwt jede durch S oder H in der xy~ Ebene gehende Gerade eine 
Hauptaxe fiir diesen Punkt und das Tragheitsmoment bez. derselben 
gleich A. 

1st P ein Punkt in der #j/-Ebene, so ist eine der Hauptaxen fur 
P senkreeht zur $y- Ebene. Denn, wenn j) ; 3 die Coordinaten von P 
sind, so ist diese Linie eine Hauptaxe unter der Bedingung, dass 

2m (x p) = 0, 2m (y q) = 

sind^ welche offenbar erMlt ist, weil der Schwerpunkt zum Coordinaten- 
anfang und die Hauptaxen zu Coordinatenaxen gewahlt wurden. 

Die beiden andern Hauptaxen kann man auf folgende Art finden. 
Wenn die Tragheitsmomente bez. zweier in einer Hauptebene liegender, 
sich im Punkt P schneidender Greraden, einander gleich sind, so 
halbiren die Hauptaxen fiir P die Winkel, welche diese beiden Geraden 
miteinander machen. Denn die Axen der fiir P als Mittelpunkt con- 
struirten Tragheitsellipse halbiren die Winkel zwischen irgend zwei 
gleichen Radienvectoren. 

Verbindet man P mit 8 und H 7 so ist das Tragheitsmoment bez. 
SP sowohl als bez. HP gleieh A. Die Halbimngslinien PG, PI 
des Wiukels ^P.5" und seines Nebenwinkels sind daher die Haupt- 
axen fur P. Beschreibt man within mit S und Sals Brennpurikten wgend 
eine Ellipse odcr Hyperbel, so sind die Tangmte und Normale irg&nd 
eines Puriktes derselben die Hauptaxen fwr diesen PunU. 

53. Zieht man irgend eine Gerade M N durch den Coordinatenanfang 
welche mit der x~Axe den Winkel 6 bildet und fallt von 8 und H Lothe SM ' 
HN auf aie, HO let das Tragheitamoment bez. M N ' 

1) In der Technik Trird die Bezeichnung Fixpmkte des Quersdmitts ge- 
braucnt. 
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Acos* 6 + B sin 2 6 = A (A JB) sin s 6 = A M-(OSsw 0) 2 = A M - 8M*. 

Zieht man ferner durch P eine Parallels PT zu 2O 7 und fallt von 5, J2" die 
Lothe SY, HZ auf sie, so ist das Tragheitsmoment bez PT 

= dem Moment bez. MN + M- M Y* 
= A + M(MY- SM) (HY+ SM) 
= A + M SY HZ 
Auf dieselbe Art kann man beweisen, dass das Tragheitsmoment bez. einer die 




Yerbindungslinie von H und S schneidenden Linie PG um die Masse multiplicirt 
mit dem Product der Lothe von S und H auf PG- klenier als A ist 

Beschreibt man ddher mit S und H als Brennyunkten irgend eine Ellipse 
Oder Hyperbel, so ist das Tragheitsmoment lez. oiler Tangenten an eine dieser Cu,rven 
constant. 

Daraus folgt, dass die Tragneitsmomente bez. der Hauptaxen fur P gleicli 



A _ T> 

Denn fur a und 6 als Halbaxen der Ellipse ist a 2 & 2 = OS 9 = = und 



daher 



Die Hyperbel kann man auf ahnliche Art behandeln. 

54. Diese Schlussweise lasst sich auf Punkte ausdehnen, die in einer be- 
liebigen gegebenen Bbene liegen, die durch den Schwerpunkt des Ko"rpers geht. 
Oa;, Oy m8gen solche Axen in der gegebenen Ebene sein, dass das Deviations- 
moment bez. ihrer Null ist ( 23). Man bestimme die Punkte 8 und H wie zuvor 
derart, dass OjS 2 so-wohl als OH* dem Unterschied zwischen den Tragheitsmomenten 
fcir Ox und Oy dividirt durch die Masse gleicli sind. Man ziehe durch S eine 
Parallels Stf zur y-Axe, dann ist das Deviationsmoment bez. Sx, Stf der Summe des- 
jenigen bez. Ox, Oy und des Deviationsmoments der ganzen in concentrirten 
Masse bez. $#, Sy' gleicli. Diese letzten sind aber Null, daher ist der Schnitt 
des Tragheitsellipsoids for 8 ein Kreis und das Tragheitsmoment bez. jeder durch 
8 gehenden in der Ebene xOy liegenden Geraden dasselbe und dem fur Ox 
gleich. Man fra>rm dann zeigen, dass die Tragheitsmomente fur PH und PS 
gleich sind, dass also die Halbirungslinien PG, PT des Wmkels SPH und 
seines Nebenwinkels die Hauptdurchmesser des Schnitts des Tragheitsellipsoids fur 
P mit der gegebenen Ebene sind. Welter folgt dann, dass die Tragheitsmomente 
bez. der Tangenten an einen Kegelschnitt, der S und H zu Brennpunkten hat, die- 
selben sind. 

55. Beisp. 1. Die Tragheitsbrennpunkte einer elliptischen Scheibe zu finden. 
Die Tragheitsmomente bez. der grossen und kleinen Axe sind -j- Mb 9 und i Ma*, 
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DIP HeiBP Axe ist daher die Axe des grossten Tragheitsmoments. Die Tragheits- 
brennpunkte liegen daher in der Wcmen Axe und haben einen Abstand vom 
Mittelpunkt^T/a' b* , also die Halffce des Abstandes der geometrischen 
Brennpunkte vom Centrum. 

Beiup 2 Zwei materieUe Punkte, von denen jeder die Masse m hat, werden 
auf die Enflnunkte dor kleinen Axe einer elliptischen Scheibe von der "Masse M 
m.legt Man Siewcise, dass die Hauptaxen fur jeden Punkfc des Umfangs der Ellipse 
* * , , T m 5 c a 

dip Tangente und Normale an die Ellipse sind, vorausgesetzt, class -^ T 1 _ a 

Beisp 3 Fiir die Punkte, welche Triigheitsbrennpunkte genannt wurden, sind 
nirer der Hauptmomente gleich. Man zeige, dass im Allgemeinen die Behauptung 
nicht richtig ware, ein Punkt existire, derart, dass die Tragneitsmomente for alle 
durch ihn gtizogenen Axcn dieselben sind und suche die Bedingungen, unter 
welchen es einen solchen Punkt gibt Wenn solche Pimkte in einetn festen Kdrper 
ntrkommtn, kann man sie die Tragtdtskugelpunkto 1 ) dieses Korpers nennen. 

Man beziehe den Korper auf die Hauptaxen fiir den Schwerpunkt. P sei 
dr gesuchte Punkt, fo y, 2} seine Coordinates Da das Tragheitsellipsoid fur P 
eine Kugel Rein soil, so sind die Deviationsmomente bez. aller sich in P schneidender 
rpchtwinkliger Axen Null Daher ist, nach 13, xy = 0, yz = 0, &x = 0. Daraus 
folgt, dass zwei der drei Grossen #, y, * NuU sein mussen, dass also der Pxmkt 
in ^iner der Hauptaxen fur den Schwerpunkt liegen muss. Wir wollen sie die 
*-Axe nennen. Da die Triigheitsmomente bez. dreier durch P parallel zu den 
Coordinatenaxen gezogenen Axen A + Ms*, B + Ms* und C sind, so kfinnen sie 
nur dann gleich sein, wenn A~B und beide kleiner als C sind. Es gibt als- 
dann zwei solcher Punkte auf der Axe des nicht gleichen Tragheitsmoments, 
welche fur alle Ajcen gleiches Moment auf zmweisen haben. (Poisson, MScanique 
und Binet.) 

Beisp. 4. Die Kugelpunkte der Oberflache einer Halbkugel sind der Mittel- 
punkt und ein Punkt auf der Oberflache. Man suche auch die Kugelpunkte einer 
massiven Halbkugel. 

Nach 5, Beisp. 8 sind die Tragheitsmomente fur jede durch das Centrum 
gehende Axe dieselben Daher ist das Centrum der eine Kugelpunkt. Daraus, 
(lass der Schwerpunkt den Abstand zwischen beiden Punkten halbirt, folgt dann 
die Lage des andern. 

56. Die Anordnung der Hauptaxen. Wenn die Lage der Haupt- 
axen fur den Sdiwerpwikt und die TragJieitsmomente let. Hirer gegeben 
sind, die Lage der Hawptaxen*} und die Hauptmomente fwr jeden <mdem 
furikt P 0u finden. 

Der Korper moge auf seine Hauptaxen fur den Schwerpunkt 
bezogen werden, Ay B, G seine Hauptmomente und die Masse des 
KSrpers der Einheit gleich sein. Man construire eine mit dem reciproken 
Tragheitsellipsoid confocale Flache zweiten Grades, und die Quadrate 
ihrer Halbaxen seien a* = A. + A, J 2 =JB+A ; c s =(7+A. Wir 
wollen das Tragheitsmoment bez. einer Beruhrungsebene suchen. 

1) Dieser im Deutechen unbekannte Ausdruck word hier der Kurze wegen ge- 
braucht. 

2) Von den folgenden S5.tzen Bind einige von Lord Kelvin und Mr. Towns- 
end gleichzeitig im Mathematical Journal 1846 ver5ffentlicht worden. Ihre Be- 
weise weichen von den Her gegebenen ab. Ygl. auch Binet (Journ. de T^cole 
Polytechn. Cah. XVI p. 41, 1811). 
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(#, /J, y) seien die Stellungswinkel einer Beriihrungsebene. Das 
Tragheitsmoment bez. einer durch gehenden Parallelebene ist 

j(A + B+C) (A cos 2 a + S cos 2 /5 + C cos 2 y) . 

Das Tragheitsmoment in Bezug auf die Beruhrungsebene findet man 
durch Addition des Quadrats des lothrechten Abstandes, namlich 

(A + A) cos 2 a + (J5 + A) cos 2 ft + (C + A) cos 2 y , 
beider Ebenen gleich 



Die Tragheitsmomente in Be0ug auf alle Beruhrungsebenen an tine mil 
dem rewproken TragheitseUipsoid confocale Fldche zweiten Grades sind 



Diese Ebenen sind sammtlich Hauptebenen fur den Beriihrungspuriht. 
Denn die Beriihrungsebene, welche man parallel zu einer beliebigen 
durch den BerQhrungspunkt P gehenden Ebene gelegt hat, liegt, falls 
die confocale Flache ein Ellipsoid ist, weiter als diese Ebene vom 
Coordinatenanfang entfernt. Das Tragheitsmoment bez. einer beliebigen 
durch P gehenden Ebene ist daher kleiner als das Tragheitsmoment 
bez. einer Beriihrungsebene im Punkt P an das eonfocale Ellipsoid. 
Das heisst aber ? dass die Beriihrungsebene an das Ellipsoid die Haupt- 
ebene des grossten Moments ist. Ebenso ist die Beriihrungsebene an 
das confocale zweischalige Hyperboloid, welches durch P geht, die 
Hauptebene des Meinsten Moments. Die Hauptebene des mittieren 
Moments ist folglich die Beriihrungsebene an das confocale einschalige 
Hyperboloid. 

Durch einen gegebenen Punkt P lassen sich drei confocale Flachen 
legen; die Normalen auf diese Flachen sind die Hauptaxen fur P. 
Nach 5, Beisp. 3 ist die Hauptaxe des Jdeinsien Moments normal auf 
dem confocalen Ellipsoid und die des grossten Moments normal auf 
dem confocalen zweischaligen Hyperboloid. 

57. Das Tragheitsmoment bez. des Punktes P ist nach 14 
j(A + B + C) + OP 2 . Daher sind nach 5, Beisp. 3 die Trag- 

heitsmomente bez. der auf den drei confocalen Flachen, deren Para- 
meter jlj, Aj, Ag sind, im Punkt P senkrecht stehenden Geraden bez. 

OP 2 A!, OP 2 AS, OP 2 V 

58. Beschreibt man irgend eine andere confocale Mache und 
zieht einen Beruhnmgskegel an sie, dessen Spitze in P liegt, so sind 
die Axeu dieses Kegels bekanntlich die Normalen auf die drei confo- 
ealen Flachen im Punkt P. Dadureh erhalt man eine zweite Con- 
struction fur die durch den Punkt P gehenden Hauptaxen, 
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Wenn die confocale Flaclie ohue Ende abnimmt, bis sie sich auf 
einen Focalkegelschnitt reducirt, so sind offenbar die Hauptdurchmesser 
des Systems die Hauptdurchmesser ernes Kegels, dessen Spitze in P 
liegt und dessen Basis ein Focalkegelschnitt des reciproken Central- 
ellipsoids ist. 

Beisp Man beweiae, dass das Tragheitsmoment fur jede Erzeugende des 
Kogels, tlf^en Spitze in P liegt und der dem von P aus an das reciproke Ellip- 
soid gezogenen Beruhrungskegel r^ das namliche bleibt. Math. Tripos, 1895. 

5J). Wollen wir nur eine Flache zweiten Grades in Betracht 
ziehen, so konnen wir dazu das confocale durch P gehende Ellipsoid 
benutzen. Bekanntlich *) sind die Normalen zu den beiden andern 

I) Die folgenden Satze kann man in Biichern iiber Raumgeometrie finden, 
feie lassen sich aber auch so beweisen. 

Das confocale Ellipsoid mdge naHe bei P vorbeigehen und sicn P^iinendlicli 
aahern Die Basis des einhullenden Kegels ist schliesslicli die Indicatrix und da 
dcr Kegel zuletzt zur Beruhningsebene wird, so ist eine seiner Asen schHesslich 
penkrecht auf der Ebene der Indicatrix. In jedem Kegel sind nun zwei ^seiner 
Asen den Hauptdurchmesaern eines beliebigen senkrecht zur dritten Axe gefuhrten 
Schnittes parallel Daher sind die Axen des einhullenden Kegels die Normale 
zur Flache und zwei den Hauptdurchmessern der Indicatrix parallele Linien 
Alle parallelen Schnitte eines EUipsoids sind aber ahnJicli und &,hnlich gelegen,- 
die Hauptdurchmesser der Indicatrix sind daher den Hauptdurchmessern des 
Mittelpunktschnittes parallel, welcher paraUel zur Berutoingsebene im Punkt P 
gefuhrt wird. 

Um die Hauptmomente zu finden, kann man auf folgende Art verfahren. 
Zieht man eine Beruhrungsebene an das Ellipsoid, welche senkrecht auf einezn 




Radiusvector Qg dee 211 OP conjugirten DiametralBchnittes steht, so Hegen der Be- 
rfihrungspunkt 2 1 , OQ und OP in einer Ebene, wenn OQ eine Axe des Schnittes 
iflt. Denn legt man durch T einen der Diametralebene parallelen Schnitt, ist 
(7 sein Centrum und &Y' ein von O auf die in T beruhrende Tangentialebene 
gefailtes Loth, so liegen Oft O'T und OP in einer Ebene. Man betrachte nun 
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confocalen Flachen Tangenten an die Krlimmungscurven des Ellipsoids 
und den Hauptdurchmessern des parallel zur Beriihrungsebene in P 
durch den Mittelpunkt gefuhrten Schnittes parallel. Sind D 1; D 2 diese 
Haupthalbmesser, so ist bekanntlich 

A 2 = A 1 -A 2 ; A 3 = A 1 -A 2 - 
Legen wir daher durch ixgend einen Punkt P die Flaehe zweiten Grades 



A + i B + I'T c+l~' 

und sind die Coordinatenaxen die Hauptaxen fiir den Sehwerpunkt, 
dann sind die Hauptaxen fur P die Normale an diese Flache zweiten 
Grades und zwei Gerade, welche den Axen des durch den Mittelpunkt 
parallel mit der Beruhrungsebene bn Punkt P gefuhrten Schnittes 
parallel sind. Ferner sind ; wenn diese Axen mit 2^ und 2D Z be- 
zeichnet werden, die Hauptmomente fiir P 

OP 2 A, OP 2 A + A 2 ; OP 2 A + 2 2 . 

Beisp. Wenn z-wei Ktfrper denselben Schwerpunkt, dieselben Hauptaxen fur 
den Schwerpunkt haben und wenn die Differenzen tfirer Hauptmomente bez. einander 
gleich swd, so haben diese KQrper dieselben Hauptaxen fdr alle Punkte. 

60. Die Bedingung daffir, dass eine Gerade eine Hauptaxe ist. 

Wenn die Coordinatenaxen die Hauptaxen fur dm Schwerpunkt sind, 
einen Ausdruck fiir die Bedingung &u finden, unter welclier eine gegebene 
Gerade fur einen auf ihr liegenden Punkt eine Hauptaxe ist und diesen 
Punkt #u finden. 

Sind die Grleichungen der gegebenen Geraden 



dann muss sie in dem Puntt ? in welchem die Gerade eine Hauptaxe 
ist, auf einer Flache zweiten Grades 



senkrecht stehen. 



den Schnitt, dessen Centrum 0' ist; O'Y' steht senkrecht auf der Tangente, 
welche die Ellipse in T beriihrt. <7T', O 'T fallen daher nur dann zusammen, 
wenn (7Z' die Bichtung einer Axe der Ellipse hat. Der Sehnitt ist aber dem 
Diametralschnitt ahnlich, dem er parallel gezogen ist. OQ ist mithin eine Axe 
des Diametralschnitts. 

PE sei eine durch P parallel OQ gezogene Gerade, welche die in T be- 
rtihrende Ebene in JB trifffc. Dann sind JBP, ET zvei auf einander senkredite 
Tangenten an die Ellipse PQT. Mithin ist 

OB*= der Summe der Quadrate der Halbaxen der Ellipse ^ OP*+ OQ S , 

well OP, OQ conjugirte Durchmesser sind. 

Dae Tragheitsmoment bez. PB, eines Lothes auf eine Berfjhrrmgsebene, isfc, 
wie oben gezeigt wurde 7 OJK* Aj es ist daher das Tragheitsmoment bez. einer 
Geraden, welche durch P parallel znr Axe OQ gezogen wird, OP* + OQ* L 
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Combinirt man die Gleichung der Normalen zu der Flache (2) mil 
(1), so erhalt man 



Diesen sechs Gleichungen mussen dieselben Werthe yon # ? y, *, A 

p genflgen. Setzt man die Werthe yon 0, jfr * aus (3) in (1) em ? so 

findet man 



und durch Gleichsetzung der aus diesen Gleichungen sich ergebenden 
Werthe von p 




Dies ist offenbar nur eine Gleichung und stellt die gesuehte Be- 
dingung dar, unter welcher die Gerade ftr einen auf ihr Hegenden 
Punkt eine Hauptaxe ist. 

Substituirt man die Ausdrucke fur 0, y, & aus (3) in (2), so er- 
halt man die Gleichung 



welche nur einen Werth fur Z Kefert Hat man die Werthe yon * 
und ft gefunden, so bestimmen die Gleichungen (3) die Coordinaten 
x 9 y> des Punktes, fur welchen die Gerade eine Hauptaxe ist. 

Die geometrische Bedeutung dieser Bedingung kann man durch folgende 
von Towns end im Mathematical Journal entwickelte Betrachtungen finden. Die 
Normale und die Beriilirungsebeiie in jedem Punkt einer Flache zweiten Grades 
treffen irgend eine Hauptebene in einem Punkt und einer Geraden, welche der 
Pol und die Polare in Bezug auf den in dieser Ebene liegenden Pocalkegel- 
flchnitt aind. Um daher zu finden, ob irgend eine angenommene Gerade eine 
Hauptaxe ist oder nicht, lege man eine Ebene senkrecht zur Geraden und ver- 
langere die Ebene sowohl vie die Gerade, bis sie irgend eine Hauptebene fur den 
Scbwerpunkt treffen, Ist die Durchschnittalinie der Ebene parallel zu der Polarlioie 
des Durchachnittspunkts der Geraden in Bezug auf den Focalkegelschnitt, so 
ist die Gerade eine Hauptaxe, sonst nicht. Den Punkt ferner, fiir welchen sie 
eine Hauptaxe ist, findet man, indem man durch die Polarlinie eine Ebene senk- 
recht zur Geraden legt, Der Durchschnittspunkt ist der gesuehte Punkt 

Die analytische Bedingung (4) ist eben der Ausdruck dafur, dass die Polar- 
linie dem Schnitt der Ebene parallel ist. 

01. Beisp. 1. Man zeige, dass die Gerade a (x a) =* I (y V) c($ c) 
fur einen auf ihr liegenden Puikt eine Hauptaxe eines Ellipsoids ist, dessen Halb- 
axen abc sind. 

Beisp* 2. Kan zeige, dass irgend eine auf einer Lamelle gezogene Gerade 
eine Hauptaxe dieeer Lamelle fur irgend einen Punkt ist. Wo Hegt dieser Punkt, 
wean die Gerade durch den Schwerpunkt geht? 

IE U Z 

Beisp. 3, Ist eine Ebene -f^ + T-"" 1 ^ gegeben, so gibt es immer 
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einen auf ihr liegenden Punkt, fur welehen sie eine Hauptebene ist. Auch ist dieser 
Punkt der Durchschnittspunkt mit der G-eraden fx A gy B hz C. 

Beisp. 4 Sind zwei Punkte P, Q so gelegen, dass eine Hauptaxe fur P eine 
Hauptaxe fir Q schneidet und legt man dann zwei Ebenen durch P und Q senk- 
recht zu diesen Hauptaxen, so ist ihre Durchschnittslinie eine Hauptaxe fiir den 
Punkt, in dem sie von der Ebene getroffen wird, welche die Hauptaxen fur P und 
Q enthalt. (Towns end.) 

Denn die Hauptaxen fur P, Q mQgen eine Hauptebene fiir den Schwerpunkt 
m & & di e beiden senkrechten Ebenen dieselbe Hauptebene in den Linien LN, 
MN treffen. Die senkrechten Ebenen m5gen sich ferner in EN schneiden. EN 
steht dann senkrecht auf der Ebene, welche die Punkte P, Q, p, q enthalt. Da 
nun die Polarlinien fur p und % die Geraden LN, MN sind, so folgt, dass pq 
die Polare des Punktes N ist. Die Gerade EN genfigt also dem Kriterium des 
letzten Paragraphen. 

Beisp. 5. Wenn P irgend ein Punkt in einer Hauptebene des Schwerpunkts 
ist, dann liegt jede Ase, die durch P geht und fur irgend einen Punkt eine 
Hauptaxe ist, in einer von zwei zu einander senkrechten Ebenen. Die eine dieser 
Ebenen ist die Hauptebene des Sehwerpunkts und die andre 3teht senkrecht auf 
der Polarlinie von P in Bezug auf den Focalkegelschnitt. Auch ist der Ort aller 
Punkte Q, far welche QP eine Hauptaxe ist, ein durch P gehender Kreis, dessen 
Mittelpunkt in der Hauptebene liegt. (Town send.) 

Beisp. 6. Die Euckkehrcurve der abwickelbaren Flache, welche die Enveloppe 
der Ebenen ist, die normal zu einer Krummungslinie auf einer confocalen Flache 
zweiten Grades gezogen werden, ist eine Curve solcher Art, dass alle ihre Tan- 
genten Hauptaxen for irgend einen in ihnen gelegenen Punkt sind 

62. Der Ort gleicher Momente. Den Ort der Punkte zu finden, 
fiir welche zwti HaupUragTieitsmomente einander gleich sind. 
Die Hauptmomente fiir einen Punkt P sind 



Setzt man J x = J^, so wird D x = 0; der Punkt P liegt daher auf dem 
elliptischen Focalkegelschnitt des reciproken Tragheitsellipsoids. 

Setzt man J^=/ 3 , so ist D t D 2 5 -P is* also ein Nabelpunkt 
eines mit dem reciproken Tragheitsellipsoid confocalen Ellipsoids. Der 
Ort dieser Nabelpunkte ist der hyperbolische Focalkegelschnitt. 

Im ersten FaJl ist A = G und D 2 der zu OP conjugirte Halb- 
messer des Focalkegelschnitts. Daher ist -D 2 2 + OP 2 = der Summe 
der Quadrate der Halbaxen =^L C-f-JB C. Die drei Haupt- 
momente sind daher 1^ = 1%= OP 2 +C, J 3 =J. + 5 C und die 
Axe des nicht gleichen Moments ist eine Taaigente an den Focal- 
kegelschnitt. 

Der zweite Fall kann in derselben Weise behandelt werden, wenn 
man ein confocales Hyperboloid benutzt. Man erhalt ^=I 8 = I^+JB, 
J^ = A + C S und die Axe des tmgleichen Moments ist eine Tan- 
gente an den Focalkegelschnitt. 

Man kommt zru denselben Resultaten, wenn man die 57 und 58 combinirt. 
Der Eegel, welcher das reciproke Tr&gheitsellipsoid einhiillt und dessen Spitze in 
P liegt, muss nach diesen Paaragraphen ein gerader Kegel sein, wenn zwei Haupt- 
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Hurnimb. fiir .len Puakt J> emander gleich sind. Aus der RaumgeometeLe ist 
ater bekannt. Oa*. 'lies nur der Pall ist, Tram seme Spitee anf einem Focai- 
keBPlKhnitt liejft Die ragleiche Ase ist dam eine Tangente an diesen Kegel- 
s-chnitt. 

<53. Die Curv&i anf finer confocalen Fldclie sweiten Grades zu 
frtiflrn, fiir icelclie eix Tmglieitsmoment einer gegelenen Orosse I gleich ist. 

Erste**. Das Tragheitsmoment bez. einer Geraden, die senkrecht 
auf der confocalen FlSche zweiten Grades steht, ist OP 2 L Bleibt 
PS constant, so ist OP constant und die gesuchte Curve ist der Schnitt 
dieser Flache zweiten Grades mit einer concentrischen Kugel. Eine solche 
Curve ist ein spharischer Kegelschnitt. 

Zweitens. Betrachten wir die Punkte, fur welche das Traglieits- 
moment bez. einer Tangente constant ist. 

Man construire irgend zwei confocale Flaclien, deren grosste Halb- 
axen a. und a' sind, und ziehe irgend zwei Beruhrungsebenen an sie, 
die sich rechtwinklig sclineiden. Das Traglieitsmoment bez. ihrer Durcli- 
selmittslinie ist die Summe der Tragheitsmomente bez. der beiden Ebenen 
und daher 



Die TragMtsmomente beta, der Durclischnittslinien aufeinander senkrechter 
Ebenen, wekhe dieselben confocalen FlacJwn beruhren, sind also einander 

gleich. 

Sind a, a', a" die grossten Halbaxen der drei confocalen Flachen, 
welehe sich im Punkt P treffen, dami ist ; da confocale Flachen sich 
rechtwinklig schneiden, das Tragheitsmoment bez. einer Tangente an 
die Durchschnittslinie der confocalen Flachen a', a" 
I i== B+CA + a'*+a"*. ' 

Die Durchschnittsliiiie dieser beiden confocalen Flachen ist fiir jede 
von ihnen eine Exiimmungslinie. Die TragJieitsmomente bets, der Tangenten 
an irgend eine Ertimmungslinie sind daher einander gleich und diese 
Tangenten sind Hauptaxen fwr den Berukrungspunkt. 

An die Flache zweiten Grades a ziehe eine Tangente PT, welche 
mit den Tangenten an die Kriimmungslinien fiir den Beruhrungspuukt 

P die Winkel tp und jt <p macht. Sind 1%, I s die Momente bez. 
der Tangenten an diese Krummungslinien, so ist das Tragheitsmoment 
bez. der Tangente PT 



cos 2 



+ a 2 ) cos 2 9 + <>*+ a' 2 ) sin>. 

Langs einer geodatischen Linie auf "der Flache zweiten Grades a ist 
aber a' 2 sin 2 y> + " a cos 2 y constant. Die TragJieitsmomente be#. der 
Tangenten an irgend eine geodatische Linie der Flache tsweiten Grades 
$ind dafwr einander gleich. 
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64. Beisp. 1. Wenn eine Gerade irgend zwei confocale Flachen beruhrt, 
deren grflsste Halbaxen a, a' sind, so ist das Tragheitsmoment bez. ihrer 
C A + a* + a'*. 



Beisp. 2 Wenn ein K5rper auf seine Hauptaxen fur den Sehwerpunkt be- 
zogen wird, zu zeigen, wie die Coordinaten des Punktes P gefunden werden, fur 
welchen die drei Hauptmomente den drei gegebenen Grossen J x , J 2 , J s gleich sind, 
Jullien, Problemes de M^c. n. Cap. V, 4. 

Die elHptischen Coordinaten von Psind offenbara 2 = \ (Ij+Z, jr _2J C+A) 
etc ; die Coordinaten (as, y, z) kann man dann mit Hiffe der Fonneln Dr Sal- 
mon's (Anal. Geom. des Baums, I, 160) finden 



rc) etc - 

Beisp. 3. Berunren zwei aufeinander senkrechte Ebenen zwei confocale 
Flachen mit den grSssten Halbasen a, a' und sind a, a' die "Werthe yon a, a' for 
confocale Flachen, welche die Durchschnittslinie der Ebenen berflhren, dann ist 

a*-f a'*=a 2 +a' 2 und dasDeviationsmoment bez. der beiden Ebenen (aV* a 2 a' s ) 

65. Die Flache gleichen Moments. Der Ort aller Punkte, fiir 
welche eines der Haupttragheitsmomente des Korpers einer gegebenen 
Grosse gleich ist, wird eine Flacfie gldcken Moments genannt. 

Um die Gleichung einer solchen Flache zu finden, braucht man 
nur J = Const, zu setzen; man erhalt dann A = r 2 I. Durch Sub- 
stitution in die Gleichung der confocalen Flache zweiten Grades wird 
die Gleichung der Flache 



J5 



i 



Durch irgend einen Punkt P auf einer Flache gleichen Moments 
lege man eine confocale Flache zweiten Grades derart, dass die Hauptaxe 
eine Krflmmungslinie der Flache zweiten Grades beruhrt. Nach 63 
ist einer der Schnitte der Flache gleichen Moments mit dieser Flache 
zweiten Grades die Krummungslinie. Mithin ist die Hauptaze fiir P, 
bez. welcher das Tragheitsmoment I ist, eine Tangente an die Flache 
gleichen Moments. 

Man construire ferner die confocale Flache zweiten Grades, welche 
durch P geht, derart, dass die Hauptaxe in P normal steht, dann ist 
einer der Schnitte der Flache gleichen Moments mit dieser Flache 
zweiten Grades der durch P gehende spharische Kegelschnitt. Da die 
Normale auf der Flache zweiten Grades die Hauptaxe ist, so bertihrt 
sie, wie eben gezeigt wurde, die Flaehe gleichen Moments. Die Be- 
rttbxungsebene an die Flache gleichen Moments ist daher die Ebene, 
welche die auf der Flache zweiten Grades senkrechte Gerade und die 
Tangente an den spharischen Kegelschnitt enthalt. 

Um ein Loth rom Mttelpunkt auf diese Benihrungsebene zu 
fallen, konnen wir das gewohnliche geometrische Verfahren einschlagen. 
PP' sei eine Tangente an den spharischen Kegelsehnitt; von falle 
ein Loth auf PP', dies ist dann der Eadiusvector OP, weil PP eine 
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Tamrente an die Kugel ist. In der Benihrungsebene ziehe eine Linie 
von P aus senkrecht zu PP', sie ist dann die Normale PQ der 
Flache zweiten Grades. Von falle das Loth 06 auf diese Normale, 
steht dann senkrecht auf der Beriihrungsebene. Daraus ergibt sich 
die folgende Construction: 

Ist P irgend ein PunJct auf einer Flaclie gleichen Moments, deren 
Parameter I ist und OQ ein Loth wm Mittelpuntt auf die BemlimnffS- 
etene, so ist PQ die Sauptaxe fur P, best, welclier das Tragheits- 
monient I ist. 

Die Flache gleichen Moments wird eine Fresnel'sche Wellenflache, 
wenn I grosser als das grosste Haupttragheitsmoment fur den Schwer- 
punkt ist. Die aUgemeine Form dieser Flache ist zu bekannt, als dass wir 
nothig batten, hier naher auf sie einsugehen. Sie besteht aus zwei 
Schalen, welehe eine concentrische Kugel und ein Eotationsellipsoid 
werclen/ wenn zwei der Hauptmomente fur den Schwerpunkt gleich 
sind. \Tenti die Hauptmomente ungleich sind, so hat die Flache zwei 
Arten Ton Singularitaten. 

(1) Die beiden Schalen schneiden sich in einem Punkt P in der 
Ebene der grossten und Heinsten Momente. Im Punkt P gibt es einen 
Bertthrungskegel an die FlSche. Zieht man eine Beriihrungsebene an 
diesen Kegel und rom Schwerpunkt ein Loth PQ auf diese Be- 
rtihrungsebene ? so ist PQ eine Hauptase ftir P. Es gibt daher un- 
^ndlich viele Hauptasen fur P, da sich unendlich viele Beriihrungs- 
ebenen an den Kegel legen lassen. Fur irgend einen gegebenen Punkt 
existiren aber nicht mehr als drei Hauptaxen, es sei denn, dass zwei 
Jer Hauptaxen gleich waren, in welchem Fall der Ort der Hauptaxen 
eine Ebene ist. Der Punkt P liegt daher auf einem Focalkegelschnitt 
und der Ort aller Linien PQ ist eine auf dem Eegelschnitt normale 
Ebene. Der Punkt Q liegt auf einer Kugel vom Durchmesser OP, der 
Ort der Punkte Q ist mithin ein Kreis. 

(2) Die beiden Schalen haben eine gemeinsame Beruhjungsebene, 
welehe die Flache langs einer Kurre beruhrt. Diese Kurve ist ein 
Kreis, dessen Ebene senkrecht auf der Ebene der grossten und Heinsten 
Momente steht Fallt man von ein Loth OP' auf die Ebene des 
Kreises, so ist P' ein Punkt auf ihm. Ist R ein beliebiger zweiter 
Punkt auf dem Kreis, so ist EP f die Hauptaxe fur It. Es gibt mithin 
einen kreisformigen Eing von Punkten, fur welehe die Hauptaxe durch 
denselben Punkt geht und die Tragheitsmomente bez. dieser Hauptaxen 
gleich sind. 

Man kann die Gleichung der Flache gleichen Moments auch dazu 
benutzen, die drei Hauptmomente fiir irgend einen Punkt mit den 
Coordinaten (x 9 y, 0) zu ermitteln. Schaffen wir aus der Grleichung 
die Bruche weg ? so erhalten wir fur Jeine cubische Gleichung, deren 
Wurzeln die drei Hauptmomente liefern. 
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Soil man z. B. den Ort aller Punkte finden, fur welche irgend 
eine symmetrische Function der drei Hauptmomente einer gegebenen 
Grrosse gleich ist ; so kann man diese symmetrische Function durch die 
Coefficienten der cubiscten Gleicliung auf die gewohrdiche Art aus- 
driicken. Man erhalt damit die Gleichung des Orts. 

Beisp. 1. Wenn eine Flaclae gleichen Moments eine mit dem reciproken 
Centralellipsoid confocale Flache zweiten G-rades schneidet, so sind die Schnitt- 
linien ein spharischer Kegelschnitt und eine Krummungshnie. Wenn aber die PlEche 
zweiten Grades ein Ellipsoid ist, so konnen beide zugleich nicht reell sein, 

Denn neHmen wir an, die Flache schneide das Ellipsoid in beiden Kurren 
und P sei ein Punkt auf der Elrammungslinie, P* ein solcher auf dem spharischen 
Kegelschnitt, dann ist, nach 59, OJ 2 + D 1 2 = OP'*, welches kleiner als J. + 7. 
ist. BBiBtaberOJ^+D^+D,* -A+B+a+Si, alsoD 2 2 >B+0+2^>J.+2^ 
Mithin miisste D 8 grosser als der grSsste Eadiusvector des Ellipsoids sein, welches 
unmtJglicli ist. 

Beisp. 2. Man suche den Ort aller Punkte eines Kfirpers, fur welche 

(1) die Summe der Hauptmomente einer gegebenen Grosse I gleichkommt : 

(2) die Summe der drei Products der Hauptmomente, wean man je zwei 
als Factoren zusammenstellt, gleich J 2 ist; 

(3) das Product der Hauptmomente J 3 gleichkommt. 
Die Resultate sind 

(1) eine Kugel vom Radius 



I/IE 



-- T^2 , 18 , 
(2) die Flache 
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(3) die Flache 

A B'C' - A'y*z* - B'z*x* - 0'aV - ******* *=** 
worin A' = A + y a + z* und #, C' "ahnliche Ausdriicke sind. 



Kapitel II. 
Das D'Alemlbert'sche Princip etc. 

66. Die Principien, nach welchen sich die Bewegung ernes ein- 
zelnen materieilen Punktes, an dem gegebene Krafte angreifen, be- 
stimmen lasst, findet man in jedem Buch, das die Dynamik der 
materieilen Punkte behandelt. Sie heissen die drei Bewegungsgesetze. 
Es wird gezeigt, dass ; wenn (x, y> e) die Coordinaten des Massenpunktes 
zur Zeit t, bezogen auf drei im Eaum festliegende rechtwintlige Axen, 
m seine Masse und X, Y } Z die Componenten der Kraffce parallel den 
Axen sind, die Bewegung durch. Auflosung der Simultangleicliiingen 

d*x v d*y v ^d** 
m d? = X > m W =Y > m W = Z 

gefunden werden kann. 

Betrachten wir einen starren Korper als eine Sammlung materieller 
Punkte, die durch unveranderlicLe Bezdehungen miteinander verbunden 
sind, so lassen sich die Gleichungen fiir die yerschiedenen Punkte nach 
den eben erwahnten Principien niederschreiben. Die an jedem Punkt 
wirkenden Erafte sind jedoch nicht mehr bekannt, da sie zum Theil 
von der gegenseitigen Einwirkung der Punkte aufeinander hervorgerufen 
werden. 

Wir setzen voraus, (1) die Wirkung zweier Massenpunkte auf- 
einander geschehe langs ihrer Verbindungsliiiie und (2) die Wirkung 
uBd Ctegenwirkung zwischen beiden seien gleich und entgegengesetzt. 
Sind n materielle Punkte vorhanden, so ergeben sich Sn Gleichungen 
und, wie aus der Statik bekannt ist 7 Sn Q unbekannte Eeactionen. 
Um die Bewegung zu ennitteln, miissen diese unbekannten Ghrossen 
eliminirt werden. Wir erhalten so schliesslich seehs Gleichungen und 
diese reichen, wie wir sogleich sehen werden, zur Bestimmung der Be- 
wegung des Kdrpers hin. 

Wann rerschiedene starre Korper gegenseitig auf einander ein- 
wirken ? so wird das Problem noch complicirter. Doch btauchen wir 
weder auf diesen noch auf den vorigen Fall naher einzugehen, daD'Alem- 
berfe eine Methode geftmden hat ; nach welcher man aJle nothigen 
Gleichungen erhalt ; ohne nothig zu haben, die Bewegungsgleichung0n 
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der verschiedenen Massenpunkte aufzustellen und ohne eine andre An- 
naiune iiber die Natur der gegenseitigen Einwirkungen zu machen als 
die folgende, welche man als eine naturliche Folge der Bewegungs- 
gesetze ansehen kann: 

Die inneren WirJcmigen und GegemcirJcungen eines Systems starrer 
sicli lewegender Kdrper halten sick gegens&itig das Gleichgeiridit 

% 67. Erklarung des D'Alemlerfschen Princips. Bei der Anwendung 
dieses Princips wird mit Vortheil der Ausdruck Effectivlzraft gebraucht, 
der sich so definiren lasst. 

Wenn ein materieller Punkt als Theil eines stanren Korpers sich 
bewegt, so stelit er unter der Einwirkung von ausseren gegebenen 
Kraften und der Molukularreactionen der iibrigen materiellen Punkte. 
Denken wir uns diesen Punkt von dem Rest des Korpers getrennt und 
alle diese Krafte entfernt, so existirt eine einzelne Eraffc, welche ihm 
unter denselben Anfangsbedingungen die namliche Bewegung ertheilen 
wfirde ; die er zuvor hatte. Diese Kraft heisst die Effectivkraft des 
Punktes. Sie ist oflfenbar die Resultante der auf den Punkt wirkenden 
gegebenen und Molekularki-affce. 

Ist m die Masse des Punktes, (#, y y 0) seine Coordinaten bez. fest- 
liegender reehtwinkliger Asen zur Zeit t y so sind seine Beschleunigungen 

-rS, -^M, jp- Wird nun die Resultante dieser letzteren nut f be- 

zeiclinet, so wird, wie in der Dynamik der Massenpunkte gezeigt wird, 
die Effectivkraft durch mf gemessen. 

Bezeicknet man mit F die Resultante der gegebenen, mit E die 
Resultante der Molekularkraffce, die an dem Punkt angreifen, so ist mf 
die Resultante von F und R. Wird nun mf im entgegengesetzten 
Sinn genommen, so halten sich F, B und mf das Gleichgewicht. 

Dasselbe gilt far jeden materiellen Punkt eines jeden Korpers des 
Systems. Auf diese Art erhalt man eine Gruppe von Kraften von der- 
selben Art wie B, eine zweite Gruppe von solchen, die mit F und 
eine dritte von solchen, die mit mf gleichartig sind. Diese drei Gruppen 
bilden ein im Gleichgewicht befindliches Kraftesystem. Nach dem 
D'Alembert'schen Princip halt sich nun das Kraftesystem der Gruppe B 
fiir sich allein das Gleichgewicht. Daraus folgt, dass die Gruppe F im 
Gleichgewicht mit der Gruppe mf ist. 

Wenn daher Srafte an jedem Punkt des Systems angebracht werden, 
welche den EffectivJcraften gl&ich sind, aber in entgegwigesetzter Bichtung 
wirken, so Jialten diese den gegebenen Kraften, G-leichgewicht. 

ICt Bulfe dieses Princips reducirt sich die Losung eines dynaonischen 
auf diejenige eines statischen Problems. Das Verfahren ist folgender- 
massen. Zuerst wahlt maa geeignete Grossen, mittelst welcher die Lage 
des Systems im Raum bestiromt werden kann. Dann drtiekt man die 
an jedem Element wirkenden Effectivkraffce durch diese GrSssen aus. 
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Diese im umgekehrfen Sinn genommen, sind mit den gegebenen Kraften 
im Gleichgewicht. Schliesslich lassen sick die Bewegungsgleichungen 
fllr ieden starren Korper aufstellen, indem man die Componenten nach 
cirri' Richtungen und die Momente bez. dreier Geraden bildet, wie es in 
cler Statik gewohnlich geschieht. 

* OS Vor der Veruffentlicliiing des D'Alembert'schen Princips 1st eine grosse 
\nzahl (imamiscbpr Probleme gelb'st worden. Man findet sie in den alteren Jahr- 
"lingen der Memoiren von St. Petersburg, Berlin und Paris, in den Werken von 
Johann Bernoulli und den Opwcula von Euler. Sie erfordern meistens die Be- 
-.timmunir der Bewngungen verschiedener Korper, die unter demEinfluss derSchwere 
wtehpn od<T mehtuml einandcr zihi oder stossen mit Hulfe von Faden oderHebeln, 
an welchen sif brtfestigt dim! oder langs welcher sie gleiten konnen und welche, 
nsu'hdem ibnen am Anfang ein gewisser Anstoss gegeben ist, sich damn selbst iiber- 
lapsen orlur gezwungen werden sich auf gegebenen Linien oderFlachen zu bewegen 

Das Postulat von Huygbens: ,,Gewichte, welche durch die Schwerkraffc in 
Bewegung ^e^etzt werden, kOnnen sich nicht so bewegen, class ihr gemeinsamer 
Schwerpunkt sich fiber den Ort erhebt, von welchem er gefallen ist", war all- 
cpmoiu ^inph der zur Losung dienenden Pnncipien; dazu bedurffce man aber 
iramer noch anderer PrinciiJien und es war viel Scharfsinn und Geschicklichkeit 
nothig, urn in jedem Fall das passende zu entdecken. Solche Probleme waren 
eino Zeit lang eine Art von Kraffcprobe filr die Mathematiker Der von D'Alem- 
bert 1742 in einem Memoire der Pariser Akademie vorgelegte und in seinem 
Trcnti (k inecamque (H^'me partie, Chap. T) 1743 vollstandig begrundete Satz 
inachte dieser Art von Tumieren em Ende, indeni er eine directe und allgemeine 
Mrthode bot T jedes denkbare Problem zu losen oder wenigstens in G-leichungen 
zu bringon. Die meehanischen Schwierigkeiten wurden auf diese Weise auf rein 
mathematischo reducirt. Siehe Montucla Vol IH p. 615 oder Whewell's History 
of the Inductive Sciences 

D'Alembert sagt wortiich: ,,Soient A., B, C, etc. les corps, qui composent 
L systeuif* et supposons qu'on leur ait imprime les mouvements a, ft, c, etc. q,u'ils 
soient forces, a, cause cle leur action mutuelle, cle changer dans les mouvemens 

a. >, c, oto. II est clair qu'on peut regarder le mouvement a imprime' au corps A 
comme compose du mouvement a, qui'l a pris, et d'un autre mouvement a; qu'on 
peut de meme regarder les mouvemens 6, c etc. com me composes des mouvemens 
k, ft <-S y; e ^ c d' ou ^ s'ensuit que le mouvement des corps A, JB, (7, etc. entr'eux 
aurait ete le meme, si au lieu de leur donner les impulsions a, b, c, on leur eut 
donne* ii-la-fois les doubles impulsions a, a; b, (?; etc Or par la supposition les 
corps A, J?, C\ etc. ont pris d'eux-memes les mouvemens a, b, c, etc. done les 
mouvemens a, p, y, etc. rloivent Stre tels qu'ils ne d^rangent rien dans les mou- 
vements a, b, c, etc. c'est-& dire que si les corps n'avoient re^u que les mouve- 
mens a, (J, y, etc. ees mouvemene auraient dU se de'truire mutuellement et le 
flyfltSme demeurer en re'pos De la resulte le principe suivant pour trouver le 
mouvement de plusieurs corps qui agissent les uns sur les autres. Decomposez 
lee mouyemens , &, c, etc. imprimis a chaque corps, chacun en deux autres a, a; 

b, 0; c, 'y; etc. qui soient tels que si Ton n'eut imprime' aux corps que les mou- 
vemens a, b, c, etc. ils eussent pu conserver les mouvemens sans se nuire re'cipro- 
qnement; et que ai on ne leur etit imprim^ que les mouvemens a, |3, y, etc. le 
systSme fiit dimeur^ en repos; il est clair que a, b, c, etc. seront les mouvemens 
qua ce corps prendront en vertu de leur action. Ce qu'il fallait trouver." 

69. Ueber das D'Alembert'sehe Princip macht Sir Gr. Airy 
folgende Bemerkungen: 
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,,Ich habe verschiedene Erklitrungcn bez Besprechungen dieses Patzos <*P- 
sehen, die mir fehlerhaft zu sem scheinen. DPT Satz an sich ist weder ein neues 
physikalisches Princip noch ein Zusatz zu schon existirenden physikalischen Piin- 
cipien; er ist eine passende Combination mechanischer Erwagungen, welche in 
eineni gedrangten Yerfahren von grosser Eleganz zum Ausdruek kommen. 

Der nicht ausgesprochene Gedanke, der die ganze Untersuchung beherrseht, 
ist dieser: Man kann Rich jede Menge von Materie in irgend einer zusammen- 
gesetzten mechanisclien Combination so vorstellen, als enthielte sie zwei verschic- 
dene Eigenschaften: erstens die des Zusammenhanges in sich selbst, der Empfang- 
lichkeit for Druckkraft und des Zusammenhangs mit anderen solchen Mengen, aber 
nicht der Tragheit und nicht der Empfanglichkeit fur Annalime von Bewegungs- 
grosse zweitena der discreten Molekiile der Materie, die duich das Connexions- 
gerast an ihrer Stelle geh alien werden, fur von aussen mitgetheilte Bewegungs- 
grosse empfanglich sind und Tragheit besitzen. Die Yereimgung erzeugt ein 
imponderables Geriist, welches ponderable materielle Punkte tragt. 

Die Action ausserer bewegender Krafte auf irgend einen materiellen Punkt 
sucht nun eine gewisse Beschleunigung dieses Punktes hei-vorzubringen, hat aber 
im Allgemeinen ihre voile Wirkung nicht Was verhindert sie daran? Es ist der 
Druck des G-erustes, -welcher durch die Differenz zwischen der gegebenen be- 
wegenden Kraft und der Effectivkraffc gemessen vdrd. So hat jeder Theil des Ge- 
rustes eine Dnickkraffc auszuhalten, die von dies em Unterschied abhangt. Das 
ganze mechanische System, wie complicirt es auch sei, kann man nun als ein 
System von Gerusten auffassen, von denen jedes Drucklsraffcen unterliegt und in 
Folge ihrer Combination jedes den anderen Krafte mittheilt 

Welche Bewegungsgesetze gehen nun aus diesem Zusanunenhang hervor? 
Die Krafte sind Druckkraffce, die auf imponderable Geruste wirken und sie mussen 
sich den Gesetzen des statischen Gleichgewichts entaprechend das Gleichgewicht 
halten. Denn sonst musste eine augenblickliche Yeranderung in der voraus- 
gesetzten Bewegung vor sich gehen und diese Yeranderung ware von einer 
momentanen Aenderung der effectiven Kraft der Molekiile begleitet, welche einen 
dem Gleichgewicht entsprechenden anderen Druck hervorbringen wurde. (Man be- 
merke, dass nicht die BewegtmgsgrOsse, sondern die bewegende Kraft momentan 
geandert werden kann.) 

Wir kommen so zu dem Schluss, dass die Summe aller Unterschiede zwischen 
der an jedem Molekiil angreifenden bewegenden Kraft und der thatsSchlichen 
effectiven Kraffc durch den ganzen Bau hindurch sich statisch das Gleichgewicht 
halten muss. Fasst man daher die sammtlichen gegehenen bewegenden Krafte in 
eine Gruppe und die Effectivkrafte iu eine andre zusammen, so kommt man zu 
dem Resultat, dass die gegebenen bewegenden Krafte durch den ganzen Bau hin- 
durch den Effecti vkraften das Gleichgewicht halten. So wird das D'Alembert'sche 
Princip gewQhnlich ansgesprochen. 

70. Beispiel zu D'Alembert's Princip, Ein nicU schwerer Stab 
OAB Jcann sich in einer verticalen Ebene frei urn ein glattes festes 
Schwnier lei drehen. Zwei schwere PmTcte, deren Massen m und wf 
sind, werden an dem Stab lei A und B angebracld nnd scJiwingen mit 
thm. Man soU die 'Bewegung finden. 

Die SchwiiigTiiigsbeTvegiiiig eines einzelnen materiellen Pimktes 
wird in der Elementardyaiamik behandelt. Es wird dort nachgewiesen, 
dass die Zeitdauer einer kleinen Schwingung der Quadratwnrzel aus 
dem Radius des besckriebenen Kreises proportional ist. In unserm 
Problem haben wir zwei materielle Punkte, die Kreisbogen yon ver- 



fi6 
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sehiedenen Radien in derselben Zeit beschreiben. Jeder Punkt muss 
daher die Bewegung des andern beeinflussen. Der Punkt mit dem 
kiirzeren Radius beschleunigt die Bewegung des andern und wird selbst 
durch die langsamere Bewegung des letzteren verzogert. Wir haben 
die resultirende Bewegung zu finden. 

Durch das D'Alembert'sche Princip sind wir in den Stand gesetzt, 
das dynamische Problem auf ein gewohnliches statisches zuriickzufiihren ; 
welches uns, nach denRegeln der Statik gelost, die Differentialgleichungen 
iler Bewegung liefert. 






Man setze OA=a, OB=l> und der Winkel, den der Stab O^LJ?mit der 
Verticalen O^macht, sei 0. Der Massenpunkt A beschreibt einen Kreis- 
bogen; seine Effectivkrafte sind daher, wie aus der Elenaentardynamik 
bekannt ist, ma d*6/dt* und ma(dO/df)*, wovon die erstere die Richtung 
der Tangente an den Kreisbogen nach der Seite hin hat, nach welcher 
9 zunimmt und die letztere langs des Radius A nach zu gerichtet 
ist. Ebenso sind die am Punkt S in der Richtung der Tangente und 
des Radius wirkenden Effectiykraffce bez. w'& cPQ/dfi und m'b (dB/dif. 
In Fig. 1 sind die Richtungen dieser Krafte durch die doppelten Pfeile 
dargestellt, wahrend die einfachen Pfeile die Richtungen der Gewichte 
mg und wtg der materiellen Punkte bezeichnen. 

Nach D'Alembert's Princip sind die rier Effectivkraffce in der um- 
gekehrten Richtung genommen mit den Gewichten der Punkte im 
Gleichgewicht. Um nicht die unbekannte Reaction bei und die 
Reactionen zwischen den Punkten und dem Stab einfiihren zu mftssen, 
wollen wir die Momente des ganzen Systems um nehmen. Die 
Krafte ma(dB/df) t und wi r l)(dQ/dff haben keine Momente, da sie in 
der Richtung SAO wirken. Die Momente der beiden andern sind 
*na 3 (P0/rf< a und w'& 2 <P6/dfi. Nimmt man sie in umgekehrter Richtung 
und addirt die Momente der Gewichte, so erhalt man 



(rf + ' 6 2 ) ^ + (ma + m' 6) g sin 6 = . 



(1) 



Dies ist die Differentialgleichung der Bewegung. Wird sie aufgelost 
und die beiden wilikiirlichen Constanten durch die Anfangsbedingungen 
besidmmt, so erhalt man als Function der Zeit. Doch lasst sich das 
Itesultat auch auf kurzerem Wege finden, ohne auf die analytische 
Losung eiuzugehen. 



D'Alembert'sches Princip f 70;. 57 

Setzen wir iri = und sckreiben I fur a ; so muss die Gleichung 
(1) die Bewegung eines einzelnen Massewpunbtes ergeben, der in einem 
Rreis vom Radius I schwingt. 

Diese Bewegung wird mithin dargestellt durch 

Zig + <,sin0 = ........ (2). 

Die Gleichung ist von derselben Form, wie (1). Der Stab schwingt 
daher ebenso, als ob die beiden Punkte verbunden waren und sich im 

Abstand I = m ^ T" W ,, vom Scharnier befanden. 
ma-\-m o 

Als Variation dieses Problems stellen wir uns die Aufgabe ? die 
Bewegung mt finden, wenn der Stab OAB sick urn die Verticale als 
conisches Pendel mit gleichformiger Wirikelgescliwindigltett lewegt, Mem 
der Wirikel 6, dm OAB mit der Verticalen macht, constant IMbt. 

Auch tier beschreiben die Massenpunkte Kreise ; nur sind die Kreis- 
ebenen horizontal und ihre Mittelpunkte liegen in E und F (Fig. 2 ; S. 56). 
Da die Bewegung ton die Verticale gleichf5rmig ist, so hat die Componente 
der Effectivkraft fur A langs der Tangente an die Balm von A den 
Werth Null, wahrend die in der Bichtung des Radius AH von A nach 
E wirkende Effectivkraft ma sin 0(dq>/d) 2 ist, wenn man unter g? den 
Winkel versteht, den die Ebene ZO A mit irgend einer festen durch 
OZ gehenden Ebene macht. Ebenso hat die ganze EJBFectivkraft bei 
B die Richtung des Radius BF und ist gleich w'& sin 6 (dyfdff. 

Die Richtungen dieser ElBfectivkrafte sind in Fig. 2, S. 56 durch die 
doppelten Pfeile dargestellt. Dreht man sie urn und nimmt die Mo- 
mente um 0, wie zuvor, so erhalt man 



(ma 2 + w'& 2 ) sin cos 6 \ + (ma + m'&) g sin 6 = . 

Die Winkelgeschwindigkeit dtp/dt der Ebene ZOA um die Verticale 

ist daher durch 

(dy\* _ (ma+m'fyg ... 

\dt) ~ (ma* + m'b*)co8B ...... W 

gegeben mit Ausnahme des FaJles, in welchem der Stab vertical ist. 

Auch hier zeigt das Resultat ; dass die Bewegung des Stabes OAB 
um die Verticale ebenso vor sich geht, als wenn die materiellen Punkte 
in einen einzelnen vereinigt und in demselben Abstand von 0, wie bei 
dem ersten Problem, angebracht warden. 

Wir sind bei diesen Beispielen der in 67 gegebenen Regel ge- 
folgt. Wir suchen zuerst einen Ausdruek fur die Effectivkrafte, wie 
ihn die Dynamik der Massenpunkte bietet. Wir drehen diese Effectiv- 
krafte um und dnicken die Gleichgewichtsbedingungen durch Gleichtuigen 
aus. Diese sind dann die Bewegungsgleichungen. 

Beisp.,,1. Wenn drei materielle Punkte an dem Stab in verschiedenen Ab- 
st&nden von angebracht werden, die Bewegung zu finden, (1) wenn das System in 
einer verticalen Ebene schwingt, (2) wenn es sich gleichfbnnig um die Verticale dreht. 
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Beisp 2 Wenn die zwei materiellen Punkte an mittelsfc zweier Fdden 
OA AB vie Fig 3, S 56 zeifft. befestigt sind und sich das System urn die Ver- 
tirale niit der gleicbformigen Winkelgeschwindfgteit dy/dt dreht, so ist 



'-BF Of) = ( AE + nf 

71. 7)/c AHfstAlnng fler atigenmnen Bewegungsgleichungen der 
Systeme tfarrer KSrjicr mittelst des D'Jleniberfschen Princyps. 

Sind fo,&) di> Coordinaten des materiellen Punktes m zur Zeit 
/, auf irgend ein System rechtwinkliger im Raum festliegender Axen 
bpzogen 7 so sind <Pjr/V7f*, rf 2 y/rf^ ? d 8 ^/^ d 16 Besehleunigungen des 
Punktes. Sind dann ferner X, 7, Z die Components paraUel zu den 
Coordinatenaxen der an demselben Punkt angreifenden, gegebenen be- 
wegenden KriLfte, so befinden sict nach D'Alembert's Princip die Krafte 



mit Slmlichen an jedem andern Massenpunkt wirkenden Kraften zusammen 
im Gleichgewicht Daraus folgt, wie die Statik lehrt, die Gleiehung 



und zwei ahnliche Gleichungen fur y und g, welche man durch Zer- 
legung in die Componenten parallel den Axen erhalt. Nimmt man die 
Momente um die Axen, so ergibt sich fur die #-Axe 



und ahnliehe Ausdnicke fur 8$ und xy. 

Diese Gleichungen lassen sich in die bequemere Form bringen 



(A), 

dz 



(B). 



DrSckt man die Beschleunigungen in Polarcoordinaten aus, so er- 
halt man auf dieselbe Art ein andres aber gleichwerthiges System von 
BeTregungsgleichungen. 
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72. Die Coordinaten der K8rper. Die Gleiclmngen in 71 
sind die allgemeinen Bewegungsgleichungen der dynamischen Systeme. 
Sie sind jedoch in dieser Form ausserst unhandlich. Wenn das be- 
trachtete System ein starrer Korper und nicht nur eine endliche An- 
zahl einzelner materieller Punkte ist, so sind die sammtlichen 2 be- 
stimmte Integrale. Auch gibt es dann unendlicli viele x, y und g, die 
miteinander durch unendlich viele geometrisclie Gleichungen verbunden 
sind. Man muss daher, wie in 67 angedeutet wurde, eine endliche 
Anzahl von Grossen, welche die Lage des Korpers im Raum bestimmen, 
zu finden suchen und die Effectivkraffce durch diese Grossen ausdrucken. 
Diese Grrossen heissen die Coordinaten des Korpers. In der theoretischen 
Dynamik ist es yon der grossten Wichtigkeit, diese Coordinaten 
passend zu wahlen. Sie sollten so sein, dass sie (1) als Function der 
Zeit die Bewegung des Korpers passend bestimmen und dass (2) die 
durch. sie ausgedruckten dynamischen Grleichungen so einfach als nur 
moglich sind 

Zuerst wollen wir untersuchen, wie viele Coordinaten zur Bestim- 
mung der Lage eines Korpers nothig sinA 

Die Lage eines Korpers im Eaum ist gegeben, wenn wir die Coor- 
dinaten eines seiner Punkte und die Winkel kennen, welche zwei in 
dem Korper festliegende Grerade mit den Coordinatenasen machen. 
Zwischen diesen sechs Wiukeln bestehen drei geometrische Beziehungen, 
so dass die Lage eines Korpers von seclis unabhangigen Variablen, d. h. 
drei Coordinaten und drei Winkeln abhangig gemacht werden kann. 
Diese Variablen wollen wir zu Coordinaten des Korpers nehmen. 

Offenbar konnen wir die Coordinaten (x, y, $) eines Massenpunktes m 
eines Korpers durch die Coordinaten dieses Korpers und Grossen aus- 
drucken, die bekannt sind und wahrend der Bewegung constant bleiben. 
Wir wollen zuerst annehmen, das System bestehe nur aus einem ein- 
zelnen Korper. Substituiren wir diese Ausdriicke fur x 7 y, g in die 
GUeichungen (A) und (B) des 71, so erhalten wir sechs Grleichungen 
zur Bestimmung der sechs Coordinaten des Korpers in Ausdrucken der 
Zeit. So wird die Bewegung gefunden. Besteht das System aus 
mehreren Korpern, so erhalten wir, jeden fSr sich betrachtend, secLs 
Gleichungen far jeden Korper. Bestehen irgend welche unbekannte 
Reactionen zwischen den Korpern, so sind diese in X, Y, Z enthalten. 
Jeder Reaction entspricht eine geometrische Beziehung, welche die Be- 
wegung der Korper verbindet. Im Granzen erhalten wir daher eine 
gentigende Anzahl von Grleichungen, urn die Bewegung des Systems 
bestimmen zu konnen. 

Geht die Bewegung in einem Raum von zwei Dimensionen vor 
sich, so reduciren sich die sechs Coordinaten auf drei. Es sind dies 
die beiden Coordinaten des in dem Korper festliegenden Pimktes und 
der Winkel, den eine in dem Korper festliegende Gerade mit einer im 
Raum festliegenden macht. 
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73. Zunachst wollen wir versuchen , die durch Zerlegung in 
Componenten erlialtenen Bewegungsgleichungen (A) durch eine geeig- 
nete Wahl der Coordinate!! zu vereinfachen. Wir miissen zu diesem 
Zweck die Componente der Bewegungsgrosse und die Componente der 
Effectivkrafte ernes Systems fur irgend eine Richtung suchen. 

1st die gegebene Richtung die x-Axe und sind (x, y, i) die Coordi- 
naten eines Punktes von der Masse m, so ist die Componente seiner Be- 
wegungsgrosse in der gegebenen Richtung m dx/dt und also fur das 
ganze System Em dx/dt. Sind nun (#, y, s) die Coordinaten des Schwer- 
punkts des Systems und M seine Masse, so ist MX = mx, daher 
dx 



Die Componente der Bewegungsgrosse eines Systems in irgend ewer 
Richtuny ist daJter der gansm Masse gleidi, multiplicirt mit der Compo- 
nente der Gescliwindigkeit des ScJiwerpunkts. 

Das Jieisst, die lineare Bewegungsgrosse tteibt fur ein System die- 
selbe, wenn man die game Masse in seinem Schwerpunkt vereinigt. 

Ebenso ist die Componente der Effectivkrafte eines Systems in wgend 
tiner Richtung der ganzen Masse gleich, multiplidrt mit der Componente 
der Bescldeunigung des Schwerpurikts. 

Aus diesem Satz geht hervor ? dass es yorfcheilhaft sein wird, die 
Coordinaten des Schwerpunkts eines jeden starren Korpers in dem 
System als drei der Bestimmungsstiicke dieses Korpers zu nehmen. 
Wir kormen alsdann die Componente der Effectiykrafte fiir irgend eine 
Richtung in einfacher Form ausdrucken. 

74 Schliesslich wollen wir die Bewegungsgleichungen (B), welche 
die Momente um die Axen darstellen, durch eine passende Wahl der 
drei librigen Bestimmungsstucke zu vereinfachen suchen. Zu diesem 
Zweck miissen wir das Moment der Bewegungsgrosse und das Moment 
der Effectivkrafte um irgend eine Gerade suchen. 

Nimmt man die gegebene Gerade zur #-Axe, dann ist, wie in der 
Statik, yZ # T das Moment eiaer Kraft bez. der a;- Axe und, ersetzt 

man 7 mid Z durch -^ und g|, das Moment der Bewegungsgrosse 
bez. der o?-Axe 



Dies ist ein Ausdruck zweiten Grades. Substituiren wir nun 
V + ^? ^ = ^ + ', so erhalten wir nach 14 



worin M die Masse des betrachteten Systems oder Korpers ist. 

Das zweite Glied des Ausdrucks ist das Moment um die #-Axe der 
Bewegungsgrosse einer Masse M, die sich mit dem Schwerpunkt bewegt. 
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Das erste Glied ist das Moment um eine durch den Schwerpunkt 
gehende, der x-Axe parallele Gerade nicht der wirklichen Bewegungs- 
grossen der verschiedenen materiellen Punkte, sondern Hirer Bewegungs- 
grossen in Bezug auf den Sehwerpunkt. Liegt irgend ein specieUer 
Korper vor, so hangt dieses Glied also nur von der relativen Bewegung 
des Korpers um seinen Schwerpunkt ab. Bei der Ermittlung seines 
Werthes konnen wir daher annehmen, der Schwerpunkt sei dadurch in 
den Zustand der Ruhe gebracht, dass man jedem Punkt des Systems 
eine Geschwindigkeit ertheilt, die derjenigen des Schwerpunkts gleich 
und entgegengesetzt ist. Daraus folgt: 

Das Moment der Bewegwigsgrosse eines Systems um eine Gerade wird 
dem Moment der Sewegungsgrosse der ganzen Masse, welche im Schwer- 
punU vereinigt und sich mit ihm lewegend gedacht wird, gkich, wenn 
man das Moment der Sewegungsgrosse des Systems in Bezug auf den 
Schwerpunkt um eine Gerade hinzufugt, welche parallel zwr gegebenen Ge- 
raden durch den Schwerpunkt geht. 

Ebenso gilt dieser Satz auch, wenn man statt Bewegungsgrosse 
des Systems ;; Eflfectivkraffc" setzt. 

Nimmt man eine Gerade durch den Schwerpunkt als Axe Ox, so 
wird das Moment der relativen Bewegungsgrossen um sie demjenigen 
der thatsachlichen gleich. 

Aus diesem Satz geht hervor, dass es von Vortheil sein wird 7 die 
Winkelbewegung eines Korpers auf ein System von Coordinatenaxen 
zu beziehen^ die durch den Schwerpunkt gehen. Ein aUgemeiner Aus- 
druck fur das Moment der effectiven Kraffce fiir irgend eine durch den 
Schwerpunkt gehende Gerade lasst sich passender Weise jetzt noch 
nicht entwickeln. Unter verschiedenen TJmstanden sind verschiedene 
Ausdrucke von Vortheil. Namentlich drei Falle sind zu beachten: 
(1) wenn der Korper um eine sowohl im Korper als im Raum fest- 
Uegende A^e rotirt; (2) wenn die Bewegung in einem Raum von zwei 
Dimensionen statifindet; (3j der Euler'sche Ausdruck, wenn der Korper 
um einen festen Punkt rotirt. Man findet diese Falle bez. am Anfang 
des dritten und vierten Kapitels und im fiinffcen behaudelt. 

75 Ein starrer KQrper drehe sich um einen im Korper festliegenden Punkt 
0, wie z. B, den Schwerpunkt; 0|, Oq, Of sei ein neues in dem KSrper fesi>- 
liegendes System rechtwinkliger Axen Die gewShnlichen Formeln fiir die Trans- 
formation von Axen geben dann 



worin die Eichtungscosinusse (Z, w, w), (i, ft, v] Fimctionen der Zeit sind. Das 
Axenmoment der BewegungegrSssen for die #-Axe ist daher 

ASm? + BSmr, 1 + C-Sro|ij + etc., 

worin A ldl/dt ldl/dt und JB, C etc. ahnliche Functionen der Bichtungs- 
cosinusse sind. Nun bleiben Zmg 2 , Smt] 2 , etc. und auch die Coefficienten A, J8, 
etc. fflr irgend ein System von materiellen Punkten, welches mit dem gegebenen 
Kdrper von gleichem Tragheitsmoment ist, dieselben. Daraus folgt, dass das 
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Moment der Effectivkrafte eiaes dtarren Korpers urn irgend eine Gerade dasselbe 
1st, wie dasjenige irgend eines Systems gleichen Trigheitsmoments, welches sick 
mit dem Korper bewegt 

EbenbO kann man zeigen, da&s die Componenten der Effectivkraffce dieselben 
bleiben Bet der Bt>> eclmung der JEtfectivlrafte eines stamen Korpers Kann man 
daher dtn Korper ditrch irgend em yeeujnete* System gleichen Tragheitsmoments er- 
sttsen, icdelies starr mit ihm verlunden ist. 

76, Die Grosse Zm (x dy/dt y dx/dt] driickt das Moment 
der Bewegungsgrosse um die #-Axe aus. Es heisst die Winkd- 
lewyimgsgrbsse des Systems um die #-Axe. Man kann derselben auch 
noch eine andere Deutung geben. Wendet man Polarcoordinaten an ; 

. , dy dx dd 
e0 ntx-*-y- Si -r'- sr 

Ifun ist ^rdB das Flaehen element, welches in der Zeit dt von 

der Projection des nach dem materiellen Punkt gezogenen Radius- 
vectors auf die xy-TSibene um den Coordinatenanfang besckrieben wird. 
BezeicLnet man den im Zeitelement dt von dem Eadiusvector nach 
dem Massenpunkt selbst beschriebenen unendlich kleinen Sector mit 

dS } so heisst -^7 die Sectorengescliwwidigkeit des Massenpunktes. Sind 
ferner dS : , dS x , dS y die Projectionen von dS auf die xy-j y#-, 
so ist dS, = -r r*d& und 

A 



dt 

d. h. gleich der Summe der Producte der doppelten Sectorengeschwindig- 
keiten der Projectionsbewegung mit den Massen aUer Punkte oder 
gleich der doppelten Sedorenbewegungsgrosse(dem doppelten Flachenmoment) 
um die 



77. Drei wichtige Satze. Passt man die Resultate von 71 an 
zusammen, so erhalt man drei wichtige Satze: 

Da jede im Bamm festliegende Gerade zu einer der Coordinatenaxen 
genommen werden kann, so lassen sich die drei Gleichungen (B) 71 
in die allgemeine Form bringen: 

jJ/Lineare Bewegungsgrosse in\ = /Componente der ge-\ 

/ " 



dt \irgend einer festen Richtung/ \ gebenen Krafte 

Aus demselben Grund kann man den drei Gleichungen (B) des- 
selben Paragraphen die allgemeine Form geben 

^ /Winkelbewegungsgrosse\ /Moment der ge-\ 

dt\ um eine feste Gerade /~ \gebenen Krafte/' 

Aus 73 ergibt sich drittens fur die lineare Bewegungsgrosse der 
allgemeine Ausdruck 

/die lineare Bewegungsgrosse\ = /Masse >< Compouente der Ge-\ 
\ in eiiier festen Richtung ) l^schwindigkeit des Schwerpunkts/ ' 
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Den entsprechenden allgemeinen Ausdruck fiir die Winkelbewegungs- 
grosse liaben wir hier noch nicht nothig. 

78. Unabhangigkeit von Translation und Rotation. Wir konnen 
nun zwei wichtige Satze aufstellen, welche zwar umnittelbar aus den 
eben erhaltenen Resultaten folgen ? die wir aber des besseren Verstand- 
nisses halber aus den Anfangsprincipien ableiten wo]len. 

(1) Die Bewegung des Schwerpunltfs eines unter dem Einflitss irgend 
welcher Krafte steliendm Systems lleilt dieselbe, wenn man die ganze 
Masse in dem Schwerpunht vereinigt und alle Krdfte parallel zu Hirer 
fruheren Eiclitung an diesen Punkt verlegt 

(2) Die Bewegung eines unter dem Einftuss irgend welclier Krdfte 
steJienden Kdrpers um seinen Scfiwerpunkt lleibt dieselbe, wenn der Sclncer- 
punkt festgelegt wird und dieselben Krdfte auf den Korper wirken. 

Da nach den Gleichungen (A) 

d*x ^ 
~dt* = -^ m ^- 

und da^ wenn x y I/, s die Coordinaten des Schwerpunkts sind, xEm = 'mx 
ist ; so folgt 

-5 2 m = 2JmX 

at* 

und ebenso flir die iibrigen Gleichungen. 

Dies sind aber die Gleichungen, welche die Bewegung einer Masse 
Zm unter der Einwirkung der Krafte 2mX, etc. darstellen. Damit ist 
der erste Satz bewiesen. 

Aus einer der Gleichungen (B) 



wird, wenn man x = x + x r , y = y + y r , $ = -f- / setzt, nach 14 



Nun kann man die Coordinatenaxen durchaus willkiirlich annehmen, 
Wir wollen sie so wahlen, dass der Schwerpunkt in dem betrachteten 
Moment durch den Coordinatenanfang geht. Es wird dann x = , 
y = 0; dx/dt, dy/dt miissen dagegen nicht nothwendiger Weise Null 
sein. Die Gleichung wird dann 



Diese Gleichung enthalt die Coordinaten des Schwerpunkts nicht ? 
gilt fur jeden einzelnen Moment der Bewegung und ist daher iinmer richtig. 
Sie bildet aber mit den beiden andern aus (B) folgenden Gleichungen 
zusammen genau die Gleichungen der Momente ? welche man erhalten 
wiirde 7 wenn man den Schwerpunkt als festliegenden Punkt betraehtete 
und ihn zum Coordinatenanfang fiir die Axen der Momenta nahme. 
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79. Diese beiden wichtigen Satze werden bez. die Principien der 
Erhaltung der Bewegungen der Translation und Rotation genannt. Der 
erste wurde von Xewton als vierter Zusatz zu seinem dritten Be- 
wegungsgesetz gegeben und spater von D'Alembert und Montucla 
verallgemeinert. Der zweite ist neueren Ursprungs und scheint gleich- 
zeitig von Euler, Bernoulli und Chevalier d'Arcy entdeckt worden 
zu sein. 

Noch ein andrer Name ist diesen Satzen gegeben worden. Sie 
bilden zusammen das Prineip der UndbMngigJceit der Bewegiwgen der 
Translation und Rotation. Die Bewegung des Schwerpunkts bleibt die- 
selbe, wenn man die ganze Masse in inm vereinigt und ist daher von 
der Rotation vollstandig unabhangig. Die Bewegung um den Schwer- 
punkt ist dieselbe ; als wenn dieser Punkt fest lage und ist daher von 
der Bewegung dieses Punktes unabhangig. 

80. Durch das erste Princip wird das Problem, die Bewegung 
des Schwerpunkts eines noch so complicirten Systems zu finden, darauf 
reducirt, die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes zu ermitteln. 
Durch das zweite reducirt sieh das Problem, die Winkelbewegung eines 
freien Korpers ini Raum zu finden, darauf, die Bewegung dieses Korpers 
um einen festen Punkt zu bestimmen. 

Beispiel zum ersten Princip. Bei der Benutzung des ersten Prin- 
cips ist zu beachten, dass die gegebenen Krafte am Schwerpunkt 
parallel zu ihrer friiheren Richtung angebracht werden miissen. Wenn 
sich z. B. ein starrer Korper unter der Wirkung einer CentraJkraft be- 
wegt ; so ist die Bewegung des Schwerpunkts im AUgemeinen nicht 
dieselbe, wenn die ganze Masse im Schwerpunkt vereinigt wird, und 
die centrale Kraft alsdann auf ihn wirkt. Der Satz sagt vielmehr, man 
solle zuerst die Anziehung der Centralkraft fur jedes Element des 
Korpers feststelJen, die Bewegung des Schwerpunkts bleibe dieselbe, 
wenn man diese Krafte parallel zu ihren ursprlinglichen Richtungen an 
dem Schwerpunkt angreifen lasst. 

Wenn die gegebenen Krafte stets parallel einer festen Geraden 
wirken oder wenn sie nach festen Centren gerichtet sind und variiren^ 
wie der Abstand von diesen Centren, alsdann bleibt die Grosse und 
Richtung Ihrer Resultanten dieselbe, ob wir uns den Korper in seinen 
Schwerpunkt concentrirt denken oder nicht In den meisten Fallen 
jedoch muss man zuerst die Resultante der gegebenen Krafte suchen, 
wie sie ia Wirklichkeit auf den Korper wirfcen, ehe er in seinem Schwer- 
punkt vereinigt wurde. 

81. Beispiel zu dem zweiten Princip* Nebmen wir an, die 
Erde rotire urn eine durch ihren Schwerpunkt gehende Axe und unter- 
liege den Anziehungen der Soune und dea Mondes. Das zweite Princip 
belehrt uns dann, dass, wenn die resultirende Anziehung dieser Korper 
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durch den Schwerpunkt der Erde geht ; die Rotation um die Axe in 
keiner Weise beeinflusst wird. Welche Balm auch der Schwerpunkt 
der Erde im Eaum verfolgen mag, die Rotationsaxe behalt ihre feste 
Richtung im Raum und die Winkelgeschwindigkeit bleibt constant. 
Daraus lassen sich unmittelbar zwei wichtige Schliisse ziehen. Wie 
man weiss, besclireibt der Schwerpunkt der Erde eine Bain um die 
Sonne, die sehr nahezu in einer Ebene liegt und hangt der Wechsel 
der Jahreszeiten im Wesentlichen von der Neigung der Erdaxe gegen 
diese Ebene ab. Die Permanenz der Jahreszeiten ist damit festgestellt. 
Eine zweite Polgerung ist die, dass die Lange des Sternentages un- 
veranderlich ist, weil die Winkelgescliwindigkeit constant bleibt. 

G-enau genommen geht die Besultante der Anziehungskrafte der Sonne und des 
Monds auf die einzelnen materiellen Punkte nicht durch den Schwerpunkt der Erde, 
weil die Erde keine vollkommene Kugel ist, deren Schichten gleicher Dichtigkeit con- 
centrische Kugeln waren. Da aber die ellipsoidischen Schichten nur wenig yon der 
Kugel abweichen, so -wird die Rotationsbewegung der Erde nur in geringem 
Grade afficirt Trotzdem wirkt die Sonne z B. nut ungleichen Kraffcen auf die 
Theile des Erdaquators, welche ihr naher liegen und auf die weiter entfernten. 
Die Anziehungskraffc der Sonne hat daher das Bestreben, die Erde um eine in der 
Ebene des Aequators senkrecht zu dem Radius-vector der Sonne liegende Axe zu 
drehen. Die allgemeine Wirkung dieses Kraftepaars auf die Rotation der Erde 
ist sehr bemerkenswerth; wir werden spkter beweisen, dass (1; die Rotations- 
periode der Erde unreriindert bleibt und (2) dass, wenn auch die Richtung der 
Erdaxe im Raum nicht langer festliegt, die Axe doch im Ganzen die gleiche 
Neigung gegen die Ebene der Erdbewegung um die Sonne beibehalt Somit bleibt 
die Permanenz der Jahreszeiten, so weit diese Ursachen in Betracht kommen, un- 
beriihrt 

82. Allgemeine Methode der Anwendung des D'Alemberfschen 
Princips. Das allgemeine in der Dynamik zu losende Problem kann man 
so fassen: 

Eine Anzahl starrer Korper (ibt sowohl aufeinander als auf feste 
Punkte, Curven oder Flachen Druck aus und unterliegt der Einwirkung 
gegebener Eraffce; ihre Bewegung zu finden. 

Das D'Alembert 7 sche Princip wird zur Losung dieser Aufgabe 
auf die folgende Art benutzt. 

x, y, seien die Coordinaten des Schwerpunkts irgend eines dieser 
Korper, auf drei rechtwinklige im Raum festliegende Axen bezogen. 
Drei andre Coordinaten dieses Korpers mogen so gewahlt werden^ dass 
die drei Momente der Bewegungsgrosse des Korpers um drei recLt- 
winklige, der Eichtung nach festliegende und durch den Schwerpunkt 
gehende Axen sich auf passende Weise durch sie ausdrucken lassen. 
\> h*, h& seien diese drei Momente der Bewegungsgrosse und M die 
Masse. .Die Efiectivkrafte des Korpers sind dan-n gleichwerthig mit 

den drei Effectivkraften Mj 9 Mj^ } M j~ und den drei Effectir- 

paaren -^-, -^, -j$* Die drei Ejffectivkrafte greifen an dem Schwer- 
punkt parallel den Aixen #, y bez. ^ an und die drei Kraftepaare wirken 

Kouth, Dynmik. X 5 
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urn die drei Axen, bez. welcber die Momente der Bewegungsgrosse ge- 
nommen wurden. Die Effectivkrafte aller iibrigen Korper des Systems 
mugen auf ahnliche Art ausgedriickt werden. 

Ximmt man nun diese sammtlichen Effectivkrafte und Paare im 
umo-ekehrten Sinn, so halten sie den gegebenen Kraften das Gleich- 
gewicht. Die Gleichgewichtsgleichungen findet man durch Zerlegung 
iu solclien Richtungen und indem man die Momente urn solche Geraden 
nimmt, die am passendsten sind. Statt die Effeetivkriifte umzudrehen, 
ist es gewohnlich praktischer, die gegebenen und Effectivkrafte auf die 
verschiedeneii Seiten der Grleichungen zu sehreiben. 

Nimmt man jeden Korper fiir sich ; so erhalt man auf diese Weise 
mittelst der drei Componenten und drei Momente sects Bewegungs- 
gleichungen fiir jeden Korper. 

Wenn zwei starre Korper gegeneinander oder gegen ein festes 
Hindernisa Druck ansuben, so erhalt man eine oder mehrere unbekannte 
Eeactioiien. Im Allgemeinen gibt es aber aueh ebensoviele Gleicliungen ; 
durcli welcte die Beriihinrngsbedingungen ausgedriickt werden. Die 
Art wie man diese Bedingungen niederschreibt, wird in den folgenden 
Kapiteln erklart. 

Wir erhalten so ebensoviele GIeiclmngen ? als Coordinaten und 
Reactionen vorhanden sind. Manchmal kann man durcli geeignete 
Wahl der Richtung der Componenten oder der Geraden, um welche 
die Momente genommen werden, ebenso wie in der Statik der Ein- 
ftihrung einiger dieser Reactionen in die Gleichungen aus dem Wege 
gehen. Dadurch wird die Anzahl der zu bildenden Gleichungen redu- 
cirt. Man kann auch mancbnal diese Reactionen dadurch vermeiden, 
dass man fur zwei Korper die Componenten und Momente so nimmt ; 
als ob sie fiir den Augenblick nur einen Korper bildeten. 

Diese Differentialgleichungen sind dann zu losen. Die verscMedenen 
Verfahrungsarten werden spater erklart werden. Im AUgemeinen kann 
man ein Integral durcli eine Methode finden, die das Princip der 
lebendigen Eraft heissi. Wir werden eine Regel angeben, nacli welcher 
sich dieses Integral niederschreiben lasst, ohne vorlier die Bewegungs- 
gleieiiungen aufgestellt zu haben. 

Wir haben UBS hier darauf beschrankt, die Gleichungen durcli Zer- 
legung in Componenten und Bildung der Momente zu suchen. Man 
kann jedoch auch anders verfahren. Lagrange hat z. B. eine Methode, 
die Bewegungsgleichungen zu bilden, angegeben, dureh welehe ausser 
anderen Vortheilen die Arbeit, die Reactionen zu eliminiren ; ver- 
mieden wird. 

83. Die Anwendimg des D'Alemberf scheii Princips auf Momentan- 
krafte. Wenn eine Biaft F auf einen Massenpunkt m immer in der- 
selben Richtung wirkt, so ist die Bewegungsgleichung 
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dv 7-7 
m Tt= F > 

worin v die Geschwindigkeit des Massenpunktes zur Zeit t bedeutet 
Wirkt nun die Kraft wahrend des Zeitintervalles T und sind v, v' die 
Geschwindigkeiten am Anfang und Ende desselben, so ist 



Nimmt man nun an, die Kraft F wachse unbegrenzt, wahrend das 
Interval! T unbegrenzt abnimmt, so kann das Integral eine endliche 
Grenze haben. Diese Grenze sei P. Die Gleichung lautet dann 

m(v v) = P. 

Die Geschwindigkeit hat in dem Interval! T zu- oder abgenommen 
von v bis v'. Nimmt man an, die Gesehwindigkeit sei endlich geblieben 
und ist Fihr grosster Werth innerhalb des Intervalls, so ist der dureh- 
laufene Raum Heiner als VT. Weil aber beim Uebergang zur Grenze 
dieser Werth verschwindet, so hat sich der Massenpunkt, wahrend die 
Kraft F auf ihn wirkte, nicht bewegt. Er hatte Jceine Zeit sidli zu be- 
wegen, seine Geschwindigkeit aber hat sich geandert, sie ist von v m v' 
ubergegangen. 

Man kann aruaehmen, das richtige Mass fiir eine Kraft sei ge- 
fonden, wenn sich aus ihm alle Wirkungen der Kraft ableiten lassen. 
Handelt es sich urn endliche Krafte ; so ist sowohl die Orts- als die 
Geschwindigkeitsanderung des Massenpunktes zu bestimmen. Man muss 
daher die ganze Wirkungszeit in Elementarzeiten theilen und die 
Wirkung der Kraft wakrend einer jeden derselben bestimmen. Bei un- 
endlich grossen Kraffcen jedoch, die eine unbegrenzt kurze Zeit wirken, 
ist die Ortsveranderung Null und die Aenderung der Geschwindigkeit 
das einzige Element^ das zu bestimmen bleibt. Es ist deshalb an- 
gezeigt, die ganze zur Wirkung gekommene Kraft in ein Mass zu ver- 
einigen. Eine solche Kraft heisst eine Ifomewtan- oder StosskrafL Sie 
kann definirt werden als die Grrenze einer Kraft, die unendlich gross 
ist, aber nur wahrend einer unendlich kurzen Zeit wirkt. In der Natur 
gibt es selbstverstandlich solche Krafte nicht 5 dock gibt es Krafte, wie 
z. B. der Stoss eines Hammers, die sehr gross sind und nur sehr kurze 
Zeit wirken. Diese lassen sich als Stosskrafte behandeln und die Resultate 
werden mehr oder weniger genau ausfallen je nach der Grosse der 
Biaft und der Kiirze der verflossenen Zeit. Man kann sie auch als 
endliche KiSffce behandeln und die kleine Verriiekung des Korpers 
wahrend der fcurzen Zeit der Wirkung der Kraft auffinden, 

Die Grosse P kann man zum Mass der Kraft nehmen. Eine Stoss- 
foaft tcird durch die gawse in Folge des Stosses erzeugte BewegmgsffrSsse 
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84. Bti der Bestimmung tier Wirkimg einer Momentanforaft auf 
etnen Korper Tsann man die Wirkung aller cndlidien #u derselben Zeit 
auf den Korper wirienden Kriifte vemaclilussigen. 

Deiin wirkt gleiclizeitig mit einer Homentankraft eine endliche Kraft 
f auf einen Korper, so erhalt man wie oben 

T T 

fFdt ffdt 

(T __ , ff_ _ PtfT 

v ^ = -- -- == -- --- 

in ' m w wz 

In der Grenze verschwindet aber fT. Ebenso kann die Kraft f aus 
der Gleicliung fiir die Moinente weggelassen werden. 

85. Aufstellung der allgemelnen Bewegungsgleictiungen fur ein 
System, auf welches eine lelielige Zdlil von Momentarikrtiften zugleicli 
ivirkt. 

'ii, v, ^r; u, v, w r seien die Geschwindigkeiten eines Pnoktes VOJQ 
der Masse m parallel zu den Axen genau vor und genau nach der 
Wirkung der Momentankrafte. X', Y', Z r seien die Componenten der 
Momentankraft am Punkt m parallel den Axen. 

Nach der bisherigen Bezeichnungsweise erhalt man die Gleichung 



und durch Integration 

T 



Urn (u w) = Zm x dt = ZX' ..... (1) 

o j 
und ebenso: 



(2), 
(3). 
Integrirt man femer die Gleidiung 



so erhalt man 

SM ( x Tt - y iS> 

wobei X, y als Constante zu betrachten sind ; weil die Dauer T des 
Stosses so kurz ist, dass der Korper keine Zeit hat, sich zu bewegen 
( 83), d. h. also ? man kann die Aenderungen von x und y wahrend 
dieses Interralls veniacKlassigen. Nimmt man die Grenzen, so wird 



. . (4) 
und ebenso 

. . (5), 

. . (6). 
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Im Folgenden benutzen wir die Buchstaben mit einem Stricli zur 
Bezeichnung der Bewegungszustande ?iacJi der Wirkung der Stosskraft, 
wahrend dieselben Buchstaben ohne Stricli die entsprechenden Zustande 
vor dieser Wirknng bezeichnen sollen. Da die Aenderungen in der 
Richtung und Grosse der Geschwindigkeiten der verschiedenen Punkte 
der Korper die einzigen Gegenstande der Untersuehung sind, so sollen 
die Bewegungsgleichungen durch diese Geschwindigkeiten ausgedriickt 
werden. 

86. Bei der Anwendung des D'Alembert'schen Princips auf 
die Momentankrafte ist nur die Art, wie die Effectivkrafte gemessen 
werden, zu andern. Sind (u, v, w\ (11, v', tv) die Componenten der 
Geschwindigkeit eines Punktes gerade vor und gerade nach dem Stoss 
und ist m die Masse des Punktes, so werden die Effectivkrafte durch 
m (u r u\ m(v v), m(w' ^v) gemessen. Die Grosse mf in 67 
ist als das Mass der Stosskraft anzusehen, Tvelclie 7 wenn der Punkt von 
dem Eest des Korpers getrennt ware ; diese Aenderungen der Bewegungs- 
grosse hervorbringen wurde. 

Wenden wir auf unsern Fall die Bezeiclmung der 73 und 74 
an, so ist die Componente der Effectivkraft in der Richtung der 2-Axe 
die Differenz der Werthe von Zm djs/dt gerade vor und gerade nach 
dieser Wirkung der Stosskraffce und dies kommt der Differenz der 
Werthe von Mdz/dt in denselben Augenblicken gleich. Ebenso ist das 
Moment der Effectivkrafte bez. der -Axe die Differenz der Werthe von 



genau vor und genau nach der Wirkung der Stosskrafte. 

Man kann daher den allgemeinen Satz in 82 auf die Stosskrafte 
folgendermassen ausdehnen: 

Sind (u y v, w) f (u', v' } w') die Componenten der Geschwindigkeit 
des Schwerpunkts eines starren Korpers von der Masse M gerade vor 
und gerade nach der Wirkung der Momentankraffce parallel zu irgend 
drei festliegenden rechtwinkligen A^en und (7i 1? h% } /* 3 ) ? (7^', 7? 2 ' ; j% 3 ') 
die Momente der Bewegungsgrosse bez. des Schwerpunkts urn drei recht- 
winklige Axen, deren Richtung festliegt und die sich im Schwerpunkt 
schneiden und werden die Momente bez. gerade vor und nach dem Stoss 
genommen, so sind die Effectivkrafte des Korpers gleichwerthig mit 
den drei am Schwerpunkt parallel zu den rechtwinkligen Axen 
wirkenden Effectivkraften M(vf if), M(v' v), M(w ?) zusammen 
mit den drei Effectivkraftepaaren (#/ 7^), (7- 2 ' 7z a ), (V ^3) un i 
diese Axen. 

Diese Effectivkrafte und Kraftepaare befinden sich^ wenn man ihra 
Richtung im entgegengesetzten Sinn nimrnt, im Gleichgewicht mit den 
gegebenen Kraften. Die Gleichgewichtsgleichungen lassen sich dann 
nach den Satzen der Statik aufstellen. 



Kapitcl II. D'Alembert'sches Princip. 

87. Beispiele. Beisp. 1. Zwei materielle in derselben Ebene sich bewegende 
kte werden in parallelen aber entgegengesetzten Bichtungen fortgeschleudert 
mit Geschwindigkeiten, die ihrer Masse umgekehrt proportional sind Man be- 
stimme die Bewegung ihres Schwerpunkts. 

Beisp. 2, Bine Person steht auf einem vollkommen glatten Tisch; man zeige, 
wie sie herunter kommen kann. 

Beisp. 3. Man erklare, wie eine auf einem Stuhl sitzende Person den Stuhl 
durch das Zimmer mittelst einer Reihe von StSssen zu bewegen vermag, ohne den 
Boden mit den Ffissen zu beriihren. 

Btiisp 4. Es steht Jemand auf dem einen Ende eines vollstandig rauhen 
Brettfl, welches anf einem glatten Tisch liegt. Man bestimme, wenn er nach dem 
anderen Ende dee Brettes geht, wie weit sich das Brett bewegen wird. Wenn er 
von dem Brett heruntertritt, wie 1'asst sich dann die noch folgende Bewegung des 
Brettes bestimmen? 

Beisp. 5. Der Schwerpunkt einer aus einer Kanone geschossenen Bombe im 
ieeren R.aum bewegt sich langs einer Parabel und seine Bewegung wird durch das 
Platzen der Bombe nicht gesindert. 

Beisp, 6. Ein Stab clrehe sich in einer horizontalen Ebene gleichmassig um 
einen seiner Endpunkte. Wenn er nun plotzlich entzwei bricht, wie bewegt sich 
jeder Theil? 

Beisp 7. Ein Wurfel gleitet eine vollkommen glatte geneigte Ebene hinab, 
wobei vier seiner Kanten horizontal bleiben. Der Mittelpunkt der tiefsten Kante 
triffb auf ein kleines festes Hinderniss und ist gezwungen, stehen zu bleiben. Man 
bestimmc, ob auch der Wurfel stehen bleiben muss und zeige, dass die langs der 
Kante resultirende Stosskraffc nicht langs der geneigten Ebene wirkt. 

Beisp. 8. Zwei Personen A und B befinden sich auf einer vollkommen glatten 
horizontalen Ebene in dem Abstand a, von einander. A wirft einen Ball nach B, 
welcher B nach einer Zeit t erreicht. Man zeige, dass A auf der Ebene mit der 

Geschwindigkeit -^ zu gleiten anfangt, wenn M seine eigene Masse und m die 

des Balles ist Ist die Ebene vollkommen rauh, welcher Art sind in allgemeinen 
Aufldrficken die Druckkrafte zwischen A's Fiissen und der Ebene, die ihn am 
Gleiten verhindert? Haben diese Druckkrafte eine einzelne Besultante? 

Beisp. 0. Eine Kanone steht auf einer unvollkommenen rauhen horizontalen 
Ebene und wird mit einer solchen Ladung abgefeuert, dass die relative Ge- 
schwindigkeit der Kugel und Eanone in dem Augenblick, in dem die Kugel das 
Rohr verlasst, V ist. M sei die Masse der Kanone, m die der Kugel und p der 

Beibungscoefficient; man zeige, dass die Kanone die Strecke 
der Ebene 



Beisp, 10. Aus der Masse eines Wurfels ist eine kugelfBnnige Aushbhlung 
vom Badiuu a derart herausgeschnitten, dass der Schwerpunkt der Ibrig bleibenden 
Masse in der durch den Mittelpunkt der AushOhlung gehenden 1 Verticalen liegt. 
Der cubische Kdrper ruht auf einer voUstandig glatten horizontalen Ebene und 
da& Lmere der AushShlung ist rollstandig rauh. Eine Kugel von der Masse m 
Had dem Radius & rollt an der Seite der AushOhlung hinab und beginnt ihre Be- 
wegung vom Zustand der Euhe aus, in welchem sich ihr Mittelpunkt auf einer 
HOhe mit dem Centrum der AushShlung befindet. Man zeige, dass der cubische 



Kdrper, wenn die Kugel zum nachsten Mai zur Euhe kommt, einen Weg 2m ( a ~" 
zaruckgelegt hat, worm M die Masse des ubrig bleibenden Theils desWilrfeifi ist. 
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Wurde das Resultat dasselbe sein, wenn die Aushohlung glatt odor unvollkommen 
rauh wiire? 

Beisp. 11. Zwei Eisenbahnlocomotiven, welche denselben Zug ziehen, sind 
durch eine lose Kette verbunden und gerathen melirere Mai hintereinander in 
Collision mit einander. Die vordere Maschine ist oben etwas schwerer als unten 
und die Puffer sind bei beiden etwas tief angebraeht. Man beobachtet, dass die 
Vorderrader der ersten Masehine auf und nieder springen, Welche dynamische Er- 
klarung lasst sich fur diese schwankende Bewegung geben? In welcher H6he 
mussen die Puffer angebracnt werden, damit sie vermieden wircl? Cambr. Trans., 
Vol. VII, 3, 1842; J. Power, Disastrous effects of collision on raihcays. 

Beisp. 12 Sir C. Lyell erwahnt in seinem Bericht uber das Erdbeben in 
Calabrien vom Jahr 1783 zwei Obelisken, von denen jeder aus drei grossen lose 
aufeinander gelegten Steinen bestand. Nach dem Erdbeben fand man das Posta- 
ment eines jeden Obelisken auf seinem fruheren Platz, die verschiedenen oberen 
Steine hatten sich aber zum Theil herumgedreht und waren um melirere Zoll aus 
inrer Lage verruckt, ohne herabzuf alien. Es wurde daraus gescnlossen, dass der 
Stoss, welcher den Bau erschutterte, eine horizontale und sich rlrehende Richtung 
gehabt habe. Man zeige, dass ein einfacher gera<lliniger Stoss eine solche Ver- 
schiebung hervorbringt, wenn die Resultante des Stosses auf jeden Stein nicht 
durch seinen Schwerpunkt geht. 

Siehe Mallet's Dynamics of earthquakes. Milne in seinen Earthquakes 
1886, Seite 196 bespricht die letztere Erklarung und verweist auf einige ahnliche 
Falle, die bei dem Erdbeben in Jokohama 1880 vorkamen. 



Kapitel III. 
Bewegung nm eine feste Axe. 

88. Die Fundamentalaufgabe, Wenn sich em starrer Korper /ra 
urn eine im Korper und im Raum festliegende Axe drehen Jcann, das 
Moment der Effedivkrafte um die Rotationsaxe 0u finden. 

Die eine Bezugsebene sei irgend eine im Raum festliegende die Axe 
enthaltende Ebene und 9 sei der Winkel, den eine andre im Korper 
festliegende die Axe enthaltende Ebene mit ihr bildet. m sei die Masse 
eines Eorperelements; r sein Abstand von der Axe und <p der Winkel, 
den die das Element m und die Axe enthaltende Ebene mit der Be- 
zugsebene bildet 

Die Geschwindigkeit des Massenpunktes m ist r dy/dt in einer 
Richtung, die senkreeht auf der durch die Axe und den Punkt gelegten 
Ebene steht Das Moment der Bewegungsgrosse dieses Punktes urn 
die Axe ist offenbar mr* d<p/dt und daher das Moment der Bewegungs- 

grossen aller Punkte 2 (mr 2 jj\- Da die Punkte des Korpers starr 

mit einander verbunden sind ; so ist offenbar dy/dt fur jeden Punkt 
dasselbe und gleich dB/dt Das Moment der Sewegungsgrossm aller 
Massenpimkte des Kvrpers ist mithin Smr* dd/dt, d. h. das TragJieits- 
moment des Zorpers fur die Axe muUiplidrt mit der Winkelgeschwmdigkeit. 
Die Beschleunigungen des Punktes m sind rd?cp/df und r(d(p/di)* 
senkrecht zu r bez. in derselben Richtung, in welcher r gemessen wird; 
clas Moment der bewegenden Eraffce von m urn die Axe ist mr*cP<pldfi; 
das Moment der bewegenden Kraffce aller Punkte des Korpers bez. der 
Axe daher (m^cP<p/dfi). Dieser Ausdruck ist aber aus demselben 
Grtind wie vorher gleich Smr* d?0/dt 2 , d. h. gleich dew Tragheits- 
momentdes Korpers les. der Axe multiplicirt mit der 



89. Die Bewegung eines Kdrpers urn eine feste Axe unter der 
EinwirMng betiebiger Srafte m bestimmen. 

Nach fi^lembertV P^ im entgegen- 

gesetzten Sinn genoinmen mit den gegebenen Eraften im Gleicsligewicht. 
Urn die unbekannien Reactionen der Axe zu vermeiden, wollen wir die 
Momente urn die Axe selbst nehmen, 
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'Erst&m: Die Krafte seien Momentanltrafte. Sind CD, cat' die Winkel- 
geschwindigkeiten des Korpers grade vor und grade nach der Wirkung 
der Krafte, so ist nach der Bezeichnung des vorigen Paragraphen 

G) Zmr* (o - 2tnr^ == L, 

worin L das Moment der gegebenen Krafte um die Axe bedeutet. 
Daraus folgt die Grleichung 

, _ "Moment der Krafte um die Axe 
Tragheitsmoment bez. der Axe ? 

welche die durch die Wirkung der Kraffce erzeugte Aenderung in der 
Winkelgeschwindigkeit bestimmt. 

Zweitensi Die Krafte seien endlich. Mmmt man die Momente urn 
die Axe, so erhalt man 



, _ Moment der Kraffce um die Axe 

dt* Tragheitsmoment bez. der Axe 

Aus dieser Grleichung erhiilt man durch Integration die Werthe 
von und dO/dt fur irgend eine Zeit. Bei der Losung sind die 
beiden auffcretenden Constanten durch die gegebenen Anfangswerthe 
von 9 und dd/dt zu bestimmen. Auf diese Art kann die ganze Be- 
wegung gefunden werden. 

90. Daraus geht nun hervor, dass die Bewegung eines starren 
Kdrpers um eine feste Axe 1) von dem Moment der Krafte um diese 
Axe und 2) von dem Tragheitsmoment des Korpers bez. der Axe ab- 
hangt. Ist MTP das Tragheitsmoment, Js also der Tragheitsradius des 
Korpers, und wird die ganze Masse des Korpers in einen Punkt ver- 
einigt und mit der festen Axe durch einen Stab ohne Tragheit ver- 
bunden, dessen Lange der Tragheitsradius ft ist> und wirken auf dieses 
System Krafte von demselben Moment wie vorher und wird das System 
mit denselben Anfangswerthen von und dd/dt in Bewegung ge- 
setzt, alsdann ist die ganze folgende Winkel- oder Kreisbewegung des 
Stabes dieselbe wie die des Korpers. Man bann Jcur0 sagen: Ein 
Korper, der sicJi um eine feste Axe dreht, ist dynamisch gegeb&n, tcenn 
seine Masse und sein Tragheitsradius bekannt sind. 

91. Beisp. Ein wllkommen rauhes Jcreisformtges horizontdles Brett Jcann sich 
frei um eine durch seinen Mittelpunkt gehende verticdle Axe bewegen. Sin Mann 
von gleichem Gewicht mit dem Brett tritt auf dasselbe und geht seinem Rand ent- 
lang, Welche Lage nimmt er im Eaum ein, wenn er einen Hundgang voflendet hat? 

a sei der Radius des Bretts, Mb* sein TrSgheitsmoment bez. der verfcicalen 
Axe. Wenn nun m die Winkelgeschmndigkeit des Bretts, &' die des Mannes um 
die verticale Axe for eine gegebene Zeit sind und wenn F die zwischen den Ffissen 
des Mannes und dem Brett wirkende Kraft bezeichnet, so ist die BewegnngB- 
gleichung fur das Brett nach S3 
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-- Fa ........... (1) 

at 



und die Bewcgungsgleichung fiir den Mann nach 78 



Eliminirt man F und mtegrirfc, so erhalt man 



well rhe Constante Null ist, da der Mann und das Brett vom Zustand der Ruhe 
aufgehen Sind und &' die von dem Brett und dem Mann um die verticale 
Axe beschriebenen Winkel, so 1st o = dB/dt, co'= dd'/dt und k*d + a*e r = Q. 
Wird daher & 0= In und *:=-- a*, so ist 0'^=y. Dies 1st der Winkel, 
den der Mann im Raum beschreibt. Geht der Mann mit der mittleren relativen 
Geschwindigkeit F an dem Rand des Brettes entlang, so ist co' <a = V/a und 
also o?=s= 2V/ 3 a, woclurch die mittlere Winkelgeschwindigkeit des Brettes ge- 
geben ist 

92. Das Pendel. Em Korpw, <wf ^elchen die Schwerkraft rnrkt, 
leicegt sich nur um erne feste Jwrizontak Axe; die Bewegung zu 'be- 
stimmen. 

Legt man die durch die Axe gehende Verticalebene zu Grunde 
und nimmt als feste Ebene im Korper die Ebene ; welche die Axe und 
den Schwerpunkt entlialt, so ist die Bewegungsgleichung t 

d?Q _ Moment der Krafte MgTi sin , , 



JF Tragheitsmoment ~~ 

worm h den Abstand des Schwerpunkts von der Axe und Mk* das 
Tragheitsmoment des Korpers fiir die durch seinen Schwerpunkt gehende 
und der festen Axe paraJlele &erade bedeutet. Man erhalt 



Diese Gleichung lasst sich nicht so integriren^ dass das Resultat 
aus eineiN^endlichen Anzahl von Q-liedern besteht; sind dagegen die 
Schwingungen klein, so kann man die dritten und hoheren Potenzen 
von 6 vernach^issigen und erhalt die Grleichiujg 

d * e ^ 



Die Zeitdauer einer vollstandigen Schwingung ist daher 2yty "^ - 

Wird h und Jc in Metern ausgedrftckt und g = 9,81 gesetzt, so liefert 
diese Fonnel die Zeit in Secunden. 

Die Bewegungsgleichung fur einen Punkt von beliebiger Masse, 
den man an einem Faden von der Lange I befestigt hat, ist 



e = ....... (3), 

die man aus Gleichung (2) dadurch ableiten kann, dass man &==0, 
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Ji = I setzt. Die Winkelbewegungen des Fadens und des Korpers sind 
daher bei denselben Anfangsbedingungen identiscb, wenn 



gesetzt wird. 

Diese Lange beisst die Lange des gleicliwerfliigen einfachen Pendds. 

Der Schwingungsmittelpunkt 1 ). Fallt man vom Scbwerpunkt G des 
Korpers ein Lotb auf die Kotationsaxe (Aufiangungsaxe), so beisst der 
Punkt C, in welchem das Lotb diese Axe trifft, der Aufliangungsmittel- 
punkt. Verlangert man CG- uber G nach > so dass CO = I mrd, so 
beisst der Schwingungsmittdpunkt Wenn man die game Masse des 
Korpers (oder amh &ine leliebige Masse) im ScliwingungsmiUeT/piinkt ver- 
einigt und sie mittelst eines Fad&is mit dem AufJiangungsmittelpiirikt ver- 
Undet, so Jiat sie gldclie Winkelbewegung und Ostittationsdauer ^we der 
I5rp&r, wenn die Anfangsssustande dieselben sind. 

Der Gleichung (4) lasst sich eine andre Gestalt geben. Da (76r = ^ 
und G =as I Ji ist ; so ergiebt sich. 

GC- (rO = dem Quadrat des Tragbeitsradius fur (?, 
CG*CO= 7 , ; , C, 

0(?-OC= 0. 

Aus diesen Gleichungen folgt, wenn man zum Aufhangungscentrum 
macht und die Aufbangtmgsaxe der Geraden, auf welche sich jfc beziebfc, 
parallel laufeu lasst ? dass C der Scbwingungsmittelpunkt wird. Das 
Schwingungs- und Aufliangimgsc&ifrum sitid mitliin vertauscJibar und die 
durch diese Punkte lesfawnten Scliwingungsgeiten dieselben. 

1st die Oscillationsdauer gegeben, so ist I gegeben und die Gleictung 
(4) liefert zwei Wertbe far h. Sind diese A 1; Ji% und man beschxeibt 

1) Die Lage des Schwingimgsmittelpunkts eines KSrpers wurde zaerst von 
Huyghens in seinem im Jahrl673 in Paris erschienenen der Theorie der Pendel- 
uhren gewidmeten Werke Horologium Osciflatorium genau bestimmt. Die wicH- 
tigsten im Text gegebenen Satze wurden von ihm entdeckt. Da D'Alembert's 
Princip damals nicbt bekannt war, so musste Huyghens selbst einige Principien 
auffinden. Br ging von der Hypothese aua, dass der Schverpunkt verschiedener 
Grewichte, welche durch die Sch-werloraft in Bewegnng gesetzt werden and durch- 
aug beliebig aufeinander einwirken, nicht h5her als bis zu dem Punkt steigen 
kaon, von welchem er herabgefallen ist ( 68). Hnyghens meint, er nehme damit 
nnr an, dass ein schwerer Kdrper sich nicht von selbst in die E6*he bewegen 
kSnne. Der nachste Schritt in der Beweisfuhrung geschah durch den Satz, dass 
die Gesclroindigkeiten der materiellen Punkte, wenn diese Punkte von einander 
getrennt und richtig geleitet werden, in jedem Augenblick derart sind, dass der 
Skshwerpunkt in eine zweite Lage aufsteigt, welche ebenso 7u>ch iet als die erste. 
Denn, &sst man die Punkte die letzte Lage verlassen, dieselbe Bahn rackwtoiB 
zurficklegen, und vereinigt sie dann wieder zu einem Pendel, so steigt der Schwer- 
punkt wieder zu seiner ersten Lage in die H5he; ware diese aber h^her als die zweite, 
so wfbrde man mit der Hypothese in Widerspruch gerathen. Dieses Princip liefeat 
dieselbe Gleichung wie das modeme Princip der lebendigen Kraft. Der Best 
seiner Ausfohrungen ist von keinem grosseu Interesse. 
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zwei Cylinder mit der Geraden, auf welche der Tragheitsradius % sich 
bezieht, als Axe und 1t 17 hj, als Radien, so sind die Schwingungszeiten 
des Korpers urn alle Erzeugungslinien dieser Cylinder dieselben und 

annahernd gleich 2xy' 

Man besclireibe um dieselbe Axe einen dritten Cylinder, dessen 
Radius 7c ist. Weil nun I = 2k -f- - l ~ ^' ist, so bleibt I immer grosser 
als 2k und nimmt fortdauernd ab, solange h abnimmt und sich dem Werth 
7; nahert. Die Lange des gleichwerthigen einfachen Pendels wird auf diese 
Art bestandig kleiner, wenn sich die Aufhangungsaxe von aussen her 
dein Mantel dieses dritten Cylinders nahert. Wird die Aufhangungs- 
axe cine Erzeugungslinie des Cylinders, so ist die Lange des gleich- 
werthigen Pendels 2L Fallt die Aufhangungsaxe in das lonere des 
Cylinders und nahert sich dem Schwerpunkt, so nimmt die Lange des 
gleichwerthigen Pendels bestandig zu ; bis sie unendlich gross wird, 
wenn die Axe durch den Schwerpunkt selbst geht. 

Die Schwingungsdauer ist daher am kiirzesten, wenn die Axe eine 
Erzeugungslinie des Kreiscylinders vom Radius h ist. Die Zeit bez. 
der so gefondenen Axe ist jedoch kein absolutes Minimum; sie ist ein 
Minimum nur fur die einer gegebenen Greraden im Korper parallelen 
Axe. Um die Axe zu finden, far welche die Zeit ein absolutes Mi- 
nimum wird, muss man die Axe suchen, fiir die fc ein Minimum ist. 
In 23 ist nun bewiesen worden, dass die durch G gehende Axe, fur 
welche das Tragheitsmoment den kleinsten oder grossten Werth hat, 
eine der Hauptaxen ist. Die Axe daher, fur welche die Oscillations- 
dauer ein Minimum betragt, lauft der durch G gehenden Hauptaxe 
parallel, fur die das Tragheitsmoment am kleinsten ist. Wenn ferner 
3/"i s das Tragheitsmoment bez. dieser Axe bezeichnet, so befindet sich 
die Aufhangungsaxe in einem Abstand k yon ihr, den man nach jeder 
beliebigen Richtung abmessen kann. 

y 

93. Beisp. 1, Man sucbe die Zeit einer kleinen Schwingung eines Wurfels 
(1) wenn eine seiner Kanten, (2) wenn eine Diagonale einer Seitenflache festliegfc 
und die Axe in beiden Fallen horizontal ist Man zeige, dass die Lange des ein- 
fachen gleichwerfchigen Pendels im ersten Fall ~]/CE, im zweiten|- a ist, worin 
2 a die Lange der Kante des "Wurfels bedeutet 

Beisp. 2, Eine elliptische Lamelle ist der Art, dass der eine Parameter durch 
den Schwingungamittelpunkt geht, wenn die Ellipse um den anderen Parameter 
aln horizontale Axe achwingt; man "beweise, dass die Excentricitat ist. 

Beisp. ?T Ein Kreisbogen schwiagt um eine durch seinen Mittelpunkt gehende 
auf seiner Eb^ne senkrechte Axe. Man beweise, dass die Lange des einfachen, 
gleichwerthigen Pendels yon der Lange des Bogens unabhangig und dem doppelten 
Radius gleich ist. 

Beisp. f. Die Diohtigkeit eines Stabes Tariirt, wie der Abstand von dem 
einen Ende; man zeige, dass die auf ihm senkrechte Axe, fur welche die Oscil- 
lationsdauer ein Minimum ist, den Stab in einem der beiden Punkte trifffc, deren 
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Abstand vom Schwerpunkt J/5J a ist, wenn man unter a die Lange des Stabes 

versteht. 

** 
Beisp. 5 Man ermittle, welche Axe in der Fliiche einer Ellipse festgelegt 

werden muss, damit die Dauer einer klemen Schwingung ein Minimum sei. Man 
zeige, dass die Axe der grossen Axe parallel sein und die kleine HalLaxe 
halbiren muss. 

Beisp. 6.^ Ein gleichfSrmiger Stock ist frei an dem emen Ende aufgehangt, 
wahrend das andere sich dicht uber dem Boden befindet. Dem Stock wird dann 
eine Winkelgeschwmdigkeit in einer verticalen Ebene mitgetheilt und das Ende, 
an welchem ei aufgehangt war, losgelassen, wenn er urn einen "VVinkel von 90 
gestiegen ist. Welche Anfangsgeschwindigkeit muss man iVim geben, wenn er beim 
Aufschlagen auf den Boden aufrecht stecken bleiben soil? Man zeige, dass die er- 

forderliche Winkelgeschwindigkeit a> durch co 2 = - (3-| ^ -) gegeben ist, wo- 

* O> \ jt? p I/ 

rin 2jp irgend ein ungrades Vielfache von it und 2ec die Lange des Stabes ist. 

Beisp. 7. Zwei KSrper kSnnen sich frei und unabhangig unter der Wirkung 
der Schwere urn dieselbe horizontale Axe drehen; ihre Massen sind *, 7>i'; die 
Abstande ihrer Schwerpunkte von der Axe ft, h' und die L'angen ihrer einfachen 
gleichwerthigen Pendel I/, L'. Man beweise, dass die LSjnge des gleichwerthigen 
Pendels, wenn sie in den Gleichgewichtslagen aneinander befestigt werden, 
mhL-4-m'h'L' . , 

- 



Die Lange dieses resultirenden gleichwerthigen Pendels liegt zwischen L und 
X', falls li und h' dasselbe Vorzeichen haben. 

Wenn ein schwerer Punkt m' an ein schwingendes Pendel befestigt wird, so 
folgt daraus, dass die Schwingungsperiode vergrossert oder vermindert wird, je 
nachdem der Befestigungspunkt von der Aufhangungsaxe weiter oder nicht so 
weit entfernt ist als das Schwingungscentrum. 

Beisp. 8. Um eine Uhr, wie die grosse Westminsteruhr zu reguliren, ohne 
das Pendel anzuhalten, pflegt man auf eine an dem Pendel befestigte Schale ein 
kleines Gewicht hinzu zu legen oder wegzunehmen. Man zeige, dass die Schale in 
einem Abstand vom Auf hangungspunkt, welcher der halben Lange des einfachen 
gleichwerthigen Pendels gleichkommt, angebracht werden muss, wenn die gegebene 
Aenderung im Gang der Uhr durch die Zufugung eines mOglichst kleinen Ge- 
wichts erreicht werden soil. Man zeige auch, dass ein kleiner Irrthum in der 
Lage der Schale auf die Schwere des erforderlichen Gewichts keinen Einfluss hat. 

Beisp. 9. Ein kreisrunder Tisch vom Centrum wird von drei Beinen A A!, 
JB.B', CO' getragen, die auf einem vollkommen rauhen horizontalen Boden ruhen 
und ein schwerer Punkt P wird auf den Tisch gelegt. Plfitzlich gibt ein Bein CC' 
nach; man zeige, dass der Tisch und der Punkt sich sofort trennen, wenn jpc grosser 
als Jc* iet T unter p und c die Abstande der Punkte P bez. von der Linie AS ver- 
standen, welche die oberen Enden der Beine verbindet, und unter k den Trag- 
heitsradius des Tisches mit den noch fibrigen Beinen fflr die Linie A'B', welche 
die Fusepunkte der Beine verbindet. 

Die Trennung erfolgt, wenn die Anfaiigsnonnalbeschletuiigung des Tisches 
bei P grosser als die des Punktes ist. 

Beisp. 10. Ein nicht schwerer Paden wird um eine feste Ellipse gelegfc, deren 
Ebene vertical ist, und die beiden Enden aneinander befestigt. Der Faden ist 
langer als der Umfang der Ellipse. Ein schwerer Punkt kann auf dem Faden 
frei gleiten mid macht unter der Wirkung der Schwere Heine Schwingnugen. 
Man beweise, dass das einfache gleichwerthige Pendel der ErunrmungsradiiiB der 
durch die Gleiohgewichtslage des Punktea gehenden confocalen Ellipse ist, 
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94. Die Einwirkung des Temperatnrweehsels. Soil ein Pendel 
eine Uhr reguliren, so muss die Schwingungsdauer unveranderlich sein. 
Da alle Substanzen sich Lei jedem Wechsel der Temperatur ausdehnen 
oder zusammenziehen, so andert sich offenbar der Abstand des Schwer- 
punkts des Pendels von der Axe und das Tragheitsmoment fiir sie be- 
standig. Die Lange des einfachen gleichwerfchigen Pendels hangt jedoch 
nicht von jedem dieser Elemente ftir sich genommen ab, sondern von 
ihrem Verhaltniss zu einander. Konnen wir dalier ein Pendel derart 
construiren, dass die Ausdehnung oder Zusammenaiehung seiner ver- 
schiedenen Theile dieses Verhaltniss nicht andert, so hat ein Temperatur- 
wechsel keinen Einfluss mehr auf die Schwingungsdauer. Eine Schil- 
denmg der verschiedenen Methoden, die ztir Losung dieser Aufgabe 
vorgeschlagen wurden, findet der Leser in jedem Bueh fiber Uhren 1 ). 
Wir wollen hier der Erlauterung wegen nur eine einfache Construction 
angeben, welche viel gebraucht worden ist. Sie wurde von &eorg Gra- 
ham um das Jahr 1715 erfunden und von ilun in Band 34 der Phil 
Trans. 1726 (gedruckt 1728) beschrieben. 

Eine schwere Fltissigkeit, wie z. B Quecksilber, wird in einen gusseisemen 
Cylinder gegossen. Eisen wird benutzt, theils weil es keine chemisclien Ver- 
bindungen mit dem Quecksilber eingeht, theils weil sein AusdehnungscoefEcient 
nicht gross ist. Eine eiserne Stange wird in das obere Ende des Cylinders ge- 
sctiraubt und auf die gewOhnliche Art an einem festen Punkt aufgehangt. Die 
abwSrts gerichtete Ausdehnung des Eisens bei einer TemperaturerhShung sucht 
das Schwingungscentrum tiefer zu legen, wfthrend die aufwarts gerichtete Aus- 
dehnung des Quecksilbers es zu erhdhen sucht Es ist nun zu finden, unter welch er 
Bedingung die Lage des Schwingungscentrums im Ganzen unyerandert bleibt. 

Mk* sei das Tr&gheitsmoment des eisernen Cylinders und Stabs for die Auf- 
hangungsaxe, c der Abstand ihres gemeinschaffclichen Schwerpunkts von dieser 
Axe, I die Lange des Pendels vom Aufhangungspunkt bis zum Bo den des Cylinders, 
a der innere Radius des Cylinders; nM die Masse des Quecksilbers, Ji die Ho*he, 
welche es im Cylinder einninomt. 

Das Tragheitsmoment des Quecksilbercyliuders fur eine durch seinen Schwer- 

punkt senkrecht zu seiner Axe gehende Gerade ist nach17, Beisp,8 ; nM I -- f- 5L 
Das Tragheitsmoment des ganzen KSrpers bez. der Aufhangungsaxe ist daher 



und das Moment der ganzen in ihrem Schwerpunkt vereinigten Masse 

1) Eeid's on Clocks; Denison's treatise on Clocks and Cloclmateing in 
TTeoPs Series, 1867; Captain Eater's treatise on Mechanics in Lardner's Cyclo- 
paedia, 1830. Von deutsehen Buchern sind zu empfehlen: Gelcich, Handbuch der 
Uhnnacherkonst, Wien, 1892; Meidner, Handbuch der Uhrmacherkunst, Wies- 
baden, 1871; A%. Journ. fur Uhrmacherkunst; J. A. C. Oudemans, Ueber die 
Compensation eines Secundenpendels far Temperatur und Lnfbdruck vennittelst 
eines Quecksilbercylinders und eines Krflger'sohen Manometers, Astr. Nachr. 100, 
1881; Melde, Theorie und Praxis der astronomischen Zeitbestimmung, Tubingen 
1876; A. Ertiger, Barometercompensation an Pendeln, Astr. Nachr. 62, S. 279; 
W. A. Nippoldt, Bin neues fur Temperatur- und Liiftdruckschvankuiigen com- 
pensirtee Pendel, Zeitschr. Insfcrumentenkande, 1889, S. 197, 
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Die Lange L des einfachen gleidrwerthigen Pendels ist das Yerhaltniss die&er 
beiden Ausdrficke und reducirt 



L 



Die lineare Ausdehnung der Substanz, aus welcher der Stab und der Cylinder 
bestehen, sei a und die des Quecksilbers fur jeden Grad des Thermometers. 
Wird das Fahrenheit'sche Thermometer benutzt, so ist nach Yersuchen von 
Dulong und Petit a = 0,0000065668, > 0,00003336. Es sind daher a und (3 
so klein, dass man ihre Quadrate vernachlassigen kann. Bei der Berechnung der 
Hohe des Quecksilbers muss man berucksichtigen, dass der Cylinder sich auch 
nach der Seite ausdehnt, die bezftgliche verticale Ausdehnung des Quecksilbers, 
also 3 (3 2 a ist t die wir mit y bezeichnen wollen. 

Wird nun die Temperatur eines jeden Theils um t erhdht, so vergr5asern 
sich a, ?, fc, c im Yerhaltmis von l-\-atil,h dagegen im Verhaltniss von 1 + y t : 1. 
Da L unverandert bleiben soil, so ist 



L ist aber eine homogene Function erster Dimension, also 
cL cL j . cL j . cL oL 

"3 a ~T o 7* H" TT- rC + ~? C + -r-r- rl = L . 

da ^ dl ^ k * &c ' ch 
Durch Substitution erhalt man daher die Bedingung 

o; h bL 



Bedeuten nun A, E den Zahler und Nenner dee Ausdrucks fur L in Gleichung 
(1), so erh&lt man durch Differentiation, nachdem man rechts und links den natur- 
lichen Logarithmus genommen hat, 



L Cti 

Die gesuchte Bedingung ist 



(2) 



Diese Bechnung hat mehr theoretischen als praktischen Werth, veil die 
Zahlenwerthe von a und /? zum guten Theil von der Reinheit der Metalle und 
der Art, in welcher sie hergestellt wurden, abhangen. Man muss daher schliess- 
lich zum Probiren seine Zuflucht nehmen. Wird der Gang der Uhr durch einen 
Temperattu-wechsel alterirt, so andert man die Masse des Quecksilbers im Cy- 
linder um ein Gennges, bis sich durch weitere Yersuche herausstellt, dass die 
Ausgleichung gemlgend ist. 

Bei dieaer Untersnchnng haben wir a. und ft als absolut constant YOraus- 
gesetzt, dies ist jedoch nur sehr annahernd richtig. Ein Temperaturwechsel von 

45 C wurde ^ um nicht ganz seines Werthes andern. 



30 JKapitel HI. Bewegung urn eine feate Axe. 

Hat man diese Bericbtigungen gemacht, so 1st die Compensation auch aus 
eincm andern Grund nicht genau nchtdg, veil namlich vorausgesetzt wurde, der 
eiserne Cylinder und dus Quecksilber batten dieselbe Temperate Die verschie- 
denen Maturialiun aLer, aus denen das Pendel besteht, absorbiren die Warme nut 
verschiedener Gesehwindigkeit; wahrend sicb daher die Temperatur kndert, wird 
der Gang der Uhr noeh einen klcinen Fehler aufweisen. 

Die gauze Lunge eines Secundenpendels dieser Art Letrkgt ungefahr 1117 nun 
<44 engl. Zoll), dedsen Ausdeknung und Zusaminenziehung durcli eine Quecksilber- 
^ilule in' dem Cylinder von etwa 178 mm (7 engl. ZoU) Lange corrigirt wird. Der 
Radius des Cylinders ist gewohnlich et^a 25 mm (1 engl. ZoU) lang Das Ge- 
wicht des QueckaUbura betragt dann 4V f 5 V s Kilogramm und das Gesammtgewicht 
mit EinschluRs des Cylinders, der Stange nnd des Gehauses etwa 6,3 Kilogramm. 

Beisp. Ala erste AnnLdierung LetracMe man das Quecksilber als das Ge- 
wiclit, wabrend der Cylinder und die Stange nur so viel Masse besitzen sollen, 
dass sie das Quecksilber tragen konnen. Wir nehmen ferner an, h und a seien 
soviel kleiner als L, dass wir ihre Quadrate im Verhaltniss zu L vemachlassigen 
koiinen. Man beweise, dass man. aus Gleichnng (1) erhalt: Zr = Z h und aus 



95. DeP Anftrieb der Luft. Eine weiteie Ursache zu Fehlern bei der 
Pendeluhr liegt in dem Auftaieb der Luft. JEr ist erne aufwarts gerichtete, an dem 
SchweryunH des Volutn&tw des Pendels angreifende Kraft, die d&n Gewieht der ver- 
drangten Luft gleichkommt. Eine sehr geiinge Aenderung der rundamentalunter- 
Buchung in 92 setzt uns in den Stand, sie in Eeclmung zu ziehen. V sei das 
Volumen des Pendels; D die Dichtigkeit der Luft; ^, \ die Abstande der Schwer- 
punkte der Masse bez. des Volumens von der Aufhangungsaxe ; WP das Trag- 
heitsmoment der Masse fiir die Aufhilngungsase. Ferner wollen wir annenmen, 
das Pendel aei bez. einer Ebene symmefarisch, welche die Aie und jeden der beiden 
Schwerpunkte enthalt. 

Die Bewegungsgleichung ist dann 

sin0 +7Dgh t sine ...... (1) 



Daraus folgt auf dieseibe Art wie fruher, wenn Z die Liinge des gleich- 
werthigen Pendels ist, 

T^-^ir- ......... w 

Die Dichtigkeit der Luft ist nun bestandigen Aenderungen unterworfen, 
welche durch den EBhenstand des Barometers angezeigt werden. Es sei h der 
Werth der rechten Seite der Gleichung fur eine normals Dichtigkeit D. Nimmt 
man an, die thatsachliche Dichtigkeit ware D + 3D und I + $1 die entsprechende 

Lange des Secundenpendels, so erhalt man durch Differentiation p = 7s a ...... ^, 

, .... SI \VD$D 
und mithm y = -^ij-^-* 

Diese Fonnel liefert in passender Form die Aenderung der Lange des gleich- 
werthigen Pendels, welche ein Wechsel in der Dichtigkeit der Luft znr Folge hat. 

96. Beisp. 1. "Wenn die Schwerpunkte der Ma-saeimd des Volumens nahezuzu- 
aammenfallen und dae Gewieht der verdiangten Luft ^ des Gewichts des Pendels 
betrugt, zu zeigen, dass ein Steigen dea Barometers um 25 rn-m einen Fehler im 
Gang des Secundenpendels von etwa einer Funftelsecunde pro Tag zur Folge hat, 
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Dieses Beibpiel setzt uns in den Stand, die Eurwirkung det Steigeu* de* 
Barometers auf den Gang eines eisernen Pendelb ungeiahr abzuschdtzen 

Beisp 2 Man zeige, dass das yon der Dichtigkeit der Luft abhungige 
Steigen oder Fallen des Quecksilbers eines am Ponclel angebrachten Barometer^ 
dazu benutzt werden kann, die O&cillationsdauer unverandert zu erhalten Die&e 
Methode wurde zuewt von Dr. frobinson in Armagh 1831 im 5 Band der 
Memoiren der Astronomical Society und spUter von Deni&on in den Antronotmcal 
notices, Jan. 1873, vorgeschlagen. In den 1859 erachienenen ArmafjJi Places />/' 
Stars beschreibt Dr. Robinson die Sclrvderigkeiten , niit denen er bfi der Aus- 
fuhrung zu kampfen hatte, ehe er niit dem Gang der Or zufiied^n -war 

Der Quecksilbercylinder in Graham's Quecksilberpenrlel kann, wi* k D^rn^on 
bemerkt, als Gefass far das Barometer benutzt werden. 

Die der Construction zu Grunde liegende TJieorie beruht darauf, dass man, 
bei der Differentiation der Gleichung (2j, 7: 2 etc als variabel, 7 dagegeu als con- 
stant amn'mmt. 

Professor Eankine machte in einem in der British Association, 1853 ge- 
haltenen Vortrag von einer Uhr mit einem centrifugal en oder rotirenden Pendel 
Mittheilung, von dem ein Theil aus einem Heberbarometer bestehen sollte. Da 
Steigen und Fallen des Barometers wfirde das Tempo des Ganges der Uhr derart 
regeln, dass die nnttlere Hohe der QuecksilbersS-ule wilhrend einer langen Zeit aich 
selbst registriren wiirde 

Bei&p 3. Ximmt man an, das Pendel schleppe eine Quantitat'Luft mit sich, 
welche in constantem Verhaltniss zur Dichtigkeit D der umgebenden Luft steht 
und filgt yl) dem Tragheitsmoment des Pendels hinzu, ohne die bewegende Kraft 
zu vergrSssern, zu beweisen, dass die Veranderung des gleichwerthigen einfachen 
Pendels, -welche durch eine Veranderung der Dichtigkeit 6D hervorgerufen wird, 

t - ^ S 105) 

97. Durch Versuche ermittelte TragMtsmomeEte. Bei vielen ex- 
perimentellen Untersuchungen hat man das Tragheitsmoment des Korpers, 
mit dem das Experiment gemacht wird ? fur irgend eiue Axe noting. 
Hat der Korper eine regelmassige Gestalt und ist er homogen oder 
sind die bei dieser Annahme gemachten Pehler so gering, dass man 
sie vernachlassigen kann, so lasst sich das Txagheitsmoment durch 
Erechnnng bestimmen. Dies ist aber manchmal nicht der Fall. Konnen 
wir nun den Korper unter dem Einfluss der Schwere um irgend eine 
Gerade, welche der gegebenen, in horizontale Lage gebraehten, Axe 
parallel ist, schwingen lassen, so lasst sich mittelst der Gleichung (4) ? 92 
der Tragheitsradius fiir eine parallele durch den Schwerpunkt gehende 
Axe bestimmen. Dazu ist aber erforderUch, dass die Abstande des 
Scihwerpunkts von den Axen sehr genau ermittelt werden. Manchmal 
ist es vortheilhaffcer, den Korper an einem Pendel yon bekaainter Masse 
zu befestigen, dessen Tragheitsradius bez. einer festen horizontaleu Axe 
vorher durch Beobachtung der Oscillationfidauer ermittelt worden isi 
Durch. eine erneute Bestimmung der Oscillationsdauer kann man dann 
das Trlgheitsmoment des zusammengesetzten Ktfrpers und damit auch 
des gegebenen finden, wenn die Massen bekannt sind. 
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1st der Korper eine Lamelle, so lassen sich auf diese Art die 
Tragheitsradien fttr drei durch den Schwerpunkt gehende Axen er- 
mitteln. Misst man dann langs dieser Axen drei Langen ab ; die den 
Tragheitsradien umgekehrt proportional sind, so erhalt man drei Punkte, 
die auf einer Centraltragheitsellipse liegen. Die Ellipse lasst sich nun 
leielit construiren. Die Riehtungen ihrer Hauptdiameter sind die Haupt- 
axen und die reciproken Werthe ihrer Langen stellen nach demselben 
Massstab, wie zuvor, die Haupttragheitsradien dar. 

1st es ein raumlicher Korper^ so bestimmen sechs beobachtete 
Tragheitsradien die Hauptaxen und Tragheitsmomente fiir den Schwer- 
punkt. Meistens wird jedoch durch besondere Umstande des speciellen 
Problems das Verfahren vereinfacht werden. 

Das folgende Beispiel erl'autert den Gebrauch der Methods der Bestimmung oder 
Elimination der unbekanntenTrsigheitsmomente, -welche bei gewissen experimentellen 
Untersuchungen vorkommen. Weitere Beispiele findet man in den 99, 122, etc, 

Beisp. Ein symmetrischer Magnet kann sich frei um eine yerticale Axe 
drehen, die durch seinen Mittelpunkt geht und die Wirkung des Erdmagnetismua 
wird durch em Paar dargestellt, dessen Moment .Fsin 6 ist, wenn 6 den Winkel 
bezeichnet, den die Axe des Magnets mit dem Meridian macht. Die beiden Enden 
des Magnets kSnnen nach Belieben mit zwei gleichen, kugelf5rmigen Metall- 
gewichten beladen werden, die mittelst scharfer Spitzen derart auf dem Magnet 
ruhen, dass sie an der Botationsbewegung des Magnets keinen Antheil nehmen. 
Wenn I das Tragheitsmoment des Magnets, p die Masse einer jeden der beiden 
Kugeln, 2c der Abstand ihrer Mittelpunkte ist, zu beweisen, dass die Schmngungs- 
zeiten ohne und mit den Kugeln 

1 i 

T=2a{I/Ff bez. T 2ie{(I+2pc*)/Ff 

sind, woraus I und F sich finden lassen, wenn T und T' beobachtet wurden. 
Wenn die Kugeln mit dem Magnet feat verbunden werden, so muss man 2fic* 

um /ie* vennehren, worin e der Radius ist (siehe 148), In diesem Fall muss 

e so gut wie c gemessen werden; jedoch wird der in Folge der Reibung am Be- 
festigungspunkt entstehende Pehler vermieden. Man schreibt diese Art den Werth 
yon F zu finden in der Eegel Weber zu. Siehe Taylor's translations of foreign 
scientific memoirs und Airy's magnetism, ubersetzt von P. Tietjen: Ueber den 
Magnetismus, Berl , 1871. Die Methode rfihrt yon GUuss her; Intensitas vis 
magneticae etc.; auch in Ostwald's Elassikern erschienen (1853). 

98. Die Lange des Seenndenpendels. Die Schwingungen eines 
starren Korpers kann man dazu benutzen, den Zahlenwerth der be* 
schleunigenden Eraffc der Schwere zu bestimmen. T sei die halbe Dauer 
einer kleinen Oscillation eines Korpers im luffcleeren Eaum um eine 
horizontale Axe ; h der Abstand des Schwerpunkts von der Axe ; k der 
Tragheitsradius fSr eine parallele durch den Sctwerpunkt gehende Axe. 
Dann ist nach 92 

fc*+# = ;ifc2 72 (1), 

wenn A = ^5, also die Lange des einfachen Pendels ist, dessen roll* 
stSndige Schwingungsdauer zvei Secunden betragt. 
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Wir konnen diese Formel auf einen regelmiissigen Korper an- 
wenden, fur den ft und h sich durch Redlining ermitteln lassen. Man 
hat auf diese Art Experimente mit einer parallelepipedisclien Stauge 
gemacht, die wie ein Draht in die Lange gezogen war und an einem 

7.2 l_ 7> 2 

Ende aufgehangt wurde. ^ ~ 7 d, h. also die Lange des gleich- 

werthigen einfachen Pendels, ist in diesem Fall, wie man sich leicht 
iiberzeugt 7 zwei Drittel der Lange des Stabes. Aus der vorstehenden 
Formel ergibt sich dann A oder g, sobald man die Oscillationsdauer 
beobachtet hat. Dadurch, dass man den Stab umdreht und das Mittel 
aus den Ergebnissen in den beiden Lagen nimmt, kann man einen aus 
dem Mangel an Gleichformigkeit der Dichtigkeit oder der Figur ent- 
stehenden Fehler wenigstens theilweise corrigiren. Es hat sich jedoch 
als unmoglich gezeigt, einen so gleichformigen Stab zu beschaffen, dass 
die Resultate ubereingestinunt hatten. 

99. Lassen wir einen Korper nacheinander um zwei parallele 
Axen schwingen ; welche verschiedenen Abstand vom Schwerpunkt haben ? 
so erhalten wir zwei Gleichungen von der Art wie (1) 



Aus ihnen lasst sich nun If eliminiren, so dass 

n *~ 7r ~ = hT* XT'* ...... (3). 

Diese Gleichung liefert A. Da Jfc 2 verschwunden ist, so hat die Gestalt 
nnd Structur des Korpers keinen Einfluss mehr. Man bringt in dem 
Korper zwei Oeffimngen an> in welchen Schneiden befestigt werden, 
und gibt diesen Oeffimngen eine dreieckige Gestalt, um Gleiten zu ver- 
hiiten. Den Korper, der auf der einen Schneide ruht, lasst man dann 
Heine Schwingungen machen. Die senkrechten Abstande h, Jf des 
Schwerpunkts von den Axen (den Schneiden) mfissen mit grosser Sorg- 
falt gemessen werden. Die Formel gibt dann L 

Ein solches Pendel heisst ein Seversionspendel und wurde zuerst 
durch Bohnenberger und spater unabhangig von ihm durch Kater 
erfonden. 

100. Bei Capt. Kater's Methode (Phil. Trans. 1818) ist der 
Korper mit einem gleitenden Gewicht in der Gestalt eines Ringes ver- 
sehen, der mittelst einer Schraube auf- und abbewegt werden Iran.?}. 
Der Korper selbst hat die Form einer Stange und die Oeflhungen sind 
so angebrachty dass der Schwerpunkt zwischen ihnen liegt. Das Ring- 
gewicht wird nun so lange bewegt, bis die beiden Oscillationszeiten 
genau gltich sind. Die Gleichung (3) zur Bestimmung von A erhalt dann 
die Gestalt 

6* 
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}i + lt'_ _ y-' (4) . 

Die Construction bat deii Vortheil, dass man die Lage des Sehwer- 
ptmkts den man durch Experimente nicht ohne Schwiengkeiten er- 
mittdn kann, nieht braueht, da nur fc-f ft', der genaue Abstand der 
Schneiden, nothig ist Der NachtheH besteht darin, dass das Gemcht 
in Gestalt des Binges solange bewegt werden muss, bis die beiden 
Oscillationszeiten, von denen jede schwierig zu beobachten ist, gleich sind. 

101. Der Gfleichung (3) kann man die Form geben 



h JL K T* + T* . , T2 _ 

= 2 ^"2h-h f(J - 

Wenn man daher den Korper so einriclitet, dass die Schwingungszeiten 
um die beiden Aufhangeasen nahezu einander gleich sind ? so wird 
/jTT2_ ys tj e i n un d es reicht daher aus, wenn man in dem letzten 
Gflied fiir h und Ji ihre Nahenmgswerthe setzt Die Lage des Schwer- 
punkts muss man natiirlich so genau wie moglich ermitteln; ein kleiner 
Fehler in seiner Lage hat aber keine sehr grosse Folge, da er mit der 
kleinen Grosse T 2 T* multiplicirt wird. Der Vorzug dieser Con- 
struction vor der Kater'schen besteht darin, dass das Ringgewicht 
entbehrlich wird und das einzige Element, das mit der aussersten Ge- 
nauigkeit gemessen werden muss ; Ji + h', der Abstand zwischen den 
Schneiden ist. 

102. Um den Abstand zwischen den Schneiden zu messen, ver- 
glich Capitain Eater zuerst die yerschiedenen Normallangen miteinander ; 
die damals in Gebrauch waren, und durch welehe er die Lange seines 
Pendels ausdriickte. Seither ist eine yiel yollstandigere Vergleichung 
dieser und anderer Normalmasse durch den zu diesem Zweck im Jahr 
1843 eingesetzten Ausschuss yorgenommen worden. Phil. Tram. 1857. 

Nachdem Eater seine Langeneinheit festgesetzt hatte, begann er 
den Abstand zwischen den Schneiden mit Hiilfe von Mikroscopen zu 
messen. Er wandte dabei zwei Methoden an, die jedoch hier nicht 
beschrieben werden konnen. Dagegen wollen wir zeigen ? welehe 
ausserordentliche Sorgfalt bei diesen Messungen nothig ist. Obgleich 
die Bilder der Schneiden stets Yollkorcunen scharf mit Haren Umrissen 
waren, so betrug doch ihr Abstand ? wenn der Hintergrund, auf dem 
man sie sah, schwaiz war ? 0,01453 eines Millimeters weniger, als wenn 
der Hmtergnrnd weiss war. Dieser Unterschied blieb derselbe, man 
mochte dem Object und dem Hintergrund eine relative Beleuchtimg 
geben 5 welehe man wollte, so lange nur der Unterschied von weiss 
und schwarz gewahrt blieb. Drei Reihen von Messungen wurden vor- 
genommen, zwei beim Beginn der Experiment e und die dritte einige 
Zeit spater, Der Zweck der letzteren war, festzustellen, ob die Schneiden 
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durch den Gebrauch gelitten batten. Die mittleren Kesultate dieser 
drei Reihen yon Messungen differirten weniger als den vierhundertsten 
Tbeil eines Millimeters voneinander, wahrend der zu inessende Abstand 
etwa einen Meter betrug. 

103. Die Dauer einer einzelnen Schwingung kann man nicht 
direct beobachten, weil man dann einen Theil einer Zeitseeunde, Trie 
sie die Uhr zeigt, mit dem Auge oder Ohr abschatzen miisste. Die 
Schwierigkeit beseitigt man dadurch, dass man die Zeit von, man sage, 
tausend Oscillationen beobachtet, wodurch der fur die Zeit einer ein- 
zelnen Schwingung begangene Peltier durch tausend dividirt wird. 
Die Arbeit, so viel zahlen zu miissen, kann man sick durch die An- 
wendung der von M air an erfundenen und von Borda vervollstandigteu 
,,Methode der Coincidenzen" ersparen. Das Pendel wird einem IJhr- 
pendel gegeniibergestellt, dessen Schwingungsdauer nur sehr wenig 
von der seinigen verschieden ist. Man bringt auf den beiden Pendeln 
Zeichen an, die man durch ein Telescop an dem tiefsten Punkt ihrer 
Schwinguugsbogen beobachtet. Das Gesichtsfeld wird durch einen Spalt 
auf eine enge Oefihung beschriinkt, durch welche man die Zeichen bei 
ihrem Durchgang beobachtet. Bei jeder tblgenden Oscillation riickt 
das eine Pendel dem andern naher, bis sein Zeichen sich zuletzt mit 
dem andern wahrend des Durchgaugs durch das Gesichtsfeld des 
Telescops vollstandig deckt. Nach einigen Schwingungen erscheint es 
wieder und ist dem andern voran. In der Zwischenzeit zwischen dem 
einen Verschwinden bis zum nachsten hat das eine Pendel so nahe 
wie nur moglich eine wUe Schwingung mehr gemacht, wie das andere. 
Wir mflssen daher die An^aTil der Schwingungen, welche eines der 
Pendel in diesem Zeitraum macht, zahlen. Beim Beginn des Zahlens 
moge das eine Pendel, so genau, wie wir es nur zu beurtheilen ver* 
mogen ; mit dem andern sich decken. Nehmen wir an, nach n halben 
Schwingungen des Uhrpendels sei die Coincidenz der Zeichen noch 
nicht ganz eingetreten, nach n -{- 1 halben Schwingungen dagegen 
schon vortiber. Geht das TJhrpendel langsamer als das andere, so 
muss das letztere n + 2 oder n + 3 halbe Schwingungen in dem Zeit- 
izitervall gemacht haben. Die Zeit einer halben Schwingung des Pendels 

liegt daher zwischen den Briichen ^ und >fF "]" der Oscillationsdauer 

$1 "(~ M ')l "-J- O 

des UhrpendelSp Nimmt man eine dieser Annaherungen als die 
wirkliche Dauer einer halben Schwingung des Pendels an, so ist der 

n 

Pehler kleiner als 7 . w , der Zeit einer halben Schwingung des 

(M + 2) (tt-f-S) ^ 

TJhrpendels. Der Fehler variirt mithin nahezu umgekehrt wie das 
Quadrat der Am^Til der Schwingungen srwischen zwei Ooincidenzen der 
PendeL Auf diese Art fand man, dass 530 halbe Schwingungen eines 
Uhrpendelfl, von denen jede eine Secunde dauerte ? 532 solchen Schwin- 
von Capitain Eater's Peudel entsprachen. Der Fehler, dea 
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man bei dieser Auniiherung begeht, 1st so klein, dass er in 24 Stunden 
erst auf etwa 4 Secunden anwachst. Das Verhaltniss der Oscillations- 

5 

dauer des Pendels und des Uhrpendels lasst sich derart mit ausserster 
Genauigkeit berechnen. In welchem Tempo die TJhr geht, muss man 
dann astronomisch bestimmen. 

Man beaclite die Aehnlichkeit zwischeu diesem Verfahren und dem 
Gebrauch des Nonius bei der Vergleichung der Langen. Selbstver- 
st-andlich sind sie verschieden, weil der Nonius auf den Raum an- 
gewendet wird und wir es hier mit der Zeit zu thun haben; das all- 
gemeine Princip aber ist dasselbe. 

104. Die so gefundene Schwingungszeit erfordert noch mehrere 
Berichtigungen (Reduetionen). Ist z, B. die Oscillation nicht so klein, 
dass man in 92 sin = setzen kann, so muss man eine Reduction 
auf unendlich kleine Bogen machen. Wie dies im Allgemeinen aus- 
zufiihren ist, wird in dem Kapitel iiber unendlich kleine Schwingungen 
erortert werdeu. Eine andere Reduction wird erforderlich, wenn das 
Resultat auf dasjenige, welches es auf dem Niveau des Meeres gewesen 
ware, gebracht werden soil. Der Anziehungskraft des dazwischenliegenden 
Landes lasst sieh nach Dr. Young's Regel (Phil Trans. 1819) Rech- 
nung tragen. Man erhalt so die Schwerkraft auf dem Niveau des 
Meeresspiegels, indem man armimmt, alles Land tiber dieser Hohe ware 
weggeschnitten und das Meer gezwungen, seine gegenwartige Hohen- 
lage beizubehalten. Da diese Lage durch die Anziehung des Landes 
verandert wird, so sind noch weitere Correctionen nothig, wenn 
wir das Resultat auf die Oberflache des Rotationsellipsoids reduciren 
wollen, welches der Gestalt der Erde am nachsten kommt. Siehe Cambr. 
Phil Trans. Vol. YDDL On the variation of gravity at the swrfaee of 
earth von Sir GK Stokes, 1849. 

Baily gibt die Lange des Pendels, dessen halbe Oscillationszeit 
eine mittlere Sormensecunde dauert, in der freien Luft ia der Breite 
von London zu 993,97 mm und eines ebensolchen fur Sternsecunden zu 
988,55 mm an. 

105. Correction fiir den Widerstand der Loft. Die Beobachtungen mussen 
in der Lufb gemacht werden und sind daher, tun die voile Jlraffc der Sohwere zu 
ennitteln, auf einen luffcleeren Raum zu reduciren. Diese Reduction besteht aus 
drei Theilen: (1) der Berichtigung fur den Auffcrieb der Luffc, (2) Du Buat's Cor- 
rection fur die yon dem Pendel mitgeriseene Lufb, (3) dem Widerstand der Luffc. 

F sei das Volumen des Pendels, welches sich durclt Abmessen der Dimen- 
flionen des KQrpera ermitteln lasst. Da die ,,Reduction auf den luffcleeren Raum" 
nur eine Correction ist, so haben kleine unvenneidliche Fehler beimMessen nur die 
Wirkung kleiner GrCssen zweiter Ordnung auf den Werth von \. $ sei die Dichtig- 
keit der Luffc, wenn dae Pendel um die eine Schneide schwingt, $ die Dichtigkeit 
fi5r das Schwingen um die andere Schneide. Dauert die Beobachtung nicht langer 
als eine oder zwei Stunden, so kann man 9 = 0' setzen. Die Wirkung des Auf- 
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triebs der Luffc wird dadurch beriicksichtigt, das& man annimmt, eine Kraft 
wirke am Schwerpunkt des Volumens des Korpers aufwarts 1st der Ko'rper bez 
der beiden Schneiden so genau wie es nur moglich ist, pymmetri&ch gearbeitet, 
so liegt dieser Schwerpunkt in der Mitte zwischen den beiden Schneiden Vergl. 95. 

Du Buat entdeckte durch Experimente, dass ein Pendel pine gewisse Masse 
Luft mit sich bin und her scbleppt, welche seme Tragheit vergrossert, ohne die 
bewegende Kraft der Sclrwere zu erhohen. Es ist dies yon Bess el und Stokes 
bestatigt worden. Die mitgescbleppte Luft steht zu der durch den Korper ver- 
drangten Luftmasse in einem Yerbaltniss, welches von der ausseren Gestalt des 
Karpers abhangt. Wir wollen es durch pVg darstellen. Ist der Ko'qier bezug- 
lich der Schneiden Bymmetrisch, so dass seine aussere Gestalt fur jede der beirlen 
Schneiden als Aufhangungsaxe dieselbe bleibt, so ist p fur jede Art der Scbwin- 
gungen das gleiche. Ist V der Tragheitsradius der mitgeschleppten Luft fiir eine 
der beiden Aufhangungsaxen und m die Masse des Pendels, &o muss zu dem k* 
in Gleichung (1), 92 und daber auch in 98 das Glied pF>fr'Yi hinzugefugt 
werden. 

Zieht man diese beiden Correctionen in Eechnung, so ivird Gleichung (1) in 98 



und die entsprechende fur die Schwingung um die andere Schneide 
A (S + h -\ - = ^ - g / " 

Daraus muss k* wie fruher eliminirt werden. Nimmt die Beobachtungszeit 
bez. der beiden Schneiden nicht zu viel Zeit in Anspruch, so kann man $ = p 
setzen und Du Buat's Correction rerschwindet dann. Das ist natiirlich ein 
grosser Vortheil. Man erhalt dann 



worin das letzte GHed sehr klein ist, weil T und T sich nahezu gleich kommen. 
Der Widerstand der Luft ist eine Function der Winkelgeschwindigkeit dd/dt 
dea Pendels. Die Geschwindigkeit ist sehr klein; nehmen wir daher an, dass das 
Maclaurin's Theorem sich anwenden l^sst, d. h. dass kein Coefficient eber Po- 
tenz, welche h6her als die erste ist, sehr gross ist T so wird der Widerstand pro- 
portional dB/dt. Die Bewegungsgleichung erhalt mithin die Gestalt 



wo 2n/n die Dauer einer vollstandigen Schwingung im luftleeren Ramn ist und d^e 
rechte Seite von dem Widerstand der Luft herruhrt. Das NShere fiber diese 
aieichung findet man in dem Kapitel, das von den kleinen Oscillationen handelt. 
Siehe: Du Buat, Pnnctpes d'hydraulique 1786 I 1 . W. Bessel, KSnigl. 
Akademie der Wissenschaften, Berlin 1826. Baily an the correction of the pen- 
dulw* PM. Trans. 1832. Account of the operations of the great tngonornetrical 
survey in India von Capt, Heaviside 1879. General Walker's account of recent 
pendutom operations etc,, Phil. Trans. 1890. 

106. Die Construction eines Pendels. Bei der Construction ernes 
Bever^ionspendels zur Messung der Schwerkraft sind folgende Ptankte 
von Wichtigkeit: 
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1) Die Aufhangungsaxen oder Schneiden durfen vom Massen- 
sehwerpunkt mcht denselben Abstand haben. Sie sollen parallel zu 
cinauder sein. 

"2) Die Oseillationsdauer soil fur die beiden Schneiden gleich sein. 

H) Die aussere Gestalt des Korpers muss symmetrisch und fur die 
beiden Aufhiiagungsaxen dieselbe sein. 

4) Das Pendel muss eine so regelmassige Grestalt haben, dass die 
Diinensionen aller Theile sich leicht berechnen lassen. 

Diesen Bedingungen wird geniigt, wenn das Pendel die Gestalt 
ernes rechtwinkligen Parallelepipeds mit einem Cylinder an jedem Ende 
hat. Diese Cylinder sollen ihrem Aeusseren nach congruent, der eine 
jedoch massiv, der andere hohl und derart sein, dass der Atstand 
zwischen den Schneiden so nahe als nur moglich der durch Sechnung 
gefundenen Lange des gleichwerthigen einfachen Pendels gleichkommt. 
Em solches Pendel heisst ein JS^)50?fsches. 

o) Das Pendel soil soweit als moglich yon demselben Metall verfertigt 
werden, damit es bei Temperaturanderungen sich selbst ahnlich bleibt. 
Da die Oscillationszeiteu iihnlicher Korper sich andern, wie die Quadrat- 
\vurzel aus ihren linearen Dimensionen, so Itisst sich alsdann die 
beobachtete Schwingungsdauer leicht auf eine Normaltemperatur redu- 
ciren. Die Schneiden dagegen miissen aus einem festen Material her- 
gestellt werden, so dass man gegen Verletzungen derselben moglichst 
gesichert ist. 

107, Beiap. 1. Fur den Fall, dass die Schneiden nicht vollstandig scharf 
sind, sei r der VnterscMed ilirer Kriimmungsradien; man be^weise, dass nahezu 



ist, wenn das Pendel im luftleeren Raum schwingt. Die Correction verschwindet 
olfenbar, venn die Schneiden gleich acharf sind. Durch Umtauschen der Schneiden 
erhalt man dieselbe Gleichung mit anderemYorzeichen yon r. Stellt man mehrere 
Beobachtungen an, so lasst sich auf diese Art r bestimmen. Ein ahnlicher Satz 
ist Laplace von Dr. Young Miscellaneous Works, Bd. 2, S. 1, London, 1855, zu- 
geBchrieben worden. 

Q, g seien die Kruinmungsradien der Schneiden Nimmt man die Momente 
um die Momentanaxe, so erhalt man, wie in 98, & 2 + 7& 2 = A (& + ^) T 2 . Da Q 

klein iet, kunn man der Gleichung die Form geben Jc^+h^^+h^j-^JLTiT*. 

Da ferner die Schwingungszeiten T, T nahezu gleich aind, so ist, nach 92, & 9 =7i&' 
mit grosser Annaherung. Substituirt man diesen Werth von Js in die Grlieder, die 
selbst nur einen kleinen Werth haben, so wird k* + h* (h + h') Q lh T*. Wenn 
das Pendel um die andere Schneide schwingt, erhalt man eine ahnliche Gleichung 
Hurch Vertauschen von h mit # und T mit T\ Dadurch, dass man fe a wie in 
99 eliminirt und aich erinnert, dass r=9' ^ ist, findet man das gesuchte 
Kesultat. 

Beiap. 2. Em achwerer Ball in der Grestalt einer Kugel wird mittelst eines 
sehr dunnen Drab tea nacheinander an zwei PunMen A und B aufgehangt, deren 
verticaler Abstand & sehr sorgftltig gemessen worden ist und bildet so zwei 
Pendel. Der tiefste Punkt des Balles wird bei dem jedesmaligen Aufhangen 
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mCglichst geniiu auf diesellje HGhe eingestellt und diese H&he befindet sich unter 
J. und 5 anna-hernd in der Tiefe a Lez a' Man beweise, -\venn r den Radius 
des Balles bedeutet, der im Vergleich mit ft oder a' und Z, /', den Langen des 
gleichwerthigen einfachen Pendcls klein ist, dass mit grower Annltherung 

-^ =1 -I- ; ,V-> ,- ist. Man zeigu weiter . wie man dnrch Zithlen der 

b '> (a r) (a ;) } 

Anzahl der in einer gegebenen Zeit von jedem Pendel gemachten Schwingungen <las 
Verhiiltnisti yon I zu T finden kann. 3Ian zeige ferner, wie g crmittclt vird und 
gebe an, welche Lnngen hochst sorgfaltig zu mesen und welclie nur anniihernd 
nothig sind, wenn die Resultate brauchbar sein sollen Diese Methode hat Bessel 
benutzt. Siehe aeine bemhmtcn ,,Untersuchungen iiber die Lunge des einfachen 
Secundenpendels" (Abhandlungen der Berliner AkademielSBe^; auch in Ofatwald's 
Klassikem erschienen (Heft 7). 

108. Eine Jformallange. Die Lauge des Secundenpendels ist in 
England als nationale NonnaHange benutzt worden. Durch Parlaments- 
"bescMuss mirde im Jahr 1824 bestimmt, dass der Abstand zwisclien 
den Centren zweier Punkte, die in den goldenen Knopfen eines geraden 
Messingstabes augebracht waren, welclien der Secretar des Hauses der 
Gemeinen in Verwakrung hatte und auf welchem ^standard yard 1760 <f 
eingravirt war 7 die walire Original-Normallange ; eine Elle (yard) ge- 
nannt, fiir eine Temperatur des Messings von 62 Fahr. sein sollte. 
Da ew nothig schien, diese Normalelle bei Beschadigungen wieder in 
derselben Lange durch Vergleichung mit einem unveranderlichen natiir- 
lichen Normalmass herstellen zu konnen, wnrde verordnet, die neue 
Normalelle solle von solclier Lange sein, dass das Pendel, welches Secunden 
mittlerer Zeit in der Breite von London im luftleeren Raum auf dem 
Niveau des Meeres schwinge, eine Lange von 39,1393 engl. Zoll habe. 

Nachdem diese Normalelle bei dem Brand des Parlamentsgebaudes 
1834 unbrauchbar geworden war, wurde 1838 eine Commission ein- 
gesetzt, die 1841 berichtete ; sie halte es zwar far angezeigt, einen be- 
stimmten Messingstab zur Normalelle zu nehmen, dagegen konne sie 
nicht empfehlen, bei der Wiederherstellung eines solchen die Lange des 
Seeundenpendels zu Grande zu legen. 7; Seit dem Decret vom Jahr 1824 
1st festgestellt worden, dass verschiedene Eeductionselemente bei den 
Pendelversuchen, die darin angezogen werden ? theils zweifelhaft, theils 
irrig sind So hat Dr. Young, Phil Trans. 1819 gezeigt, dass die Re- 
duction auf das Niveau des Meeres zweifelhaffc ist; Bessel, Astronom. 
Nacbr. Nr. 128 und Sabine, Phil Irans. 1829, dass die Reduction filr 
das'Gewicht der Luffc fehlerhaffc ist; Baily, Phil Trans. 1832, dass die 
specifische Schwere des Pendels unrichtig geschatzt wurde iznd die von 
den Achatplatten herrHhrenden Fehler die Resultate zweifelhaft machten; 
Kater ; Phil Trans. 1830 und Baily, Astron. Soc. Memoirs Vol. ES, 
dass sehr merkbare Fehler durch die Vergleichung der Pendellange mit 
Shuckburgh's Massstab entstanden seien, von dem vorausgesetzt wurde, 
er stimme mit dem gesetzlichen Normalmass iiberein. Daraua geht 
hcrvor, dass das in dem Decret vorgeschriebene Verfahren nicht noth- 
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wendiger Weise die fruhere Lange der urspriinglichen Elle ergeben 
wiirde." Die Commission stellte fest, dass es verschiedene Masse gebe, 
die fruher genau mit der Originalnormalelle verglichen wurden und 
dass durch ihre Benutzung die Lange der Originalelle ohne merkbare 
Febler bestimmt werden konne, 1843 wurde eine andere Commission 
eingesetzt, liber deren Wirksamkeit man Naheres in einem Bericht von 
Sir G. Airy an die Royal Society, 1857 findet. 

In Frankreich ist die Iformallange das Meter. Diesem wurde,, wie 
der englischen Normalelle, ein in der Natur gegebenes Mass zu Grande 
gelegt. Der zehnmillionste Theil der Lange eines Erdmeridians, vom 
Pol bis zum A equator gemessen, wurde als gesetzliches Meter definirt. 
Als man jedoch spater neue und genauere Messungen vornahm, stellte 
es sich heraus, dass man die Lange des gesetzlichen Meters nicht bei 
jeder Verbesserung der Erdmessung andern konnte. In der That ist 
daher das Meter durch einen in Paris auf bewahrten Stab von bestimmter 
Lange dejBnirt. 

Die Benutzung des Secundenpendels als Normallange setzt voraus, 
dass man bereits eine Normalzeit bestimmt hat. Man muss dabei auf 
ein in der Natur gegebenes Mass zuruckgreifen und wahlt gewohnlich 
die Zeit der Umdrehung der Erde um ihre Axe, Es empfiehlt sich 
durch seine Einfachheit, da das Zeitintervall zwischen zwei aufeinander 
folgenden Durehgangen desselben Sterns dureh den Meridian der Ro- 
tationszeit der Erde sehr nahe gleichkommt. Doch kann man auch 
andere in der Natur sich findende Normalmasse zur Regelung des Ganges 
unserer TJhren benutzen. 

Ueber die beiden Beriehte (1873 und 1874) des Unifs Committee's 
der British Association bez. dieses Gegenstandes siehe Prof. Everett's 
Abhandlung uber Units and Physical constants. 

% 109. SchwinguBg der Unrulie einer Uhr. Ein Stab B'OB kann 
sich frei um seinen festliegenden Schwerpunkt drehen und unterliegt 

der Einwirkung einer sehr feinen Spiral- 
feder CPB. Das eine Ende C der Feder 
ist derart befestigt, dass auch die Tan- 
gente im Punkfc C festliegt und das 
andere Ende IB ist mit dem Stab so ver- 
bunden, dass die Tangente in B einen 
constanten Winkel mit dem Stab macht. 
Man soil die Oscillationsdauer finden, 
welche eintritt, wenn der Stab um irgend 
einen Winkel gedreht wird. Diese Con- 
struction wird in Taschenuhren gerade wie das Pendel bei Pendeluhren 
zur Regulinuig der Bewegung benutzt. In vielen TJhren ist der Stab 
durch ein Bad ersetzt, dessen Centrum ist. 

Ox sei die Lage des Stabes, wenn er sich im Gleichgewicht be- 
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findet, der Winkel, den der Stab mit Ox zu irgend einer Zeit t 
macht, Mlfi das Tragheitsmoment des Stabes fiir 0, $ der Krummungs- 
radius for irgend eiuen Punkt P der Feder, p der Werth von Q fiir 
den Gleichgewichtszustand. Ferner seien (x, y) die Coordinaten yon 
P auf als Coordinatenanfang und Ox als #-Axe bezogen. Wir wollen 
die Kraffce betrachten, welche auf den Stab und den Theil SP der 
Peder wirken. Die auf den Stab wirkenden Krafte bestehen aus den 
am Scliwerpunkt parallel den Coordinatenaxen angreifenden Compo- 
nenten X, Y und den in entgegengesetztem Sinn genornmenen Effectiv- 
kraften, die einem Paar MJc z d*8'dt 2 gleichkommen. Die auf die Feder 
wirkenden Kraft e bestehen aus den in entgegengesetztem Sinn genom- 
menen Effectivkraften, welche in Folge der Feinheit der Feder so klein 
sind, dass sie vernachlassigt werden konnen, und der resultirenden 
"Wirkung langs des Querschnitts der Feder bei P. Diese resultirende 
Wirkung wird durch die Spannungen der unzahligen Fasern, aus denen 
die Feder besteht, hervorgebracht und diese sind einer Kraft am Punkt 
P und einem Kraftepaar gleich. Wird eine elastische Feder so ge- 
spannt, dass sich ihre Bjriimmung andert, so ist, wie die Praxis und 
Theorie zeigt, dieses Paar der Kriimmungsanderung fiir den Punkt P 

proportional. Wir konnen es daher durch E ( --- j darstellen ? wobei 

E nur von dein Material, aus dem die Feder gemacht ist und der Form 
ihres Querschnitts abhangt. 

Um nicht die unbekannte am Punkt P wirkende Kraft einfiihren 
zu mtissen, wollen wir die Momente um P nehmen. Wir erhalten 



Diese Gleichung gilt fiir jede Lage des Punktes P. Betrachtet 
maoa fiir den Augenblick die linke Seite als constant und x, y als 
variabel, so stellt sie die Gleichung fiir die Gestalt der Feder dar. 

Es sei SP = s. Multiplicirt man die Gleichung mit ds und iate- 
grirt iiber die ganze Lange I der Spiralfeder ; so wird 



Nun ist ~ der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden ITor- 

malen und daier / -- der Winkel zwischen der Anfangs- und End- 
normaJe. Da aber im Punkt C die Normale zu der Feder wahrend 
der Bewegung festliegt, so ist / ( -- ?) der Winkel zwischen den 

e/ ^ * ?o ' 

Normalen im Punkt B in den beiden Lagen, in welchen 6 = und 
6 ist. Weil nun die Normale im Punkt S einen constanten 
Winkel mit dem Stab macht, so ist dieser Winkel der Winkel 6, den 
der Stab mit seiner Gleichgewichtslage macht. Sind ferner x , y die 
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Coordiuatpn des Schwerpunkts der Feder zur Zeit t, so i 
y ds = i/L Die Beweguiigsgleichuiig erhalt sonach die Form: 



Nehmen wir an, in der Grleichgewichtslage finde kein Druck auf 
die Axe statt und die Schwingungen seien klein ? dann sind X und 
r wahrend der Bewegung kleine Grossen YOU derselben Ordnimg wie 6. 
Wir nehmen ferner an, der Stiitzpunkt befinde sieh wahrend des 
Zustandes der Ruhe iiber dem Schwerpunkt der Feder. 1st nun 
die Anzahl der Windungen der Spiralfeder gross und jede Windung 
nahezu kreisfdrmig, so wird sich der Schwerpunkt niemals weit von 
entfernen. 75' und Xy aind daher beide Producte zweier kleiner 
Grossen und desshalb mindestens von der zweiten Ordnung. Vernach- 
lassigt man diese Glieder, so wird 

* e E 



Die Schwingungsdauer ist daher 

Daraus geht hervor, dass bei einer ersten Annaherung die Schwin- 
gungsdauer unabhangig von der GestaJt der Feder im GleicLgewiclits- 
zustand ist und nur von ilirer Lange und der Form ilires Quersckoittes 
abhangt. 

Wird die Lange I der Feder vergrossert, so nimmt die Oscillations- 
zeifc zu und die Uhr geht nach. Urn diesen Fehler nothigenfaUs cor- 
rigiren zu konnen, ist die Druckschraube, durch die der Punkt C ge- 
halten wird, an einem Stab Ox befestigt, welcher sich urn so drehen 
lasst, dass sich die Feder nicht mitdreht. Die bei D festgehaltene 
Feder gleitet durch die Druckschraube C und die Lange von CB, also 
die zur Wirkung kommende Lange I der Feder wird bei einer Drehung 
von D weg verkiirzt. Bewegt man den Stab Ox nach D zu, so wird 
die wirksame Lange I vergrossert. 

Diese kurze Baratellung der Bewegung einer Uhrunruhe ist einem der Aka- 
demie derWissenschaften fiberreichten Aufsatz entnonnnen. "WeitereUntersuchungen 
fiber die fftr Isochronismus nSthigen Bedingungen und die Bestimmung der beaten 
Gestalt der Feder findet der Leser in Liouville's Journal 2, Y, 1860, M.E.Phi- 
lipps, Memoire swr le spirale reglant des chronometres et des vnontres. 

Wenn die Temperatur w,chst, so w^chst auch die Lange I der TTnruhe. Aus 
diesen und anderen Grunden geht die Uhr nach. Die Compensation fur einen 
Temperaturwechsel wird jetzt gewShnlich dadurch "bewirkt, dass man das Trag- 
heitsmoment des oscillirenden KSrpers andert. Der Umfang des TJnruherades ist 
kein vollatandiger Kireis, sondern besteht aus awei Bogen, von denen jeder kleiner 
ala ein halber Kreisumfang ist. Das eine Ende eines jeden ist an das eine Ende 
des Stabes JB'OJB befestigt, wiihread nicht weit von dem andenx freien Ende eines 
jeden Bogens eine kleine Masse angebracht ist. Jeder Bogen ist aus zwei dtiuuen. 
nebeneinander liegenden Streifen von verschiedenem Metall hergestellt, von denen 
der ausaere sich in der Wanne mehr ausdehnt als der innere. Bei einer Erhflhung 
der Temperatur biegen sich die Bogen nach innen und das Tragheitsmoment der 
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ganzen Unruhe wird vBradndert. Die richtige Lage der Masaen auf den Kreis- 
bogen wird durch Versuche Le&tnnmt und dies ist in der Regel ein langwieriger 
Process. 

110. Der Druck auf die feste Axe. Deii Dntck auf eim feste 
Axe zu find&i, urn welche sicli ein itnter der EimcirTtung irgend welclier 
Krafte steliender Korper bewegt. 

Erstens. Nehmen wir an ; der Korper und die Krafte seien sym- 
metrisch zu der durch den Schwerpunkt senkrecht zur 
Axe gelegten Ebene, so kssen sich die auf die Axe 
wirkenden Druckkrifte offenbar auf eine einzelne am 
Auf hangungscentrum C angreifende Kraft reduciren. 

F, Gr seien die Componenten der Wirkung des 
Stutzpunktes auf den Korper in der Kichtung von C 
nach dem Schwerpunkt und senkrecht dazu; X, Y 
die Summe der Componenten der gegebenen Krafte in 
denselben Richtungen und L ihr Moment urn C. Es 
sei C0 = h und 6 der Winkel, den CO mit irgend einer im Raum 
festKegenden Geraden bildet. 

Nimmt man die Momente um C, so ist 




tit* 



Die Bewegung des Schwerpunkts bleibt dieselbe, als wenn alle 
Krafte an ihm angreifen wiirden. Da er einen Kreis um C beschreibt ; 
so sind die Tangential- und Normalcomponenten 



- (3). 

Die Gleichung (1) liefert die Werthe fiir (P0/d& und dQ/dt; die 
Druckkrafte findet man dann aus (2) und (3| 

Wenn die Schwerkraft allein auf den Korper wirkt und 6 von der 
Verticalen aus gerechnet wird ? so ist 

X = Mg cos 0, Y= , 
und daher 

d*e _ 
at*' 

Durch Integration erhalt man 

(S)'- + F?F~' 

1st die Winkelgesehwindigkeit des Korpers &, wenn CO eiae 
horizontale Luge hat und daher cos & ist, so ergibt sich C=P. 
Setet man diese Werthe in (2) und (3) ein, so wird 
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worin B der Winkel ist, deii das Torn Scliwerpuukt des Korpers auf 
die Axe geffillte Loth znit der abwarts gerichteten Verticalen bildet. 

Daraus geht heruor, class die Druc'kcomponente senkrecU m der Ebene, 
wide die jtlxe und den Schwerpmkt entMlt, undbMngig wn den An- 
fanysbedingungen ist Bei den Schwingungen des Korpers variirt diese 
Componente wie der Abstand des Schwerpunkts von der durcli die 
Axe gehenden Verticalebene. Die Druckcomponente dagegen ; welche 
in der die Axe und den Schweipunkt entnaltenden Ebene liegt, ist 
von der Anfangswinkelgeschwindigkeit des Korpers abhangig 

Wirken Stosskrafte, so andern sieh die Gleichungen (1), (2), (3) 
nur wenig. Wenn a t a die Winkelgeschwindigkeiten gerade vor und 
gerade nach der Action der Stosskrafte sind, so erhalten die Grleichungen 
die Form 



worin die Buchstaben dieselbe Bedeutung wie fritter haben, und nur 
JF, ff, JC, 7 statt endlicher Krafte Stosskrafte bedeuten. 

ill. Beisp. 1. Eine Krelsflaclie, deren Gewicht TTist, kann sich frei nm eine 
horizontale auf ihr senkrecht stehende Axe drehen, die durcli emeu, auf ihrer 
Peripaerie liegenden Punkt C geht. Der Kreis beginnt seine Bewegung Tom Zu- 
stand der Ruhe aus, in welchem der durch C gehende Durchmesser sich vertical 
fiber C befindet Man zeige 7 dass die Resultanten des Drucks auf die Axe, wenn 
dieser Durchmesser horizontal liegt und sich vertical unter C befindet, y yT? W 

bez, y W sind 

Beisp. 2. Einen diinnea gleichftSrmigen Stab, dessen eines Ende an eine 
glatte Scharnier befestigt ist, lasst man aus einer horizontalen Lage herabf alien; 
man beweise, dass, wenn der horizontale Zug am grQssten ist, der verticale Zug 
auf die Angel sich zu dem Gewicht des Stabes verhalt wie 11:8. Math. Tripos. 

&*_|_37j* fc* 

Beisp. 3. Es sei a g ya "\- , f , & = g , 2 , , 8 und E die Resultante von 
K -f- fl K -j- n 

F M&*h und G, Man construire eine Ellipse, deren Centrum C ist und 
deren Axen in der Richtung von CO und senkrecht dazu 2 a bez 2& sind. Diese 
Ellipse sei im Kflrper befestigt und schwinge mit ihm, Man beweise, dass der 
Druck E variirt wie der Durchmesser , in dessen Eichtung er wirkt. Diese 
Richtung kann man so ermitteln: der Hiilfskreis schneide die Yerticale durch C 
in V und das von V auf CO gefSJlte Loth schneide die Ellipse in E. Es ist 
dann CR die Bichtung des Druckes R. 

112. Zweitens. Entweder der Korper oder die Krafte seien nicht 
symmetrisclu 

Die feste Axe sei die #-Axe ? der Coordbatenanfang beliebig und 
ebeuso die a;^Ebene, Wir werden sie spater so wahlen ; dass unsere 
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Untersuchung moglichst einfach wird. # ? 7j, s seien die Coordinaten 
des Schwerpunkts zur Zeit tf; to die Winkelgeschwindigkeit des Korpers, 
/" die Winkelbeschleunigung, so dass also 
/*= dco/dt 



Da jedes Element ;>i des Korpers einen 
Kreis um die Axe beschreibt, so sind seine 
Besclileunigungen in der Richtung des von der 
Axe aus gezogenenRadiusvectors und senkrecht 
dazu co 2 r bez. fr. Macht r mit 



i 




fi* 



zu irgend einer Zeit den Winkel 0, so erhalt man ofienbar die fol- 
genden Componenten der Krafte: 

d z x 

= aPr cos 6 fr sin 6 = w a a? fy 

und 



Diese Gleichungen erhalt man auch, wenn man x=rcos6, y=rsmB 
zweimal differenzirt und dabei bedenkt, dass r constant ist. 

Sammelt man die Effectivkrafte aller Elemente und combinirt sie 
auf die Poinsot'sche Art, so ergibt sich, dass sie einer am Coordinaten- 
aijfang augreifenden Kraft und eiiiem Kraftepaar gleichwerthig sind; 
die sects Componenten sind: 



27m ( ra 2 x fy) -- erMx 

x .... (2), 
(3), 
. (4), 
. (5), 

(6). 



Da ^73 = ist^ so lassen sich die rechten Seiten der Gleichungen 

(4) und (5) offenbar dadurch bestimiaen 7 dass man # in die 27 von (2) 
und (3) einfukrt. 

Der Korper moge an zwei Punkten der Axe in den. Abstanden 
a, a' vom Coordinatenanfang befestigt sein; die Componenten der 
Reactionen der Punkte auf den Korper parallel zu den Coordinatenaxen 
seien bez. F 9 G, 5"; F 9 <?', -ET'; ferner seien X, Y, Z die auf den 
materiellen Punkt m wirkenden gegebenen beschleunigenden Erafbe. 
Nach D'AJemb^t's Princip 72 ist aJbdann 
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...... (1)', 

...... (2)', 

(3)', 

2m (yZ z1) Ga G'd = tfZwys fZmxe . (4)' ? 
Sin (gX xZ) + Fa + F'a f =- & 2 Zmxs fZw y* (5)', 



Die Gleicliung (6/ bestimmt /= f und durch Integration auch 

o; aus (1)', (2)', (4/, (5)' erhalt man dann F, G, F, (?'; S und R f 
bleibeu unbestimmt'; ihre Summe ist jedocli dureb (3)' gegeben. 

Offenbar lassen sicb die seeks Bewegungsgleickungen manchmal 
sehr vereinfacken. 

Erst&ns. Wenn die -Axe fur den Coordinatenanfang eine Haupt- 
axe 1st, so wird 

Smxy = ; 2my# = 

und die Berecknung der rechten Seiten der Gl. (4)', (5)' fiUlt weg. 
Man sollte daher, wenn wiigKch, den Coordinatenanfang so wahlen, doss 
die feste Axe eine Hauptaxe des Korp&rs fur diesen Punkt ist, 48. 

Zw&itens. Mit Ausnahme der Bestimmung von f und c? durcL 
Integration der GL (6)' bestebt das ganze Verfahren lediglick in einer 
algebraiscben Substitution ftir f und o in die iibrigen Gleicbungen. 
Daher tleibt das Resultat awch dann nock richtig, wenn man bei der Auf- 
stdlung der Seicegungsgleichungen die %0-Nbene so wcffdt, dass sie den 
Schwerpunkt in dem in Setracht gezogenen Moment enthalt. Dadurch 
wird y = und die Gl. (1)' ; (2)' vereinfaclien sicb. 

Drittens. Da die Punkte der Axe, an welcbe der Korper befestigt 
wird 7 wiUtiirlicb sind, so kann man zur weiteren Vereinfacriung den 
Coordinatenanfang als einen Drehpiinkt wahlen und dem andern eine 
andere passende Lage geben. Dann wird a = 0; F' 7 Gr' ergeben sicb 
ohne Weiteres aus (4)', (5)' und F 9 G findet man aus (1)', (2)'. 

113. Momentankrafte. Sind es Stosskraffce ; die am Korper an- 
greifen, so mfissen die Gleiebungen etwas abgeandert werden. (u, v, w), 
(V, t?' ; w) seien die den Axen parallelen GescbwindigkeitscomponenteH 
eines Mementes m, dessen Coordinaten (x, y, *) sind. Es wird u = yco, 
i( = ygf y v = #o>, v' = x& und w = , w = 0. Die seeks Com- 
ponenteii der Eflfectiykraffee erbjalten die Form 

X, = 2m (u,' u) = Zmy (CD' a) = M y (of a) . (1), 

o) . . (2), 
(3), 
f w) (v f ?>)}= Smxz(v> a) . (4) 7 



Analyse der Resultate ( 112114;. 97 

M 1 = Sm { 2 (u it) x (w ic) } = Zmyz \ a coj . . (5), 
Nt = (89)' = Jf# a ( co' a).. I'Oj. 

Nach D'Alembert's Princip ( 86 J ist ferner 



G 



s Y) Ga Ga = 

xZ) + Fa + F'a = Zmyz a' co . (5/, 



Diese sechs Gleichungen reichen zur Bestimmung von r ? F f F', 
G, Gr' und der Summe H+ J5T hin. 

Wie man sieht, ist es bei der Bildung der Bewegungsgleicbuugen 
far ein specielles Problem wicbtig, die obeB erwabnten drei Verein- 
facbungen zu beacbten. 

114. Analyse der erhaltenen Resultate. Daraus, dass die Krafte 
uud der Druck in den statischen und dynamiscben Gleicbungen in 
linearer Form auffcreten, iblgt, dass man die (Jomponenten aller aus Ter- 
schiedenen Ursacben entstandenen Druckkraffce dadurcb erbalten kann> 
dass man die jedem einzelnen Druck zukommenden Componenten addirt. 
Die Druckkraffce der Axe auf den Korper kann man daber als die Re- 
sultanten zweier Gruppen von Druckkraffcen aaisehen : f 1) der statiscben, 
die den gegebenen Kraften X, T, Z etc. das Gleicbgewicbt halten und 
(2) der Druckkraffce, die den Effectivkraften miPx/dt*, mdPy/dP etc. 
gleichwerthig sind. 

Die Resultante des statischen Drucks kann man aus den ersten 
funf Gleicbungen ermitteln, indem man ihre recbten Seiten gleicb Null 
setzt. Diese Gleiebungen andern sich nicbt ; wenn man die gegebenen 
Krafte parallel zu sicb selbst verlegt und an Punkten der Axe an- 
greifen lasst ; vorausgesetzt, dass man die Kraftepaare, wie sonst aueh ? 
einfiihrt. Man kann dann das Paar ? dessen Axe 0# ist und welches 
nur in Gl. (6/ auftritt, bei Seite lassen und den statisehen Druek auf 
die Axe durch Zusammensetzung der iibrigen verlegten Krafte er- 
mitfceln. Wenn z. B. die einzige am Korper aagreifende gegebene Kraft 
die Scbwere ist und die Auf hangungsaxe horizontal liegt, so ist der 
statiscbe Druck auf die Axe eine verticale ? dem Gewicbt des Korpers 
gleicbe Kraft, die an dem Fusspunkt des yon dem Scbwerpunkt auf 
die Aufbanguugsaxe gefallten Lotbes angreifL Auf dieselbe Art kann 
man den statiscben Druck, welcber einer auf den Korper senkrecbt 
zur A^e wirkenden Stosskraft entspricht ? dadurcb fuden, dass man sie 
parallel zu sicb selbst in einer zur Axe senkrecbten Ebene verlegt und 
an einem Punkt der Axe angreifen lasst. 

1st die Rotntionsave Qz eine Hawptaxe fwr einen Punkt 9 so nebmen 
die durch die Effectivkrafte bervorgerufenen Druckkrafte eine einfache 

South, DjnamUc L 
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Gestalt an. Aus (4) und (o) folgfc, dass L t = 0, -M, = ist. Die 
Effectivkrafte sind daher den Kraften Z 1; Y if die an angreifen, zu- 
sammen mit einem Paar JVi gleichwerthig. Die Kraffce Z 1? T t sind 
otfenbar die Componenten der Effectivkrafte einer in den Schwerpunkt 
gebrachten Masse M, wahrend das Paar J^ nur in der sechsten Be- 
wegungsgleichung auftritt und die Druckkrafte F, G, F 7 G' nur in- 
direct dadurch beeinflusst, dass es /' andert. Es ergibt sicli, dass die 
Dnickkrafte, icelclie an der Axe (Jurch die EffectivJerafte liervorgerufen 
warden, einer einzelnen Kraft gleiclitverthig sind, welche am HwptpunJct 
def VmdrclLunysaxe anyreift und derSesultanten der Effectivkrafte der gansen 
Im ScJimrpuiild vereinigten und sicli wit Him leivegenden Masse gleicMommt. 
Bezeichnet man das Loth vom Schwerpunkt auf die Axe mit r } so sind 
die Componenten dieses Drucks in der Richtung von r und senkrecht 
zu der r und die Axe enthaltendeu. Ebene rM.f bez. fMr. Sind 
es Stosskrafte, die wirken, so gelten dieselben Bemerkungen, nur dass 
die einzige Druckcomponente jetzt fMr ist, worin f fiir G> co steht. 

Es ergibt sich mithin, dass bei der Rotation eines schweren Korpers 
um eine feste horizontale Axe, die einen Hauptpunkt hat ; der Druck 
der Axe auf den Korper zwei Kraften Equivalent ist. Die eine ist dem 
Gewicht gleich und entgegengesetzt und greift an der Projection des 
Schwerpunkts auf die Axe an; die andere ist der Effectivkraft an dem 
Schwerpunkt gleich und greift an dem Hauptpunkt an. 

Wenn die Aufhangungsaxe einer Hauptaxe des Schwerpunkts 
parallel ist, so hat die Axe, wie wir aus 49 wissen, einen Haupt- 
punkt, der mit der Projection des Schwerpunkts zusammenf Sift.- Ist in 
diesem Fall die Aufhangungsaxe horizontal, so greifen beide Druck- 
krafte, der von der Schwere und der von den Effectivkraften herruhrende,. 
Druck, an demselben Punkt an und kommen einer einzelnen Kraft gleich/ 

Wenn der rotirende Korper eine Lamelle ist und die Axe 00 in 
ihrer Ebene liegt, so sind die Effectivkrafte eines Elementes m, im 
Abstand x von 00, mo 2 x und mfx, da x der Radius des von dem 
Element beschriebenen Kreises ist. Wie aus den Elementen der Hydro- 
statik bekannt ist und auch aus 47 folgt, sind die Resultanten dieser 
beiden Grupp&i paralleler Krafte gleich M *x be#. Mfx und greifen 
beide an detn Druckc&ntrum der Fldche an, wenn man die Aufhangungs- 
axe als in der Oberflache der Fltissigkeit liegend ansieht. Die Lage des 
Druekcentrums ist bekannt, sobald man die Punkte bestimmt hat, deren 
Tragheitsmoment gleich dem der Flache ist ( 47). Alsdann greift der 
Druek an der Aufhangungsaxe, der von den Effectivkraften herruhrt, an 
der Projection des Druekcentrums auf die Axe an. 

115. Beisp. 1. Ein schwerer 5rper kann sich rei um eine horizontale 
Axe Oz drehen, welche fur eine Hauptaxe ist. Er bewegt sicli vom Znstand 
der Bube aus r in velchem die durch den Schwerpunkt Cr gehende Ebene GOz 
horizontal ist. Man zeige, dass der von den Effectivkraften allein herruhrende 
Druck mit der Ebene GOt einen Winkel macht, dessen Tangente der halbe^ 
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Tangente des Winkels zwischen der Ebene GOz und der Verticalen gleir'h- 
kommt. 

Beisp 2 Der Quadrant ernes Kreises vom Radius a kann bich ftei um emen 
der Radien, von denen er begrenzt wird, ah feste Axe drehen Man zeige, dais 
der Druck auf die Axe zwei Druckkraften gleichwrthig ist. von denen die eine 
dem Gewichi der Lamelle gleichkommt und un einem Punkt des festen Radius, 
der den Abstand 4a/#jc vom Centrum hat, angreift, wiihrend die andere an einem 
Punkt wirkt, der diesen Radius im Terhaltniss von ,3 : o theilt 

Beisp 3 Eine Ellipsenlamelle kann sich frei um die Gerade drehen, welche 
die Endpunkte A, B der Haupldurchmesser verbmdet und. die^e Axe ist in 
einer verticalen Lage befestigt Die Lamelle wird mit emer eolchen "Winkel- 
geschwindigkeit o> in Bewegung gesetzt, dass (a- &*)<D s =.4^ya s + b z it Xan 
beweise, dass die Dnickkrafte auf die Axe emer einzelnen Kraft gleichwerthig 
sind, welche an dem Fusspunkt des Lothes von dem Centrum auf die Axe an- 
greift Muss das Ende A oder B am ho'chsten liegen^ 

Beisp. 4. Eine Lamelle kann sich frei um eine Axe Os in ihrer Ebene ah 
feste Axe hemmdrehen. Sie wird von einem Schlag P an irgend einem ihrer 
Punkte A in einer zu ihr senkrechten Richtung getroften. Man zeige, <lass der 
atatische Druck auf die Axe einem Schlag P gleich ist, der auf E wirkt, wenn 
AB senkrecht zu Oz ist. Man zeige auch, dass der von den Etfectivkriiften her- 
ruhrende Druek einem Schlag Px/k* gleich ist, der auf O in einer zu dem 
Schlag auf' B ^ntgegen^esetzten Richtung wirkt Dabei ist der Coordinatenanfang 
der Hauptpunkt der Axe, ,r und | die Abstiinde tlus Schwfrpunkts un<l dea 
Punktes A von Oz und Jtlfc* das Tragheitsmoment fur 0; Untei welcher Be- 
dingung ist der Druck auf die Axe einem Kraftepaar gleich V 

Beisp. 5. Eine drei^ckige Lamelle ABC schwingt um die Seite AB als 
honzontale Axe, Man zeige, dass die Lange des gleichwerthigen Pendels 



ist, unter A den Flacheniuhalt verstanden. "Wenn derEckpunkt(7plOtzlich angehaiten 
wird, zu beweisen, dass die Stossdruckkrafte bei A und B einander gleich sind 

Beisp. 6. Eine Tfiiir ist mittelst sweier Angeln an einer festen Axe auf- 
gehangt, die mit der Verticalen den Winkel a macht Man finde die Bewegung und 
den Druck auf die Angeln. 

Da die feste Axe offenbar eine Hauptaxe fur ihren Mittelpunkt ist, so 
wahlen wir diesen zum Coordinatenanfang. Zur ##-Ebene nehmen wir die Ebene, 
welche in dem betrachteten Moment den Schwerpunkt der Thiir enthalt. 

Die einzige Kraft, die auf die Thiir wirkt, ist die Schwere, von der wir an- 
nehmen wollen, sie greife am Schwerpunkt an. Zuerst suchen wir ihre Coui- 
ponenten parallel zu den Axen. Die Ebene der _ 

Thiir mache mit der verticalen durch die Auf- 
hangungsaxe gelegten Ebene den Winkel q>. Zieht 
man die Ebene zQN so, dass ihre Spur ON in der 
Ebene xOy den Winkel g? mit der #-Axe macht, 
so ist dies die durch die Axe gehende Vertieal- 
ebene. Zieht man dann OF in dieser Ebene der- 
art, dass #0F=a ist, so steht 0V vertical. Die 
Componenten der Schwere sind daher 

3C= g sin a COB 9 , 3T g sin a sin 9 , 



Z, g cos a . 

Da die Componenten der Effectivkrafte die- 
selben sind T als ware die ganze Masse im Schwerpunkt vereinigt, so erh&lt man 
die sechs Bewegungsgleichungen 
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Mgfiinacoscp + F+F' = a>*M7c . . . . (1) , 

310 sin a sin qp -j- 6 s + ' = /"JO ...... ( 2 ) 7 

........ (3), 



Hg sin o: sin qp x = 3f s -^rg- . - (6) . 

Integrirb man die letzte Gleichung, so wird 

(7 + 2 <y sin a cos qp# = ' s (D s . 

Nimmt man an, die Thxir sei im Anfangszustand in Ruhe und bilde danu 
nut der Verticaleliene durch die Axe denWintel (3, so ist ffir g>=|5, G> = 0; also 

ZgTc sin a (cos 9 cos (5) | 
= ^f sin a sin qp a? ) 

Durch Substitution dieser Ausdriieke in die ersten vier Gleichungen findet man 
JP, F', G, G'. 

116. Djuamisehe und geometrischc Symmetrie. Wie man 
sieht, hangen die Gleictmigeii in den 111, 112 nicht von der Ge- 
stalt des Korpers, sondem nur von selnen Tragheits- uad Deviations- 
momenten ab. Wir konnen daher den Korper durch irgend einen 
andern gleichen Moments ersetzen ; der unseren Zwecken am besten 
entspricht. 

Wir werden dadurch oft in den Stand gesetzt, die complicirteren 
Fonnen des 111 auf die einfacheren des 110 zuriickzufiinren. Denn 
wenn auch. der Eorper bez. einer durch seinen Schwerpunkt senkrecht 
zur Aufhangungsaxe gehenden Ebene nicht symmetrisch ist, so konnen 
wir ihn doch so behandeln, als ob er es in der That ware, wenn nur 
das Centralellipsoid bez. dieser Ebene symmetrisch ist. Einen solchen 
Korper kaon man dynamisch symmetrisch nennen. Sind gleichzeitig die 
Krafte bez. derselben Ebene symmetrisch dieser Fall tritt immer 
ein, wenn die Aufhangungsaxe horizontal und die Schwere die allein 
wirkende Eraft ist so mussen sich, wie wir wissen, die Druckkrafte 
auf die Axe unter alien TImstanden auf eine einzelne Drucfckraft redu- 
ciren kssen, die man mit Hulfe des 110 linden kann. 

Beisp. 1. Eine gleicHdrmige schwere Lamelle, welche die Gestalt eines 
EreiaauBschBitts hat, hangt an einer horizontalen Axe, welche dem den Bogen 
halbirenden Radius parallel ist und schwingt unter dem Emflues der Schwere. 
Man zeige, dass die Druckkrafte auf die Axe einer einzelnen Kraft Equivalent 
sind und gebe die GrSase der letzteren an. 

Beisp. 2. Ein gleichseitiges Dreieck schwingt um eine horizo&tale in seiner 
Ebene gelegene Axe; man zeige, dass die Druckkrafte einer einzelnen Kraft 
Equivalent sind und gebe die GrOsse der letzteren an. 
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117. Permanente Rotationsaxen. Nehmen wir an, irgen<l ein 
Punkt eines Korpers, auf den keine Krafte wirken, liege im Raum 
fest und der Korper retire urn cine Axe, die wir Os nennen Trollen, 
so kanji man danach fragen, unter welchen Bedingungen der Korper 
gezwimgen ist, seine Rotation uin diese Axe so, als ob sie im Raum 
iestlage, fortzusetzen. Sind diese Bedingungen erfullt, so heisst die Axe 
eine permanent Eotationsaxc flir den PimJct 0. 

Um die Bedingungen zu bestimmen, wollen wir annehmen, irgend 
ein anderer Punkt A der Axe liege ebenfalls im Raum fest. Auf die- 
selbe Art wie in den 111, 112 lassen sich alsdaon die Druckkrafte 
bei A, welche zur Festlegung der Axe nothig sind, ermitteln, Sind 
sie gleich Null, so ist die Befestigung an A iiberfliissig und kann ent- 
fernt werden. Der Korper fahrt dann fort um Off zu rotiren, als lage 
es im Raum fest. 

Da keine gegebenen Krafte auf den Korper wirken, so riikrt der 
ganze Druck auf die Axe von den Effectivkraften her. Ist die Axe 
Oz fur irgend einen auf ilir gelegenen Punkt eine Hauptaxe, so greift 
der von den Effectivkraften herriihrende Druck an diesem Punkt an 
( 113). Der Druck bei A kann folglich nur dann Null sein, wenn 
dieser Punkt mit zusammenfallt. Die Bedinguwjen sind ddlier erfiillt, 
u-enn die Rotatiotisaxe Oz fnr den festlieyenden Punltt dm Hmiptaxe ist 

Wenn die Axe Oz fiir keinen ihrer Punkte eine Eauptaxe ist, so 
lasst sich beweisen, dass sie keine permanente Rotationsaxe sein kann. 
Zu diesem Zweck miissen wir auf die Gleichungen (4)', (5/, (6)' in 
111 zuriickgreifen. F 3 G, H-, F', G', IF seien die Druckkrafte bei 
bez. A. Dann ist a = 0, a" = OA. 

Nimmt man die Moments um Os, so erhalt man JIf&' 2 /*= 0; die 
Winkelgeschwindigkeit des Korpers um die 00 -Axe ist daher con- 
stant. Man findet leicht, dass ff$!dt* -- tfx, cPy/dt* = n*y, 
(P0/dfi = ist. Nimmt man die Momente um die x- und y-Axe, so 
ist nach 71 



F f und G' konnen daher nur dann verschwinden, werm 
und Zmys ist, das heisst, 00 kann nur dann eine permanente 
Rotationsaxe sein, wenn es eine Hauptaxe ftir den festen Punkt ist. 
Die Bxistenz von Hauptaxen wurde zuerst von Segncr in seinemWerlc Specimen 
Theoriae Turbwum 1755, Oettingen, feetgestellt. Er verfolgte bei seinen Unter- 
Budmngen den umgekehrtenWeg, den wirhier eingeachlagesn haben. Eine Eauptaxe 
definirt er alfl eine solche, deren Lage die durch die Rotation eines ESrpers inn sie 
entetehenden Krafte nicht zu Sndern suchen und leitet aus dieser dynamisohfin 
Definition die geometrischen Eigenschaffcen dieser Axen ab. Man sehe Pro Cay- 
ley's Bericht an die Britten Association on the special problems of dynamics, 1862 
undBoBsut, Eistom des MatMmatiguts, Tome H, 1802; deutach von EL Tk Beimer, 
Hamburg, 1804. 
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118. Auf einen in Rulie lefindlictien Korper, von dem ein PunU 
im Eaum festliegt, ivirU ein Stossltraftepaar; man soil die Anfangs- 
rotationsaxe fnulen. 

0$ sei die Anfangsaxe. Wie friiher wollen wir annehmen, die 
Axe sei noeh an einem anderu Punkt A befestigt, fiir welchen dann 
die Druekkrafte gleich Null zu setzen sind. Sind L> M, N die Com- 
ponenteu des Paares um die Axe, so lautet die Gleichung fur die Ebene 

des Paares 

JTC-O ....... (1). 



u, v, w seien ferner die Anfangsgeschwindigkeiten eines Elements 
des Korpers, desseu Coordinaten x 9 y, 8 sind und & die Anfangswinkel- 
geschwindigkeit des Korpers. Genau wie in 112 ist dann 11= ycol ', 
v = y&. Die Momente um die $-, y- } 0-Axen liefern die Grleichungen 



L Grd = Em (yw f $v'} = mx$ - & 



CO 



F 9 &' sind hier, wie friiher ? die Componenten des Drucks bei A und 
OA a. Setzt man ^' = 0, G' = 0, so geben die Gleichungen die 
Paare an, die auf den Korper wirken mussen ; um eine Rotation um 
Oz hervorzulringen. Substituirt man alsdann die Wertbe von L } M } N 
in GL (1), so lautet die Gleichung fiir die Ebene des Paares: 

2mx0 - | Zmyz - 77 + Wt* g = . . . (2) . 

Denkt man sich ferner das Tragheitsellipsoid fur den festen Punkt 
construirt, dessen GleicLung 

= K 



sei, so hat man fiir die der g-Axe conjugirte Diametralebene die Gleichung 
-jBg-D^ + Cg^O ....... (3), 

seiche, mit (2) verglichen, zeigt, dass die Ebene des resultirenden 
Paares die der Umdrehungsaxe conjugirte Diametralebene sein muss. 

WirU also auf einen Korper, der sich in Euhe lefindet md von 
welchem ein Punkt festliegt, ein Eraftepawr, so leginnt er um die der 
Ebene des Paares conjugirte DiametraUinie laes. des Tragh&itsellipsoids 
fiir den festen Punkt zu, rotiren. 

Mithin beginnt ein Korper nur dann um eine auf der Ebene des 
Paares senkrechte Gerade zu rotiren, wenn die Ebene des Paares einer 
Hauptebene des Korpers ftir den festen Punkt parallel ist. 

119. Beisp. 1. Bin Kflrper befinde sich im Zustand der Bute, einer seiner 
Funkfce liegs fest und auf den ESrper wirke irgend ein Kraftepaar, dessen Axe 
ein Eadiusvector OP des reciproken TragheitseUdpsoidB for ist Der KSrper 
beginnt sich um ein Ton auf die Berfinrungsebene in P gef&lltes Loth zu 
drenen. 
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Beisp 2 Auf ein ma^sives homogenes Ellipsoid, dessen Centrum fe^tliegt. 
wzrkt in einer Ebene, deren Richtungscosinus?*, auf dm Hauptdurchmesser bc- 
zogen, tf, w, w) sind, ein Kmftepaar. Man beweie, da-- file 

der AnfangFrotationsase^y-p-^, ^ 2 > J^qJT&s P r P ortional ?infl 



Beispiel 3. Macht man dmch das Tr2,gheitaellip*oid ernes Kurpers fur einen 
festliegenden Punkt einen eLenen Schnitt, so kann man den Korper um einen der 
Hauptdurchmesser dieses Schnittes rotiren lassen, ^enn man ein Paar von <ier 
pehflrigen Grcisse anbringt, detsen Axe der andere Hanptdurchmesf-er ist. 

Denn: nimmt man an, der Korper drehe sich ^leichmiissip nm die r-Axe, 
go fiind die Paare, welche auf den Korper wirken mimen, um diese Bewegung 
hervorzubringen, L = a>*2mys, M = co z 2mx2, N=0 Kimmt man nun die 
Axe ao an, dass 2mxss = wird, so ergibt pich, das die Axe des Paares die 
a;- Axe sein muss,- seine Grosse ist L = co*2mys. 

Beisp 4. Man litest einen Korper, von velchem ein Punkt im Raum fet- 
hegt, dadurch, dass man das geeignete Paar anbringt, um irgend eine gegebene 
Gerade rotiren. Die Lage der Rotationsaxe, fiir welche dip Grosse des Paares em 
Maximum ist, hat man die Axe des Mftximalnwments genannt. Man zeige, daes 
PS sechs solche Axen giebt, von denen zwei in jeder Hauptebene liegen und je 
zwei die Winkel zwischen den Hauptaxen in der Ebene halbiren, in welcher sie 

liegen 

Sind die Hauptaxen des Kfirpers fur den festliegenden Punkt die Bezugs- 
axen, (I, m, n] die Richtungscosinusse der Rotationsaxe, (A, p, v) die der Axe des 
Paares , so ist nach der letzten Aufcabe nnd den Beispielen 2 und 3 in 18 



(B C)m * (0 " A) n 1 (A ) IM 
G* = (A- J5) 2 ? 8 m s + (S - n"w s w 9 + (0 A)*n*l*. 

G muss nun zu einem Maximum gemacht werden, indem man j7, w, ri) 
variiren lasst ; zugleich sind (7, in, n) an die Bedingung gebunden, dass Z 2 + w s + * 1 
ist. Die Lage dieser Axen wurde zuerst von Walton in dem Quarterly Journal 
of Mathematics, 1865, untersucht. 

120. Der Mittelpnnkt des Stosscs. Wenn die festliegende Axe 
gegeben ist und der Korper so getroffen werden kairn, dass keia Stoss- 
druck auf die Axe entsteht, so heisst jeder Punkt in der Richfcungs- 
linie der Eraft ein Mittelpunkt des Stosses. 

Wenn die Richtung des Stosses gegeben ist, so wollen wir die 
Axe, um welche der Korper zu rotiren beginnt, die Ace der spontanen 
fiototion nennen. Sie ftllt oflfenbar mit der Lage der festen Axe in 
dem vorigen Fall zusammen. 

Zuerst wollen wir die ebene Bewegung betrachten. Man denke 
sidbi eine Lamelle, die sich im Zustand der Euhe befindet und an einem 
Punkt G mit dem Schwerpunkt G vertical unter C hangt Sie werde 
von einem horizontalen Stoss 7 getroffen, der in der Ebene der La- 
melle wirken und an einem Punkt A in der Verlaoigerung von CG ein- 
greifen moge. Sind nun GA a; F und G die Stossreactionen an 
den festen Punkt C; G/ die Winkelgeschwindigkeit des Korpers um 
gerade nach dem Stoss T, so erhalt man die Bewegungsgleichungeii, 
genau wie in 110 
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Yr/ , Y+G 



Wenn der Druck G auf den festliegenden Punkt verschwindet, so 
erhalt man durch Elimination yon Y 



das heissfc also, wie aus $2 hervorgeht, dass A das Schwingungs- 
centmm des Korpers sein muss. Das Schwingungscentrum ist daJier ein 
Mittelpunkt des Stosses. 

Aufg. JSm Korper ist im Stnnde, sich frei um eim festliegende Axe su, drehen. 
Man soil die Bedingungen anyeben, unter icelclien ein Centrum des Stosses vorhanden 
ist und seme Lage 'bestimmen 

Die feste Axe sei die s-Axe; die #2-ELene gehe durch den Schwerpunkt des 
Kurpcrs; X, Y, Z seien die Componenten der Stosskraft und {, 77, f die Coordi- 
naten eines Punktes auf ihrer Actionsrichtung; Mk'* das Ti&gheitsmoment des 
Koi^ers iur die feste Axe Wir haben nun den Druck auf die Axe zu ermitteln, 
denselben gleich Xull zu setzen und erhaJten auf diese Art die Bedingungen ftir 
die Existenz pines Centrumss des Stosses. Da das Ycrfanren im Wesentlichen 
da?selbe ist, wie in 113 und 117, so wird es nicht nothig sein, dasselbe Schritt 
fur Schntt zu wicderholen. Setzt man y = und l&sst die Stossdruckkrafbe auf 
die Axe we^r, da sie nach der Voraussetzung der Null gleichgesetzt werden sollen, 
so lauten die sechs Bewegungsgleichungen des 112 



), Z*=0 ...... (1), 

nZ J Y = (m co) Smxz 

X %Z = (>' a>)2my8 ..... (2). 

IT TjX-Co)' n)M7c'* , 

Aus diesen Gleichungen lassen sich die folgenden Bedingungen ableiten: 

I. Aus (1) ist ersichtlich, dass Z = 0, Z= ist; die Kraft muss daher senk- 
recht zur Ebene mrken, welche die Axe und den Sclrwerpunkt enthalt. 

II. Substituirfc man aus (1) in die beiden ersten Gleichungen von (2), so er- 

halt man myz~Q und g= -^_ Da man den Coordinatenanfang belie big 

auf der Rotationsaxe annehmen kann, so mag er so gewahlt werden, dass 
2mxz*=Q ist Die 2 -Axe muss daher eine Hauptaxe fur den Punkt sein, in 
welchem eine durch die Richtungslinie des Stosses senkrecht zur Axe gelegte 
Ebene die Axe schneidet. Es gibt also nwr dann ein Centrum des Btosses, wew, 
die Axe fur irgend einen auf ilvr liegenden Pwrikt eine Hauptaxe ist. 

Jc* 

HI. Substituirt man aus (1) in die letzte Gleichung von (2), so wird | = -= - 

x 

Nach 02 bestimmt diese Gleichung das Schwingungscentrum des K8rpers um die 
feste Axe, wenn man sie aJs Aufhangungsaxe behandelt. Daher muss der senk- 
rechte Abstand zwischen der BichtungsIiDie des Stosses und der festen Axe dem 
Abstand des Schwingungscentrums von der Axe gleich sein. 

Ist die feste Axe einer Hauptaxe fSr den Schwerpunkt parallel, so geht die 
Bichtung dea Stosses durch das Schwingungscentrum. 

Beisp. 1. Eine Kreislamelle ruht auf einem glatten horizontalen Tisch; wie 
muss sie getroffen werden, damit sie sich um einen Punkt ihrer Peripherie zu 
drehen anf&ogt? Die Bichtung des Stosses muss den zu ihr senkrechten Durch- 
messer im Verhaltniss 3 : 1 theilen. 
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Beisp. 2 Em Pendt'l bfsteht aus einwr Kugel fKadius rr, Mas?e 2Lf , die an 
dem Ende einer diinnen Stange 'Lknge />, Masse -m) befe?ti<rt 1st. \Vo muss es 
bei jeder Schwingung gesto^en werden. wenn der Sti'itzpunkt durch Sto^druck- 
krafte nicht abgenutzt werden soil? Der Punkt lie^t in oinem Abstand I vom 
Stutzpunkt, welchur sich aus 

[jtf to + ft) + 1 w&] 7 = 3/[y rr + ( + & ; a l + lwz& 1 
ergibt. 

121. Das ballistische Pendel. Fur die Ballistik ist die Be- 
stimmung der Geschwindigkeit, mit welcher die Kugel den Lauf ver- 
lasst, von der grossten Wichtigkeit. Man erhalt dadurch eine voll- 
kommene Probe auf die Richtigkeit der Vorstellungen, die man sich von 
der Bewegung der Kugel im Laufe glaubt machen zu mussen und 
kann so durch. den Versuch selbst feststellen ; welche Wirkung eine 
Aenderung der Lange des Laufes, der Pulverladung oder des Grewichts 
der Kugel hat, Aus der Besfcimmung der Geschwindigkeit einer Kugel 
in verschiedenen Entfernungen von dem Geschutz lassen sich ferner 
die Gesetze ableiten, denen der Widerstand der Luft unterliegt. 

Es waren dies die Zwecke, die Robins mit der Erfindung des 
lallistisclien Pendels (etwa 1743J verfolgte. Vor seiner Zeit hatte man 
uur geringe Portschritte in der Theorif* der Bewegung der Geschosse 
gemacht. Seine New Principles of Gunnery wurden von Euler in'K 
Deutsche iibersetzt und mit einem ausiuhrlichen Commentar versehen. 
Euler' s Werk wurde dann 1784 wieder in's Englische iibersetzt. 
Robin's Versuche wurden mit Gewehrkugeln von ungefahr 28 Gramm 
Gewicht angestellt und spater wahrend mehrerer Jahre von Dr. Button 
1778 fortgesetzt, der Kanonenkugeln von einem halben bis etwa andert- 
halb Kilogramm Schwere benutzte. 

Es gibt zwei Arten, das ballistische Pendel anzuwenden, die beide 
von Robins gebraueht wurden. Bei der ersten wird das GeschStz an 
ein sehr schweres Pendel befestigt; wird es abgefeuert, so veranlasst 
der Riickstoss das Pendel, sich um seine Axe zu drehen und einen 
Bogen zu beschreiben, der gemessen werden kann. Die Geschwindig- 
keit der Kugel lasst sich dann aus der Grosse des Bogens ableiten. 
Bei der zweiten Methode wird die Kugel auf ein schweres Pendel ab- 
gefeuert. Die Geschwindigkeit des Geschosses selbst ist zu gross , als 
dass man sie direct messen konnte; dagegen kann man die dem Pendel 
mitgetheilte Winkelgeschwindigkeit durch Vergrosserung seiner Masse 
so klein machen, wie man nur will. Wird dann der Schwingungsbogen ge- 
messen, so findet man die Geschossgeschwindigkeit durch Rechnung. 

Die Anfangsgeschwindigkeit kleiner Kugeln kann man auch durch 
den folgenden sinnreichen Apparat feststellen. Man befestigt zwei 
kxeisfSnnige Papierscheiben senkrecht zu der geraden Linie, die ikre 
Mittelpunkte verbindet und lasst sie um diese Gerade mit grosser und 
bekannter Winkelgeschwindigkeit rotiren, Statt zweier Scheiben kann 
man auch einen Papiercylinder benutzen. Wird nun die Kugel durch 
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wenigstens zwei der rotirenden Flachen geschossen, so kann man ihre 
Geschwindigkeit berechnen, indent man die Lage der beiden kleinen 
Locher, welche durch die Kugel gemaclit wurden, beobachtet. Es 1st 
dies eine urspriinglich italienische Erfindung. Sie wurde im Anfang 
dieses Jahrhunderts von Olinthus Gregory verbessert und benutzt. 

Heutigen Tages wird der electrische Telegraph benutzt, um den 
Moment zu bestimmen, in welchem eine Kugel jeden einzelnen von 
liintereinander aufgestellten Schirmen durchbohrt. Die Kugel zerreisst 
einen feinen iiber den Schirm gespannten Draht und unterbricht so 
einen electrischen Strom. Dies veranlasst dann ein besonders zu diesem 
Zweck hergestelltes Instrument, die Zeit des Dirrchganges aufzuzeichnen. 
Dadurch, dass man verschiedene Schirme aufstellt, kann man die Ge- 
schwindigkeit der Kugel an verschiedenen Punkten ihrer Bahn finden. 

Das ballistische Pendel ist jetzt mehr von theoretischer und 
historischer als praktischer Bedeutung. Die beiden jetzt hauptsachlich 
zu Beobachtungen tiber die Geschwindigkeit von Kugeln benutzten 
Instrument e sind der von Bashford erfundene und von der englischen 
Regierung gebrauchte und der von dem belgiscLen Artilleriemajor 
Le Boulenge construirte Chronograph. 

122. Ein Gewehr wird in liwizontaler Lage an einen grossen 
Holzbloch befestigt, der sicJi frei um eine horfeontale Axe drehen Jcann. 
Wird der Schvss ahgefeuert, so veranlasst der "Rucbstoss das Pendel, sick 
um seine Axe zu drelien, Us es durch die Wirlzung der Schwere 0ur 
B&ilie bommt. Ein Streifen Leinwand ist an das Pendel befestigt und 
wird von einer EoUe wahrend der Etickwartslewegung des Pendels ab- 
gezogen und dient so zwn Messen des Riicklaufwinkels. Man soil die G-e- 
scJncindiffJceit der Kugd finden. 

Die Anfangsgeschwindigkeit der Kugel ist um so viel grosser als 
die des Pendels, dass man annehmen kann, die Kugel habe den Lauf 
verlassen, ehe das Pendel sich merklich aus seiner Anfangslage entfernt 
hat. Die anfangliche Bewegungsgrosse der Kugel kann man als Mass 
des dem Pendel gegebenen Stosses betrachten. 

h sei der Abstand des Schwerpunktes von der Aufhangungsaxe, 
f der Abstand der Axe des Gewehrs von der Aufhangungsaxe ; c der 
Abstand der Aufhangungsaxe von dem Befestigungspunkt des Lein- 
wandstreifens, m die Masse der Kugel, M die des Pendels und des Ge- 
wehrs zusammen, n das Verhaltniss von M zu m, 6 die Sehne des 
Eucklauf bogens 7 welche durch die Leinwand gemessen wird, V der Trag- 
heitsradros des Gewehrs und Pendels far die Aufhangungsaxe und v 
die Anfangsgeschwindigkeit der Kugel. 

Die Explosion des Pulvers erzeugt gleiche Stosswirkungen auf die 
Kugel und auf das Gewehr und da die Anfangsgeschwindigkeit der 
Kugel v ist, so wird diese Wirkung durch mv gemessen. Die durch 
den Stoss hervorgerufene Anfangswinkelgeschwindigkeit des Pendels ist 
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nach 89 GJ = nivf/MJc'*. Die nun folgende Be^egung 1st durch die 
Gleichung gegeben (Vergl. 92) 



also ist 

//70V n . %(jh A 

(lit} -Cf + lfrCOS*. 

Da fiir = 0, dd/dt ===== c? und ? wenn den Rikklaufwinkel be- 
zeichnet, fur = ct, cW : dt = ist, so erhalt man 7r ' 2 cr= %yli(l cos a). 

Eliminirt man o> ? so wird v = -y- 2 sin ^ ]/(jr7i . Die Sehne des Ruck- 
laufbogens ist aber I = 2c sin "-. Daher die Anfangsgescliwindigkeit 
der Kugel v == -- 



Die Grosse von Tf lasst sich durch Versuche ermitteln, indem man 
die Zeit einer kleinen Oscillation des Pendels mit dem Gewehr beobachtet. 



Ist T die halbe Zeit, so erhalt man T = tf] (97). 

Diese Fonnel hat Poisson in dem zweiten Band seiner Mechanik 
aufgestellt. In dem Philosophical Mayazine, Juni 1854, findet man 
einen Bericht uber Versuche ? die Dr. S. Haughton angestellt hat ? 
aus welchen mit Hiilfe dieser Pormel die Anfangsgeschwindigkeiten von 
Gewehrkugeln berechnet wurden. 

123. Die Formel darf man jodoch nur als eine erste Annalicning be- 
trachten, denn der Riicklauf, den das entzundete Pulver allein veranlasst, wircl dabei 
vernachttissigt. Um ihm Reclmung zu tragen, nahm Hutton an, dass die 
Wirkung einer gegebenen Pulyerladung auf den Rflcklauf des GeschQtzes dieselbe 
mit wie ohne Kugel sei. p sei die unbekannte durch das Pulver in jedem der 
beiden Falle erzeugte Bewegungsgrosse, Dadurch, dass er bei gleicher Ladung 
den Versuch zuerst mit und dann ohne Kugel machte und mv + p bez. p statt 
mv bei den beiden Verauchen setzte, war er im Stande, p zu eliminiren und den 
Werth von v abzuleiten. Bei grossen Pulverladungen stimmton die BO erhaltenen 
Resultate nicht hinreichend mit denen therein, die man durch das Abschiessen 
einer Kugel in ein Pendel erhalt ( 124) Die Annahme wurde daher durch die 
Versuche nicht vollstandig best'dtigt und veitere Correctionen waren nSthig, 

124. Ein GescMtz wird einem scfaceren Peiidel gegenubergestettt, welches sich 
frei um eine horizontal Axe drehen ftann. Die Kugel trifft das Pendel in 
horizontaler Richtung, dringt eine Jcurze Strecke in das Holz ein und ertheilt dem 
Pendel eine Bewegungsgrosse. Wenn die Sehne des Bogens wie ztwor durch einen 
Leinvsandstreifen gemessen wird, wie findet man die Geschwindigkeit der Kugel? 

Die Zeit, welche die Kugel gebraucht, um in das Hok einzudringen, ist so 
kurz, dass man annehmen kann, sie sei verstrichen, ehe das Pendel Rich merkbar 
aus seiner Anfangslage entfernt hat. 

t sei der Abstand der Kugel von der Aufh&ngungsaxe in dem Moment, in 
welchem ihr Eindringen in das Pendel aufh&rt; j der senkrechte Abstand zwisohen 
der Aie und der Bewegungsrichtung der Kugel ; p der Winkel, den die Lfiage j 
mit der durch t dargestellten L&nge macht, so dass also j = t cos ^ ist. Behalteu 
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wir dieselbe Bezeichnung wic fruher bei, so ist in dem Augenblick, in welchem 
der Zusammenstoss der beiden Korper beendet ist, 



und auf dieeelbe Weise, wie zuvor, imdet man 

P//J' 9 + MU S ) 9 = 2 Mffh (1 cos tt) + ^mgi [cos |3 cos (or 0)] 
Wenn das Otewphr so nahe als moglich dem Schwerpunkt des Pendels gegeniiber- 
cetellt wirrf, so ist natiezu h=j und wenn das Pendel lang genug ist der 
Winkel B sehr klein Da nun ferner m im Yergleich mit M klein ist, so kann 
man als Annlihemng i = 7i und (3 = in den Gliedern der Gleichung setzen, die 
m als Factor entbalten und findet so 



v = - 

CJ 



unter I den Abstand des Schwinffungsmittelpunkts des Pendels und der Kugel von 
der Aufhtingungsaxe verstanden. t 

Das Unbequeme bei diesem Verfahren im Yergleicb nut dem vongen hegt 
darin, dass die Kugeln ^wabrend einer ganzen Eeihe von Yersucben m dem 
Pendel sitzen bleiben. Das Gewicbt, die Lage des Schwerpunkts und Scbwingungs- 
centrums andem sich mit clem Einscblagen einer jeden neuen Kugel in das Holz. 
Auch werden die Aenderungen, welche in dem Pendel selbst bei jedem Scbuss 
vor sich gohen, vernachlassigt Die Franzosen baben bei ibren Versuchen in 
Metz 1839 3 und'L'Orient 1842 eine grosse Yerbessenmg angebracbt. Die Holz- 
masse des enghschen Pendels, welcbe oft erneuert werden musste, wurde durcb 
einen permanenten rteepteur ersetzt. Dieser Recipient batte die Gestalt eines ab- 
gestumpften Kegels und war so lang, dass die Kugel nicbt vollsfandig durch den 
Sand dringen konnte, mit dem er gefullt war Die vordere Seite war mit einer 
diinnen Bleiplatte geschlossen, welcbe das HerausfaUen des Sandes verbinderte. 
In diese Platte war eine horizontale und eine verticale Linie gerissen, deren 
DuTcbscbnittspunkt der Axe des Kegels entspraeh. Man konnte auf diese Weise 
die wirklicbe Lage der Kugel beim Eintreten in den Recipienten leicbt bestimmen, 

126. Beisp. 1. Man zeige, dass nach jedem Scbuss in ein auf englische 
Art construirtes baUistiscbes Pendel zur AufsteUung der Formel fur den nachsten 

Schuss li um nabezu ^(j h) und I urn ~ (j T) vergr6ssert werden muss. 

Beisp 2. Dr. Haughton fand, dass bei constanter Ladung die Anfangs- 
geschwindigkeit der Kugel sicb umgekehrt wie die Quadratwurzel aus der Masse 
der Kugel und in geradern Yerbaltniss mit der Quadratwurzel aus der Lange des 
Laufs andert Man beweise daraus, dass die dureb die Explosion des Pulvers 
entwickelte Kraft um die Reibung im Innern des Laufs vermindert, Wabrend des 
Durchgangs der Kugel durch die Seele constant bleibt. 

Dr. Hutton fand, daas in glatten Laufen die Geschwindigkeit in einem Yer- 
haltniss zunimmt, das etwas kleiner als die Quadratwurzel, alser grdsser als die 
Cubifcwurzel aus der Lange des Laufs ist. 

Beisp. 3. Die Geschwindigkeit einer Kugel beim Yerlassen der Muadung 
eines 76 cm langen Gewehrs sei 306 m in der Secunde. Man zeige, dass die Zeit, 
welche die Kugel zum Passiren des Gewehrs braucbt, etwa ^ einer Secunde 
betragt. 

Beisp. 4. Durch Yersuche hat man festgestellt, dass bei einem Schuss in 
einen grossen festliegenden Holzblock, die Eindringiingstiefe der Kugel in das 
Holz wenigstens fSr nicht zu grosse Geschwindigkeiten nahezu wie das Quadrat 
der Geschwindigkeit Tariiri Man zeige, dass der dem Eindringen geleistete 
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Wider-stand, wenn man die&e Regel gelten Lhbt, constant ist und class di^ Zeit 
des Eindringens durch das Yerhaltniss der doppelten Tiefe zu der Anfangs- 
geschwindigkeit der Kuge] ausgedriickt wird. Bei einem von Dr Hut ton an- 
gestellten Yersuch drang cine Eugel, die mit einer Gechwindigkeit von 457 m in 
der Secunde abgefeuert wurde, etwa .'J6 cm in einen Block von ge&undem, trocknem 

Ulmholz; man zeige, dass die Eindringungszeit einer Secunde betmg. 

126. Das Anemometer. Das Robinson'sche Anemometer besteht aus vier 
halbkugelffcrmigen Bechern, die an vier horizontalen um eine vertical Axe ro- 
tirenden Armen befestigt sind Der "Wind blast auf der einen Seite der Axe in 
die H<5hlungen und auf der andern gegen die convexen Flachen der Becher. Be- 
wegt sich das Anemometer vom Zustand der Ruhe aus, so dreht es sich innner 
schneller herum, bis das Moment der Druckkrafte des Windes dein Moment der 
Widerstandskrafte das Gleichgewicht hiilt. 1st V die Ge&chwindigkeit des Windps. 
v die der Mittelpunkte der Becher und 6 der Winkel zwischen der Bewegungs- 
richtung irgend eines Bechers und der Richtung des Windes, so ist die relative 
Geschwindigkeit v' des Centrums dieses Bechers in Bezug aui' den Wind 



r * ........ (1). 

Die Bestimmung des Winddrucks auf die Becher ist eigentlieh eine Auf- 
gabe dpr Hydrodynamik ; eine LOsung ist aber bia jetzt noch nicht gefunden 
worden Inzwischen kann man das GeRetz alw anniihernd richtig annehmen, das 
man aus zahlreichen Versuchen gefolgert hat, dass namlich der Widerstand, den 
ein Korper bei geradliniger Bewegung durch ^ine Flussigkeit findet, dem Quadrat 
seiner relativen Geschwindigkeit proportional ist In den verschiedenen Lageii 
des Anemometers hahen die Theile ernes Becher^ vewchiedene relative Ge- 
schwindigkeiten gegen den Wind WIT wollen daher das Moment des resultirenden 
Winddrucks um die Ase des Anemometers durch eine quadratibche Function von 
V und v ausdrucken, z. B 

en + ajJFfl + ytJ* ........ (2), 

worin ce, p, y auf irgend eine noch unbekanntc Art von der Lage der Becher in 
Bezug auf den Wind abhangen 

a, p, y sind also Functionen von 6 und andern sich mit der Rotation der 
Becher um die Axe Wir haben jedoch die Durchschnittswirkung auf das Anemo- 
meter ndthig. Den mittleren Werth fur die Wegeinheit tindet man dadurch, dass 
man (2) mit d8 multiplicirt, von B = bis 6 = 2jr integrirt und schliesslich durch 
27t dividirt. Bedeutet F das mittlere Moment des Winddrucks um die Axe des 
Anemometers, so erhalt man 

F=AV* 2J?Fr CV S ........ (3), 

worin A, B, C Constants sind, die von der Gestalt des Anemometers abhajugen 
und deren Yorzeichen sich auf folgende Art bestimmen lassen. Das Anfangs- 
moment des Winddrucks beim Beginn der Bewegung des bisher in Ruhe befind- 
lichen Anemometers wird als positiv angesehen. Fangen nun die Becher an, sich 

d F 
zu drehen, so nimmt der Druck ab, so dass also, fur ein kleines ?. -= negativ 

civ 

sein muss, woraus folgt, dass das Yorzeichen des Coefficienten von Ft? in (3) 
negativ ist. Wenn schliesBlich der Wind aufhttrt zu blasen, wEhrend die Becher 
noch in Bewegung sind, also fur F=0, sueht der Widerstand der rohigen Lnft 
die Bewegung zum Stillstand zu bringen. Der Coefficient von v* in (3) muss 
daher ebenfafis negativ sein. 

127. Wenn das Anemometer seinen schliesslichen Bewegungszustand er- 
reicht hat, so 1st F dem mittleren Moment der Reibung auf den Stfitzen gleich. 



110 Kapitel 10. Bewegung urn eine feste Axe. 

1st das Instrument &o con&truirt, dass die durch sein Gewicht entstehende Reibung 
so klein als moglich ist, so konnen wir diese Eeibung um so eher vernachUssigen, 
als tuibre Formel nur eine Anntihemng ist. Die Stutzen des Anemometers haben 
dann nur den Seitendruck des Windes auszuhalten Wahrscheinlich ist aber der 
gros^ere Theil der so entstandenen Reibung dem Druck des Wmdes proportional 
and kann in Formel (3; dadurch einbegriifen werden, dass man die Constanten 
iindert. Da diese nun durch Yersucbe bestimmt werden, so lasst sich annehmen, 
alle Krliffce, die quadratische Functionen der Geschwindigkeiten sind, seien in dem 
Ausdruck fiir F entbalten 

Im Observatorium zu Greenwich wird ein in Oel auf einer koniscben fest- 
liegenden Spitze rotirender hohlei verticaler Zapfen als Stutze benutzt Eine 
Correction fiir die Reibung tindet weiter nicbt statt. Die Anordnung scheint Ton 
gutem Erfolg zu. sein, da das Instrument sebr empfindlich ist und scbon bei sehr 
achwachem Luftzug eine langsame Rotation zeigt. 

Setzt man ^=0, so erhalt man eine quadratische Gleichung zur Bestim- 
mung des Yerhaltnisses von V zu v. Ist w die so geiundene positive Wurzel 
und hat man die Geschwindigkeit des Centrums eines Bechers beobachtet, so 
findet man die Winkelgeschwindigkeit, wenn man die beobachtete Gr6sse einfach 
nut m multiplicirt. Wie man sieht, ist m zwar von der Geschwindigkeit des 
Windes und der Grdsse des Instruments unabhangig, hangt aber von der Gestalt 
des letzteren ab 

128. Man hat verschiedene Versuche angestellt, um den Zahlenwerth von 
m zu bestimmen. Bei einigen hat man das Anemometer an die aussere Kante 
eines sich drehenden Maschinenrades befestigt. Die Axe des Anemometers be- 
wegt sich auf diese Art mit einer constanten Geschwindigkeit V. "Wird derYer- 
such an einem windstillen Tag gemacht, so erhalt man die Wirkung eines Windes 
von derselben Geschwindigkeit auf ein feststehendes Anemometer. Der Werth 
von v wird dann ermittelt, indem man die Anzahl der Umdrehungen des Ane- 
mometers un Raum zahlt. In einer im Jahr 1850 in den Irish Transactions er- 
schienenen Abhandlung gibt Dr. Robinson m = 3 als den mittleren Werth des 
YerhSltnisses an, wie er aus Experimenten dieser Art sich ergab. Dieser Werth 
von m ist allgemein adoptirt worden 

Andere Yersuche, welche im Greenwich Park 1860 angestellt wurden, haben 
denselben Werth von m ergeben und machen die Genauigkeit dieses Yerhaltnisses 
in sehr hohem Grad wahrscheinlich. Siehe die Greenwich Observations, 1862. 
Weitere im Jahr 1872 mit einem Dampfcaroussel ausgefuhrte Expenmente sind 
von Sir G Stokes in den Proceedings of the Eoyal Society, Mai 1881, beschrieben 
worden. 

Die Seewarte in Hamburg besitzt einen Aiiemometei^riifungsapparat, auf 
dem die Anemometer in Deutschland gepruft werden. Er besteht aus einem grossen 
Arm, der sich um eine verticals Axe dreht und an dem einen Ende das zu prufende 
Anemometer, an dem andern ein Gegengewicht tragt. Man kann ihm verschiedene 
Geschwindigkeiten, den Windstiirken entsprechend, geben und dann die Touren- 
zahl des Anemometers messen. 

Eine andere Art, diese Yersuche auszufuhren, besteht darin, dass man zwei 
ahnliche Anemometer um festliegende Axen rotiren lasst und an dem einen eine 
bekannte verzCgernde Eraft irgend welcher Art, die sein v zu verkleinern im 
Stande iat, anbringt. Wir haben alsdann aus zwei verschiedenen Maschinen, die 
mit ungleichen aber bekannten Geschwindigkeiten sich um ihre bezugliche Axen 
drehen, dieselbe Geschwindigkeit des Windes abzuleiten, Man erhalt dadurch 
zwei Gleichuugen und nach der Elimination der unbekannten Windgeschwiadig- 
keit eine Gleichung zwischen den Constanten A, B, C und der bekannten ver- 
zOgernden Kraft. Durch Wiederholung des Experiments gelangt man zu einer 
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fur die Bestimmung rler Constanten ausreichfnden Anzahl von Gleirhungen l>r 
Werth Ton m wird dann auf dif* in 1-27 erkliirte Art gefunden Die Sch\u;ri:;- 
keit iiei der Ausfiihrung hegt darin, erne bekannte gleickformig \erzogenid* Kraft 
zu ermitteln, die sich bequem an deni Anemometer anbringen Jie&se Man ver- 
gleiche eine Abhandlung Dr Robinson ^ iiber diesen Gegenatand in den PJul. 
Trans. 1880. 



129 Beisp 1 Man nehme an, AV* 2BVv bteile den Wertn Ton Fdar, 
wie er e.s nach angebtellten Versuchen zu sein scheint und zeige, Ja^s unter 
dieser Yoraussetzung, wenn ein Anemometer vom Zustand der Rulie au& sich in 
Bewegung ^etzt, die Geschwindigkeit v der Becher bestiindig zunimmt und einer 
gewissen endliehen Grenze zustrebt. Man zeige ftrner, da&s <lie Zeit, zu welcher 
die tbatsiiclilicbe Gerfchwindigkeit der Becher irgeud ein gegebener Brucb der 
Greuzgesch^indigkeit ist, variirt wie das Tragheitsmoment de,s Anemometers uiu 
seine Axe und umgekehrt wie die Geschwindigkeit ded Windes 

Beisp. 2. Als das Anemometer an die aussere Kante eines Dainpfcarou&sels 
BO, wie oben beschrieben, befestigt wurde, war ea nicht muglich, einen vollkommen 
windstillen Tag zu finden. Man muss daher die Gescliwindigkeit W dea Windes be- 
rucksichtigen; ist sie klein, so kann manirdadurch Reehnung tragen, dass man in der 

Formel F= A F 1 2^ Vv fur V setzt: V+k -^, worin /.' = i oder i ist, je 

nauhdem das Triigbeitsmoment des Anemometers um seine Axe sehx kiein oder 
sehr gross ifjt Dabei wird angenommen, das Anemometer rotire ohne Reibung 
Den Satz verdankt man Sir G. Stokes; einen Beweia findet man in den Proceed- 
ings of the Royal Society, Mai 1881 

Beisp 3 Ein Anemometer obne Keibung wird durch einen sto&weiseu Wind 
in Bewegung gesetzt, dessen Geschwindigkeit man durch rd-|- a ain nti aufc- 
di-ucken kajui, wobei u. so klein ist, dass sein Quadrat vernachlassigt werden 
kann. Man zeige. dass die Geschwindigkeit eines jeden Bechers durch einen Aua- 
druck von der Form v[l + ccos np&i&nlt 13)] dargestellt werden kann, dass 
also das Anemometer alien Aenderungen der Kraft des Windes nach einem Zeit- 
intervall ^ folgt. Hier ist A V- 2-B7w Cv* = und 



worin a der Abstand des Centrums einea Bechers von der Axe und I dae Tr'dg- 
lieitsmoment des Instruments in Bezug auf die Axe ist. 

Die Geschwindigkeit der LuftstrSme in Bergwerken wird gewtfhnlich mittelst 
Anemometern von etwaa anderer Construction bestimmt. Sie beruhen auf einem 
ahnlichen Princip wie WhewelFs Windmesser. Mehrere leichte Fliigel sind auf 
einer horizontalen Axe angebracht gerade wie die Fliigel einer Windmihle kleinen 
Massstabes, nur zahlreicher. Die Axe let an einem Zifferblatt oder einem andeni 
Apparat befestigt, an welchem man die Zahl der Umdrehungen der kleinen Wmd- 
miihle ablesen kann. Wenn V die Geschwindigkeit dee Windes und v die ab- 
gelesene Zahl der Umdrehungen ist, so ergeben die Yerguche, dass iunerhalb ge- 
wisser Grenaen V^av-\-b ist, wobei a und 6 zwei Constante sind, die von der 
Geatalt des Anemometers und der fleibung, welche der Wind zu flberwinden hat, 
abhangen. Han vergleiche einen Aufsatz SnelTs im Engineer, 23. Juni 1882. 

Die Annalen der Astronomical Society vom Harvard College Bd. XL en thai ten 
einen Appendix von S. P. Fergusson uber Anemometervergleichungen^ die in den 
Jakren 1892 1894 in Massachusetts gemacht wurden. Einen Aufsatz von 0. Chree 
aber die Theorie des Robinson'schen Becher- Anemometers findet man im Fhilo- 
sophical Magazine 1895, siehe auch Langley, Amer. Journ. of Science, ($), 47, 1894 



Kapitel IV. 
Ebene Bewegung. 

130. Die Bewegungsgleichnngen, Die Lage eines Korpers in 
einem Raum von zwei Dimensionen kann durch die Coordinaten seines 
Schwerpunkts und den Winkel bestimmt werden, den eine im Korper 
mit einer im Raum festliegenden Geraden macht. Wir liaben diese 
drei Bestimmungsstucke die Coordinaten des Korpers genannt und wollen 
sie nun als Punctionen der Zeit ausdriicken. 

Dazu ist es nothig, die Effectiykraffce des Korpers durch diese 
Coordinaten auszudriicken. Ihre Componenten parallel zu den Axen 
sind bereits in 78 ermittelt worden, es ist also nur noch ihr Moment 
um den Schwerpunkt zu finden, Sind (x, y') die Coordinaten eines 
Massenpunktes m auf rechtwinklige sich im Schwerpunkt schneidende 
Axen bezogen, die den im Raum festliegenden Axen parallel laufen, 
so ist dieses Moment, wie in 74 gezeigt wurde, gleich dh/dt, wenn 



ist. 

Ist 8 die ; ,Winkelcoordinate" des K6rpers ; d. h. der Winkel, den 
eine im Korper mit einer im Raum festliegenden Q-eraden bildet und 
sind (r, 9?') die Polarcoordinaten eines Massenpunktes m fur den 
Schwerpunkt des Korpers als Coordinatenanfang ; so ist / wakrend der 
ganzen Bewegung constant und d<p'/dt ffir jeden Punkt des Korpers 
dasselbe und gleich dO/dt. Somit ist derWinkelbewegungsgrosse h genau 
wie in 88 



. 

at at 7 

wenn man unter MW das Tragheitsmoment des Korpers bez. seines 
Schwerpunkts versteht. 

6 ist der Winkel ? den eine im Korper mit einer im Raum fest- 
liegenden Geraden bildet. Welche gerade Linien man auch waMen mag, 
dO/dt Ueibt immer dasselbe. Leuchtet dies nicht schon von selbst ein ; 
so lasst es sich auf folgende Art beweisen. OA, O'A' seien irgend 
zwei im Korper festliegende Gerade, die den Winkel & einschliessen; 
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OB, O'B' zwei in der Ebene festliegende unter dem "Wiukel /5 gegen- 
einander geneigte Gerade; es sei AOB = 6, A'O'B' = 0', daim 
ist & -(- /3 = -j- a und da a und /3 von der Zeit unabhiingig sind, 
dd/dt = dff/dt Aus diesem Satz geht hervor, dass die Winkel- 
geschwindigkeiten eines Korpers in einem Raum Ton zwei Dimensionen 
um alle Punkte dieselben sind. 

131. Die allgemeine Methode des Verfahrens ist wie folgt: 
Sind (#, y) die Coordinaten des Sehwerpunkts eines Korpers des 
Systems auf rechtwinklige im Raum festliegende Axen bezogen und 
M die Masse des Korpers, so sind die Effectivkraffce des Eorpers zu- 
sammen zweien Kraffcen aquivalent ; die durch H d 2 x/dt 2 7 M d?y/dP ge- 
messen werden und am Schwerpunkt parallel den Coordinatenaxen an- 
greifen, und ausserdem einem Kraffcepaar ; das durchMtfd*9/dt* gemessen 
wird und den Korper um seinen Schwerpunkt in der Richtung, in 
weleher B genommen wird, zu drehen sucht. JSTach D'Alembert's 
Princip sind die Effectivkraffce aller Korper ; in umgekehrter Richtung 
genommen, mit den gegebenen Kraffcen im Grleichgewicht. Die dyna- 
misclien Grleichungen kann man dann nach den gewohnliclien Regeln 
der Statik aufstellen. Siehe 82. 

Wir wollen die Krafte parallel zur x- und 2/-Axe zerlegen und 
die Momente auf den Schwerpunkt beziehen; sind dann die gegebenen 
am Korper angreifenden Kraffce zusammen mit den von den iibrigen 
Korpern herriihrenden Reactionen, wenn solche vorhanden sind ; den auf 
den Schwerpunkt wirkenden Kraffcen X und Y und einem Paar L 
gleichwerthig, so sind die Bewegungsgleichungen dieses Korpers offenbar 

d * 



In der Statik ist es von Vortheil, auch nach andem Richtungen 
als den Axen zerlegen und die Momente um einen beliebigen Punkt, 
der uns wunschenswerfch scheint, nehmen zu konnen. Man kann damit 
die Losung oft sehr abkurzen und vereinfachen. Wollen wir z. B. die 
EinfELhrung einer unbekannten Reaction in unsere Gleichungen ver- 
meiden ; so nehmen wir die Momente um ihren Angriffspunkt oder 
machen Gebrauch von dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. 
Es steht uns also auch in der Dynamik frei, unsere Kraffce zu zerlegen 
und die Momente zu nehmen, wie wir wollen. Beziehen wir z. B. die 
Momente auf einen Punkt C ; dessen Coordinaten (|^) sind, so erhalten 
wir eine Gleichung von der Form 



worin If das Moment der gegebenen Kraffce um den Punkt C ist. In 
dieser Gleichung sind (17) die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
und es ist gleichgiiltig, ob er festliegt oder sich bewegt. 

Bo nth, Dynamik. I g 



Kapitel IV. Ebene Bewegung. 

Bei der Zerlegung der Krafte konnen wir die Ausdrflcke fur 
die Cartesischen Coordinaten durcli die Formen fur Polarcoordinaten 

M\^ r(^f\ und Jfllfr 1 ^?) fur die Componenten parallel 
Ldt* \dt/ J r at \ at/ 

und senkrecht zum Radiusvector ersetzen. 1st v die Geschwindigkeit 
des Schwerpunkts, Q der Krummungsradius seiner Balm, so lassen sich 
manchmal aucli die Formen M dv/dt und M t? 8 /p fur die Componenten 
der Effectivkraffce langs der Tangente und des Eadiusvectors der Bahu 
des Schwerpunkts mit Vortheil benutzen. 

Als Aaleitung zur richtigen AuswaLl der Richtungen, in welche 
die Krafte zu zerlegen oder der Punkte, urn welche die Momente zu 
nehmen sind ; lassen sich zwei wichtige Falle erwahnen. 

132. listens soU man m ermiUeln suchen, ob erne im Saum 
festtiegende Eichtung existirt, fur welche die Componenten der gegebenen 
Krdfte verschwinden. Zerlegt man in dieser Richtung, so erhalt man 
eine Grleichung, die sich sofort integriren lasst. Hat z. B. die a?-Axe 
diese Richtung und sind M, M', etc. die Massen der verschiedenen 
Korper; x, x, etc. die Abscissen ihrer Sehwerpunkte, so ergibt sich 
nach 77 oder 131 



und durcli Integration 



worin C eine Constante ist ? die durch die Anfangsbedingungen sieh 
finden lasst. Wenn nothig ? kann man die Gleichung noch einmal 
integriren. 

Man hatte dieses Resultat auch aus dem allgemeinen Princip der 
Erhaltung der Translationsbewegung des Schwerpunkts in 78 ab- 
leiten konnen. Denn da es keine bewegende Kjaft parallel zur #-Axe 
gibt, so ist die Geschwindigkeitscomponente des Schwerpunkts des 
ganzen Systems in dieser Richtung constant. 

133. AlsdMw soU man &u ermitteln suchen, ob es emen im 
Return festliegmden PunJtf gibt, fwr wekhen das Moment der gegebenen 
Krafte verschwindet. Nimmt man die Momente um diesen Punkt,, so 
erhalt man wieder eine Gleichung, die sich sofort integriren lasst. 
Wahlt man den Punkt als Coordinatenanfang und haben die Buch- 
staben ihre gewohnliche Bedeutung, so ist nach dem ersten Paragraphen 
dieses Kapitels 



wobei 2? die Suminirung far alle Korper des Systems angibt. Durch 
Integration erhalt man 
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unter C eine Constante verstanden, die durcli die Anfaugsbedingungen 
der Aufgabe zu bestimmen 1st. 

Diese Gleichung sagt aus, dass ; wenu die gegebenen Krafte kein 
Moment um einen Punkt haben ? die Winkelbewegungsgrosse um dieseu 
Punkt wahrend der Bewegung constant bleibt. Es folgt dies auch so- 
fort aus 77. 

134. Die Winkelbewegnngsgrosse. Da wir die durch Bildung 
der Momente entstehende Gleichung so oft nothig haben, so ist es 
wichtig, auch andere Formen ; die man ihr geben kann ; in Betracht zu 
ziehen. Liegt der Punkt, fur welchen die Momente gebildet werden, 
im Saum fest, so dass er als Anfangspunkt der Coordinaten gewahlt 
werden kann, so ist das Moment der Effectivkraffce am Korper M 



worin x und y die Coordinaten seines Schwerpunkts sind. 

Wir bitten, den Sinn der yerschiedenen Theile dieses Ausdrucks 
zu beachten. Wie in 77 erklart wurde ; ist das Moment der Effectiv- 
kraffce der Differentialquotient des Moments der Bewegungsgrosse um 
denselben Punkt. Das Moment der Bewegungsgrosse ist nach 74 
das namliche, wie das Moment um den Schwerpunkt zusammen mit 
dem Moment der ganzen im Schwerpunkt vereinigten und sick mit der 
Geschwindigkeit des Schwerpunkts bewegenden Masse. Das Moment 
um den Schwerpunkt ist nach dem ersten Paragraphen des Kap. HI 
oder IV gleich M If dQ/dt und das Moment der vereinigten Masse 
M (x dy/dt y dx/dt). Daher ist in dem Raum von zwei Dimensionen 
fur irgend einen Korper von der Masse M 



die Winkelbewegungsgrosse 1 _ j^l^dy dx\ 
um den Coordmatenanfang J ~ m \ x ~dt ~ y Tt) 



Ziehen wir Polarcoordinaten vor ; so lasst sich dem Ausdruck eine 
andere Grestalt geben. Sind (r, cp) die Polarcoordinaten des Schwer- 
punkts, so ist 

die Winkelbewegungsgrosse 1 _ TU^^^ \ Mj^^L . 
um den CoordinatenaifaugJ dt ' dt ' 

Ist v die Geschwindigkeit des Schwerpunkts und p das vom Coor- 
dinatenanfang auf die Tangente an die Richtung seiner Bewegung ge- 
fallte Loth, so ist das Moment der Bewegungsgrosse der im Schwer- 
punkt vereinigten Masse Mvp und wir erhalten wieder 

die Winkelbewegungsgrosse \ 
um den Coordinatenanfangj 

8* 
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Aus 74 geht hervor, dass dies die augenblickliche Winkel- 
bewegungsgrosse des Korpers um den Coordinatenanfang ist, mag er 
nun festliegen oder sicli bewegen. In dem letzteren Fall ist jedoch 
ihr Differentialquotient nach der Zeit nicht das Moment der Effectiv- 
kraffce. 

Da das augenblickliche Rotationscentrum (Momentancentrum) als 
fester Punkt angeselien werden kaiin, wenn man es nur mit den Coor- 
dinaten und ihrem ersten Differmtialquotienten nach der Zeit zu thun 
hat ; so ist 

die Winkelbewegungsgrossel = j^/ys . tf)*!*.. 
um das Momentancentrum/ ^ ~ ' dt 

Wenn MJc'* das Tragheitsmoment fiir das Momentancentrum ist, 
so lasst sich diesem letzten Ausdruck auch die Form geben M fc' 2 dO/dt. 

Bei dem Aufstellen der Momente fur irgend einen Punkt, mag er 
nun der Schwerpunkt sein oder nicht, beachte man, dass Mb? in alien 
diesen Formeln das Tragheitsmoment in Bezug auf den Schwerpunkt 
und nicht in Bezug auf den Punkt ist, fiir welchen die Momente ge- 
nommen werden. Nur bei dem Aufstellen der Momente fur das 
Momentancentrum oder einen festliegenden Punkt kann man das 
Tragheitsmoment fiir diesen Punkt statt des Tragheitsmoments fiir 
den Schwerpuiikt benutzen und dann enthalt unser Ausdruck fiir die 
Winkelbewegungsgrosse die Winkelbewegungsgrosse der im Schwer- 
punkt vereinigten Masse. 

135. Allgemeine Losungsmetlode. Bilden wir die Bewegungs- 
gleichungen eines jeden Korpers, indem wir die Componenten parallel 
den Coordinatenaxen und die Momente um den Schwerpunkt nehmen, 
so erhalten wir fur jeden Korper drei Grleichungen von der Form 



/ // 

M |^ = F cos 9 + R cos t + 
Mf = Fain q> + JZ sin 1(1 + 



(1), 



worin F eine der am Korper angreifenden gegebenen Kraffce bezeichnet, 
deren Componenten F cos q> und F sin <p sind und deren Moment um 
den Schwerpunkt Ip ist, wahrend jR eine der Reactionen bedeutet. Sie 
heissen die dynomischen G-leicJiunffen des Korpers. 

Ausser ihnen existiren noch gewisse geometrische Gleichungen, 
welche die Verbindungen des Systems ausdriicken. Da jede solche 
Zwangsverbindung yon einer Reaction begleitet ist und jede Reaction 
von einer Zwangsverbindung, so sind ebensoviel geometrische Gleichungen 
yorhanden, als es unbekannte Reactionen in dem System gibt. 
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Hat man die richtige Anzahl von Bewegungsgleichungen erhalten, 
so schreitet man zu ihrer Auflosung, fur welche zwei allgemeine Me- 
thoden vorgeschlagen worden sind. 

Die erste LBsungsmetliode. Man differenzire die geometrischen 
Gleichungen zweimal nach t und setze fur d?x/d$, d 2 y/dt\ fle/dfi die 
Werthe aus den dynamisclien Gleichungen ein. Damit erhalt man eine 
zur Bestimmung der Reactionen ausreichende Anzahl von Gleichungen. 
Diese Methode ist immer dann von grossem Vortheil, wenn die geo- 
metrischen Gleichungen die Form haben 

Ax + By + 08 = D ....... (2), 

unter A, B, C, D Constante verstanden. Nimmfc man ferner an, die 
dynamischen Gleichungen seien der Art, dass sie in der Form (1) ge- 
schrieben auf der rechten Seite nur die Reactionen und Constanten ohne 
irgend ein x, y oder 6 enthalten und substituirt in die Gleichung 

^+*S+"S-. 

die man durch Differentiation von (2) erhalt ; so kommt man zu einer 
Gleichung, in welcher nur die Reactionen und Constanten vorkommen. 
Da dies fur alle geometrischen Beziehungen gilt, so bleiben offenbar 
die Reactionen wahrend der Bewegung constant und ihre Werthe lassen 
sich finden. Substituirt man daher diese Werthe in die dynamischen 
Gleichungen (1), so sind die Glieder auf der rechten Seite constant und 
die Werthe von x, y, lassen sich durch eine leichte Integration ermitteln 
Haben dagegen die geometrischen Gleichungen nicht die Gestalt 
(2), so ftthrt diese Methode in der Regel nicht zum Ziel. Nimmt man 
z. B. an ; eine geometrische Gleichung habe die Form 

tf + y* = c*, 

enthalt sie also Qmdrate statt der ersten Potenz, so wird ihre zweite 
Differentialgleichung 

dx*.dy\* 



und wenn wir auch die Werthe von fflx/df, tfy/dfi einsetzen konneii, 
so ist es im Allgemeinen nicht moglich, die Glieder (d%/df)*, (dy/df)* 
zu eliminiren. 

136. Die Reactionen in einein dynamischen Problem werden in 
vielen Fallen durch den Druck glatter fester Hindernisse Lervorgebracht ; 
welche die Korper bei ihrer Bewegung beriihren. Solche Hindernisse 
konnen nur entgegenwirken und wenn daher aus den Gleichungen 
hervorgeht, dass eine solche Reaction in irgend einem Augenblick ihr 
Vorzeichen wechselt ; so verlasst offenbar der Korper in diesem Augen- 
blick das Hinderniss. Dies fuhrt gelegentlich zu Discontinuitaten in 
unsern Gleichungen. Zuerst bewegte sich das System unter einein ge- 
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wissen Zwang und unsere Gleichungen waren auf diese Voraussetzung 
gegriindet. In einem gewissen Augenblick, der durch das Verschwinden 
einer Reaction bestimmt wird ; hort der Zwang, dem einer der Korper 
unterworfen war, auf und die Bewegungsgleichungen miissen durcli 
Fortlassen dieser Eeaction geandert werden. Aehnliche Bemerkungen 
gelten, wenn die Reactionen durch den Druck eines Korpers gegen 
einen andern hervorgerufen werden. 

Man beachte, dass, wmn die erste Losungsniefhode angeivendet ^verden 
kann, die Reactionen wahrend der Bewegung constant bleiben, also 
seiche Discontinuitaten nie eintreten konnen. Wenn ein Korper einen 
andern berulirt, so trennen sie sich alsdann entweder lem, Beginn iJirer 
Beweguny oder Neiben stets in Beru^mg miteinander. Solclie Reactionen 
sind auch von den Anfangsbedingungen unabhangig und bleiben daJier 
dieselben ; wenn das System in irgend einer Lage in den Zustand der 
Rune versetzt wird. 

137. Em dynamisches System bestehe aus sswei Korpern, die 
'\nii der Eeaction It auf einander drilckm; wie ist die entsprech&iide 
ycometrische Crleichung #u Ulden? Man muss offenbar durch sie aus- 
drucken, dass die Componenten der Greschwindigkeit der Berukrungs- 
punkte der beiden Korper in der RicLtung yon E einander gleich sind. 

Dam ist der folgende Safe oft von Nutzen. 
Ein Korper drehe sich um einen Punkt G mit 
der Winkelgeschwindigkeit d6/dt = a) in ent- 
gegengesetzter Richtung ; wie die Zeiger einer 
Uhr und G- bewege sich in der Richtung GrA 
mit der Greschwindigkeit V. Man soil die 
Componente der Greschwindigkeit des Punktes P 
in der Richtung PQ finden, die mit GA den 
Winkel 9 macht. In der Zeit dt bewegt sich 
der ganze Korper und daher auch der Punkt 
P durch einen Raum Vdt parallel zu GA und 
wahrend derselben Zeit bewegt sich P senk- 
recht zu 6rP durch einen Raum o> GrP dt. Die ganze Verschiebung 
von P parallel zu PQ betragt daher 

(Fcosp -fro - GPsin GPN}dt. 

Ist GrN = $ das Loth von G auf PQ, so ist ? wie wir sehen, die 
Greschwindigkeit von P parallel PQ gleich Fcos 9? -(- &p. 

Bemerkenswerth ist, dass dieser Ausdruck von der Lage von P 
auf der Gteraden PQ unabhaoigig ist. Darcws folgt, dass die Geschwindig- 
keitscorn/ponenten oMer Piwkte einer G-erad&z PQ in der EicMmg von 
PQ dieselben sind. Es leuchtet dies sofort ein, wenn man bedenkt, 
dass alle Punkte der Greraden PQ starr mit einander verbunden sind 
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und die Lange der Linie PQ sich andern nnisste, wenn die in Rede 
stehenden Geschwindigkeitscomponenten ikrer Punkte verschieden waren. 

Wird daher die Geschwindigkeit ernes Punktes P in einer Richtung 
PQ gesucht, so kann man P durch irgend einen andern in der Linie 
PQ gelegenen Punkt ersetzen ? dessen Geschwindigkeitscomponente 
leichter zu ermitteln ist. In der Regel ist der Punkt N am bequemsten, 
denn oline Benutzung einer Formel sieht man schon von selbst, dass 
seine Geschwindigkeitscomponente, langs PQ, Fcosg?-f cop ist. 

Sind (a, y, B\ (%', tf, 6') die Coordinaten der beiden Korper, q, q 
die Lothe von den Punkten (x, y), (>', if) auf die Richfcung einer 
Reaction R, $ der Richtungswinkel, den E mit der x-Axe macht, so 
lautet die gesuchte geometrische Gleichung 



Sind die Korper vollkommen rauh und rollen aufeinander ohne zu 
gleiten ; so gibt es zwti Reactionscomponenten fur den Beruhrungspunkt, 
die eine normal, die andre tangential zu der gemeinschaftlichen Flache 
der sick beriilirenden Korper. Fur jede derselben erhalt man eine 
Gleiching, wie die oben aufgesteUte. Ist dagegen gletiende Reibung 
vorhanden, so verlieren die bisherigen Betrachtungen ihre Giiltigkeit, 
wie wir weiter unten sehen werden. 

138. Die zweite LSsungsmethode. In einem dynamischen System 
mogen zwei Korper yon den Massen M 7 M' mit der Reaction E auf- 
einander driicken. Die Bewegungsgleichungen yon M seien die in 135 
mit (1) bezeichneten und die yon M' moge man aus iinen erfialten, 
indem man alle Buchstaben mit Ausnahme von E, $ und t mit einem 
Strict versieht und E statt E schreibt. Wir multipliciren die Be- 
wegungsgleichungen von M mit 2 dx/dt, 2 dy/dt bez. 2 dO/dt, die von 
M' mit den entsprechenden Grossen und addiren die sechs Gleichungen. 
Man erlialt 

d*x , dy d*y . , 2 dB d* 
- 



^ 



Der Coefficient von E verschwindet in Folge der im vorigen Para- 
graphen gefundenen Gleichung. Dasselbegiltfiir alle Reactionen zwischen 
je zweien der sicli bewegenden Korper. 

Druckt der Korper M gegen ein ausseres festes Hinderniss, so 
wirkt E nur auf den Korper M und der Coefficient von 2E beschrankt 
sich auf den in die erste Klammer eingeschlossenen TheiL Da aber 



120 Kapitel IY Ebene Bewegung 

die Geschwiudigkeit des Beriihrungspunktes in der Richtung yon R ver- 
sehwinden muss ; so 1st der Coefficient von It auch in diesem Fall Null. 

A sei der Angriffspunkt der gegebenen Kraft F und die Ge- 
schwindigkeitscomponente von A in der Richtung der Wirkung von F 
sei dffdt Alsdann ist der Coefficient von 2F gleich df/dt und aus 
der Definition von df folgt weiter, dass Fdf das aus der Statik be- 
kannte virfcuelle Moment der Kraft F ist. 

Auf diese Art haben wir eine Methode gewonnen, mit deren Hiilfe 
wii zu einer Gleichung koinmen, die von den unbekannten Reactionen 
vollkommen giatter oder vollkommen rauher Korper frei ist. Das Ver- 
fahren besteht darin, dass man die Gleichungen, auf deren linker Seite 
Mfx/dP, M$y/dt*, Mtftf6/dt* etc. steht, mit dx/dt, dy/dt, de/dt 
etc. multiplicirt und die so erhaltenen Gleichungen fur alle Korper 
addirt Die Coefficieuten aller unbekannten Reactionen sind in Folge 
der geometrischen Gleichungen 7 wie man findet ; gleich Null. 

Die linke Seite dieser Gleicbung ist offenbar ein vollstandiges 
Differential. Man erhalt durch Integration 



worin die Integrationsconstante ist. 

In der Praxis lasst man gewohnlich die Zwischenstufen weg und 
schreibt die Gleiclaung gleicli in der Form 



unter U das Integral des virtuellen Moments der Kraffce verstanden. 

Sie heisst die Gleichung der lebendigen Kraft. 

Ein anderer Beweis. Benutzt man die in der Statik bewiesenen 
Satze uber die Arbeit, so lasst sich der vorstehende Beweis etwas ver- 
einfacLen ; indem man jeden starren Korper in seine Elementarmassen- 
punkte auflost. 

Ist m die Masse eines materiellen Punktes^ x, y seine Coordinaten; 
mXj mY die Componenten der Krafte, so ist 



Multiplicirt man mit dx/dt bez. dy/dt, nimmt die Summe durch das 
ganze System von Massenpunkten und iategrirt ; so erhalt man 



Die linke Seite ist die lebendige Kraft des Korpers, die rechte 
das Integral der virtuellen Moment e der an den.Punkten angreifenden 
Kraffce. 

Bei dieser Art des Beweises enthalten die Krafte auf der rechteu 
Seite (1) die inneren Reactionen der verschiedenen Massenpunkte 7 aus 
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denen jeder Korper besteht, (2) die gegenseitigen Reaetionen der Korper 
aufeinander, (3) die Drackkrafte, welche in Polge ausserer geometrischer 
dem System auferlegter Bedingungen entstehen. 

In der Statik wird bewiesen, dass die virtuellen Momente der in- 
neren Reactionen verschwinden, wenn die Korper so starr sind, dass 
die materiellen Punkte, welche jeden Korper zusammensetzen, in un- 
ver'anderlichem Ab stand von einander bleiben. Es wird auch bewiesen ; 
dass die yirtuellen Momente der Reactionen zwischen den sich be- 
wegenden Korpern mit gewissen Ausndhmen sich gegenseitig zerstoren 
und schliesslich, dass die in Folge geometrischer Bedingungen ent- 
stehenden Druckkrafte in der Function der Arbeit nicht auftreten ; wenn 
die Bedingungen die Zeit nicht explidte enfhalten. 

Lasst man diese Druckkrafte sammtlich weg und schliesst jetzt in 
die Ausdrucke mX, mYnw die ausseren gegebenen Krafte ein, welche 
an dem System angreifen und stellt ferner mit U das Integral dar ; so 
erhalt man wie zuvor 

U. 



Der Haupteinwand gegen diese Art, den Beweis zu fuhren, be- 
steht darin, dass die Einschrankungen, denen der Satz miterliegt, nicht 
klar hervortreten. In dem Kapitel iiber die lebendige Kraft wird eine 
Modification dieses zweiten Beweises gegeben, die ? auf den Satz von 
der virtuellen Arbeit gegriindet, viele Vortheile zu haben scheint. So- 
wohl der eben gegebene Beweis als die spatere Modification sind all- 
gemein in Gebrauch. 

Da der Satz von der lebendigen Kraft einer der wichtigsten in der 
Dynamik ist, so muss man suchen, ihn von moglichst vielen Seiten zu 
betrachten. 

139. Die lebendige Kraft eines KSrpers. Die linke Seite der 
Gleichung (1) des vorigen Paragraphen heisst die lebendige Kraft des 
ganzen Systems. Wir wollen beweisen, dass fiir irgend einen Korper M 

die lebendige Kraft von M = i M [(g) a + (g)'+ fc 2 (f ) 2 ] ist. 

Erster Beweis. Wurde die ganze Masse in ihrem Schwerpunkt ver- 
einigt und bewegte sie sich mit der Greschwindigkeit des Schwerpunkts, 
so ware ft Null und die lebendige Kraft wurde sich auf die beiden ersten 
Glieder reduciren. Diese Grlieder heissen daher die lebendige Kraft der 
Translation und das letzte Glied die lebendige Kraft der Rotation. 

Ist v die Geschwindigkeit des Schwerpunkts, so lasst sich die 
Gleichung auch schreiben: 

die lebendige Kraft von M = i Mv* +' Mtf 2 
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Benutzt man Polarcoordinaten ; so erhalt man die lebendige Kraft 

von X-M[$f + *(%f+(%Y], - ter ('') die Polar - 

coordinaten des Schwerpunkts verstanden. 

Bedeutet Q den Abstand des Schwerpunkts von dem Momentan- 

/7fl 

centrum des Korpers, so 1st p -JT offenbar die Geschwindigkeit des 
Schwerpunkts und mithin 

die lebendige Kraft von M = \ M(Q* + W) (^- 

Em anderer Beweis. Will man den zweiten der beiden iru letzten 
Paragraphen gegebenen Beweise des Satzes von der lebendigen Kraft 
benutzen, so wird es nothig, das Theorem in diesem Paragraphen 
etwas anders zu behandeln. Zu diesem Zweck bemerken wir ; dass 

~ 2;w[(^|) 2 + (^) 2 J eine quadratische Function der Variabeln ist und 

daher nach dem allgemeinen Satz fiber die parallelen Axen ( 14) der 
Summe zweier Ausdrficke gleichkommt, namlich (1) dem Wert von 
-, wenn die ganze Masse in dem Schwerpunkt G vereinigt wird, also 

Mv% und (2) dem Werth von 27 ; wenn der Korper auf 6r als Coordi- 

natenanfang bezogen wird, also -5= 2mv*. Ist nun o die Winkel- 

geschwindigkeit des Korpers urn 6r, so ist die relative Geschwindigkeit 
eines Massenpunktes v = rm, wenn r seinen Abstand von Gr bedeutet und 

daher 21mv r * = -r- 22mr* - ca 2 . Wir erhalten mithin wie fruher die 



lebendige Kraft von M= 

Der hier gegebene Fundamentalsatz wird Konig zugeschrieben, 
der ihn in den Acta Erudiforum veroffentlichte. Die folgende Um- 
drehuug des Theorems riihrt von Cauchy her; Exercises de Math., seconde 
anne'e, S. 104; Oeuvres completes H, 1, S. 140. 

Beisp. 1. P sei ein in einem starren KSrper festliegender Punkt, der sich mit 
ikm bewegt und derart bestimmt 1st, dass die lebendige Kraft des Korpers der von der 
Translation von P herrfinrenden lebendigen Kraft zusammen mit der lebendigen 
Kraft der relativen Bewegung urn P gleich ist. Man beweise, dass P auf dem 
um (rl als Durcnmesser beschriebenen Kreis liegt, wenn I das Momentancentrum 
und Gr der Schwerpunkt ist. 

Versteht man unter a die Winkelgeschwindigkeit des KSrpers um I und 
unter Q die Lage eines materiellen Punktes m, so erhalt man aus der in der 
Aufgabe enthaltenen Bedingung 



Dividirt man durch o a und setzt fur die beiden G-lieder mit 2 ihre in 13 
gegebenen Werthe ein, so wird Grl*= GP* + PJ 9 , was zu beweisen war 

In dem Baum von drei Dimensionen muss der Punkt P auf dem Cylinder 
liegen, dessen Basis ein Ereis ist, welcher zum Durchmesser das von G- auf die 
Miomentanaxe gefallte Lotli hat. 
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Beisp 2 Man heweise aucli, dass in dem letzten Beispiel die Gesckwindig- 
kcit von P der Geschwindigkeitscomponente von Cr m der Bewegungsrichtun^ 
von P gleich ist 

0. Bonnet, Memoires de I' Academic de Montpellier. Tome I, S 141 

140. Die Kraftefanction und Arbeit. Die Function U in der 
Gleichung der lebendigen Kraft heisst die Kraftefunction. Man kann 
sie ; wenn sie existirt, stets dadurch erhalten, dass man das virtuelle 
Moment der Krafte, wie es die Statik lehrt, niederschreibt, integrirt 
und eine Constante addirt. Diese Definition reicht fur jetzt aus; eine 
vollstandigere Erkl'arung findet man im Anfang des Eapitels HE, das 
von der lebendigen Kraft handelt. 

Sind die Krafte Functionen verschiedener Coordinaten ; so lasst 
sich denken, es konne oft vorkommen, dass das yirtuelle Moment sicli 
nicht integriren lasse, ehe die Beziehungen zwischen diesen Coordinaten 
auf andere Weise ermittelt sind. In dem Kapitel iiber die lebendige 
Kraft wird jedoch gezeigt werden, dass dies nicht der Fall ist. In fast 
alien Fallen lasst sich annehmen, dass das virtuelle Moment ein voll- 
standiges Differential sei. Bei den Ausfuhrungen, welche in diesem 
und den nachsten beiden Paragraphen folgen, wollen wir daher voraus- 
setzen, die Function U esistire und sei eine bekannte Function der 
Coordinaten des Systems. 

In einem spateren Kapitel werden wir die verschiedenen Formen, 
welche die Kraftefunction anneh.rn.en kann, eingehend besprechen. Fur 
jetzt wollen wir nur zeigen ; wie man ihre Form fiir ein System von 
Korpern findet ; welche beliebigen Zwangsbedingungen unterworfen sind 
und nur unter der Wirkung der Schwerkraft stehen. 

Sind x, y die Horizontal- und Verticalcoordinate eines materiellen 
Punktes des Systems, wird die y-Axe nach unten als positiv ge- 
uommen und ist m die Masse des Punktes, so ist das virtuelle Moment 
Hmgdy und daher die Kraftefunction 

U= I Emgdy = mgy + G = gym + C y 

worin y die Tiefe des Schwerpunkts des ganzen Systems unter der 
#-Axe bedeutet. 

Urn die Constante G zu vermeiden, nimmt man das Integral 
manchmal zwischen Grenzen und nennt alsdann die Kraftefunction die 
Arbeit der Krafte beim Uebergang des Systems aus der durch die 
untere Grenze zu der durch die obere Grenze angegebenen Lage. 

Man kann dieses Resultat so aussprechen: Wenn lei der Sewegwng 
eines Systems aus einer Lage in eine andere sein SchwerpunJct die vertir 
cale Strecke h zwrucklegt, so ist die durch die Scliwere geleistete Arbeit 
Mgh, wob&i M die game Masse des Systems ledeM. 

Man beachte, dass dieses Resultat nicht von einer Aenderung in der 
Anordnung der Korper ; aus welchen das System besteht, sondern nur 
von der verticalen Strecke abhangt, welche der Schwerpunkt herabfallt. 
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141. Das Princip der lelbendigen Kraft. Manchmal kann sicli 
ein System von einer Lage in eine andere auf verschiedenem Weg be- 
wegen. Wir brauchen aber vielleicht die zwischenliegende Bewegung 
nicht, sondern nur die in der letzten Lage ; wenn die in der ersten 
gegeben ist. Alsdann vermeiden wir die Einfuhrung der Constanten 
Fn die Gleichung der lebendigen Kraft dadurch, dass wir das Integral 
in 138 zwischen Grenzen nehmen und sagen 

die Aenderung der) = ( der Arbeit der ^ m 
lebendjgen Kraft J ) 

wobei die Aenderung der lebendigen Kraft durch Subtraction der 
lebendigen Kraft in der Anfangslage YOB der in der Endlage gefunden 
wird. Bei der Ermittlung der Arbeit der Krafte bangt ; wie scnon er- 
Hart, die obere Grenze des Integrals von der Endlage des Systems, 
die untere von der Anfangslage ab. 

Diese Grl&ickung ist deshalb von so grosser Bedeutung, well sie frei 
von alien Eeactionen oder Zwangsbedingmgen des Systems ist. Die Art, 
auf welche sich das System aus seiner ersten in seine letzte Lage be- 
wegt, ist gleicngultig. Soweit diese Gleichung in Prage kommt, kann 
die Art der Bewegung irgendwie durch. Einfiihrung oder Entfernung 
beliebiger Zwangsbedingungen oder Reactionen geandert werden, wenn 
sie nur derart sind, dass sie in der GHeicbung der virtuellen Momente, 
me sie in der Statik gebraucht wird, nicht auftreten. 

Man beachte, dass gewisse Reactionen, wie z. B. die Reibung 
gwischen 0wei Fl&chen, die aufeinander gleiten, aus der Gleichung der 
virtuellen Verschiebungen in der Statik nicht verschwinden. Bei der 
Aufstellung der Gleichung der lebendigen Kraft in der Dynamik tritt 
diese Art der Reibung, wenn sie vorkommt, zugleich mit den andern 
Kraften auf der reehten Seite der Gleichung auf. 

Bei der Bewegung des Systems von einer Lage in eine andere gegebene 
Lage kommt offenbar die von jeder Kraft verursachte Aenderung der 
lebendigen Kraft dem Integral des virtueEen Moments der Kraft gleicL 
Die ganze Aenderung besteht folglich aus der Summe der durch die 
einzelnen Krafte bewirkten Aenderungen. Macht daher die Richtung 
ixgend einer Kraft F einen spitzen Winkel 3nit der Richtung der Be- 
wegung des Punktes A des Korpers, an welchem sie angreift, so haben 
F und df dasselbe Vorzeichen und das Integral in der Gleichung der 
lebendigen Kraft ist positiv. Die Kraft hat daher die Wirkung, dass 
sie die lebendige Kraft vergrossert. Ist dagegen die Richtung der 
Kraft der Richtung der Bewegung von A entgegengesetzt ; d. h. macht 
die Kraft einen spitzen Winkel mit der umgekehrten Richtung der Be- 
wegung von A, so besteht die-Wirkung der Kraft darin, dass sie die 
lebendige Kraft verringert Diese Regel setzt uns in den Stand, die 
allgemeine Wirkung einer Kraft auf die lebendige Kraft des Systems 
zu beurtheilen. 
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142. Nehmen wir z. B. an, ein Korper bewege sich oder rolle 
unter dem Einfluss der Schwere und einer seiner Punkte bleibe in Be- 
riilining mit einer festliegenden Flache, die entweder vollkommen rauh 
oder vollkommen glatt ist, so dass also gleitende Reibung nicht vor- 
kommt. Er moge seine Bewegung in irgend einer Art beginnen, 
jedoch so, dass die anfangliche lebendige Kraft bekannt ist. Die 
lebendige Kraft vermindert oder vermehrt sich, je nachdem der Schwer- 
punkt iiber sein ursprimgliches Niveau sicli erhebt oder unter dasselbe 
sinkt. Bei der Bewegung des Korpers kann der Dmck auf die Flache sich 
andern, moglicher Weise verschwinden und sein Vorzeichen andern. 
Alsdann verlasst der Korper die Flache, worauf der Schwerpunkt nach 
79 eine Parabel beschreibt und die Winkelgeschwindigkeit des Korpers 
um seinen Sehwerpunkt constant wird. Der Korper kann dann wieder 
auf die ITache treffen; bis dieser Fall aber eintritt ; liat sict die 
Gleichung der lebendigen Kraft dadurch ; dass der Korper die Flache 
verliess, in keiner Weise geandert. Dies geschieht erst bei dem Zu- 
sammentrefien des Korpers mit der Flache. Denn ; ist F die Reaction 
der Flache, A der Punkt des Korpers ; auf welehen sie wirkt und Fdf 
ilir virtuelles Moment wie in 138 ; so ist bei der Bewegung des 
Korpers auf der Flache df Null und beim Verlassen der Flache wird 
F Null, so dass also das virtuelle Moment Fdf wahrend der ganzen 
Bewegung vor dem Zusammentreffen aus dem einen oder andern Grund 
Null ist. Die Reaction tritt daher in der Gleichung der lebendigen 
Kraft nicht auf. Stosst dagegen der Korper auf die Flache 7 so nahert 
sich A der Flache und die Reaction F widersteht dem Vordringen von 
A, wobei weder F noch df verschwindet. F wird dabei wie wahrend 
des ersten Theils der Bewegung gemessen, indem man es als eine sehr 
grosse Kraft ansieht, welche die Geschwindigkeit von A in sehr kurzer 
Zeit zerstort ( 83). Wakrend der Periode der Compression wider- 
steht die Kraft F dem Vorschreiten von A und vermindert mithin die 
lebendige Kraft des Korpers; bei der nachier folgenden Restitutions- 
periode befordert sie dagegen die Bewegung von A und vergrossert 
daher die lebendige Kraft. Weiter unten werden wir zeigen, dass die 
lebendige Kraft durch einen Zusammenstoss in alien Fallen, in welehen 
die Korper nicht vollkommen elastisch sind, vermindert wird und werden 
untersuchen, wie gross der Verlust ist. Als allgemeine Regel Jcann man 
sich merken^ dass die Gleichung der lebendigen Kraft dwrclt, einen Zu- 
sammenstoss v&randert wird. 

Es lasst sieh eine obere Grenze fur die Hohe y angeben, auf 
welche der Schwerpunkt tiber sein ursprtingliches Niveau steigen kann. 
Die Gleichung der lebendigen Kraft lasst sich namlich schreiben 

f Lebendige Kraft inl fder anfanglichenl 

{irgend einer LageJ \lebendigenKraftj 

unter M di$ Masse des Korpers verstanden. Da nun die lebendige 
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Kraft nie negativ werden kann, so kann der Schwerpunkt nie so hocli 
steigen, dass 

Mgy > als die anfangliche lebendige Kraft 

wird. Soil der Sclawerpunkt diese Hohe erreichen, so muss die lebendige 
Kraft des Korpers verschwinden, d,h. sowohl die Translationsgeschwindig- 
keit des Sohwerpunkts als die Winkelgeschwindigkeit des Korpers mussen 
gleichzeitig Null werden. Dies kann im Allgemeinen ; wenn der Korper 
von der Flache abspringt, nicht geschehen, weil die Winkelgeschwindig- 
keit und die horizontale Geschwindigkeit des Schwerpunkts gewohnlich 
nicht beide im Moment des Abspringens verschwinden und ; wie oben 
erklart, wahrend der parabolischen Bewegung constant bleiben. Nach 
dem folgenden Zusammentreffen kann man sich denken ; dass eine neue 
Bewegung mit verminderter lebendiger Kraft und daher klemerer oberer 
Grrenze fur die Hone des Schwerpunkts beginne. 

143. Hat, wie es manchmal vorkommt, das System nur einen 
Grad der Freiheit ; so ist nur die Geschwindigkeit der Bewegung 
zu ermitteln. Mit Htilfe der geometrischen Verhaltnisse des Systems 
werden die x, y, 8 eines jeden Korpers durch irgend eine Grosse aus- 
gedriickt, die wir qp nennen wollen. Die lebendige Kraft des Korpers 
My wie sie 139 gibt, nimmt jetzt die Gestalt an 
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Lebendige Kraft yon ^=-Jf +g +V =j 

worin P eine bekannte Function der Coordinaten von M ist ; und die 
(Srleichung der lebendigen Kraft wird daher 



woraus sich d<p/dt fiir jede gegebene Lage des Systems finden lasst. 

Wenn es folglich nur eine Art gibt, <mf welche das System sich 
bewegen Jcann, so wird diese Bewegwng durch die Gldchung der 
lelmdigen Kraft bestimmt; sind dagegen mehr Grade der Freiheit mog- 
Iich 7 so muss noch ein Integral der Gleichungen zweiter Ordnung er- 
mittelt werden. Was zu geschehen hat, hangt von dem speciellen ge- 
rade vorliegenden Fall ab ? und es ist oft sehr schwer, die richtige 
Behandlung der Gleichungen aufzufinden. Die Schwierigkeit wird noch 
erhoht ; wenn man beim Aufstellen der Gleichungen nicht bemtlht ge- 
wesen ist ; ihnen eine moglichst einfache Gestalt zu geben. 

144. Beispiele zu diesen Satzen. Die folgenden Beispiele sind 
zusammengestellt worden ; um die Art der Anwendung der obigen 
Principien auf die Losung dynamischer Probleme zu erlautern. In 
einigen Fallen sind mekrere Losungen gegeben worden, um den Leser 
in den Stand zu setzen, die verschiedenen Methoden miteinander zu ver- 
gleichen. Die Art ; wie jede Gleichung gebildet wird ; ist genau erklart 
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worden. Die beigefiigten Bemerkungen werden hoffentlich die Scliwierig- 
keiten aus dem Weg raumen, auf die der Anf anger in der Regel zu 
stossen pflegt. Besondere Aufinerksamkeit moge man daher auf die 
verschiedenen Principien verwenden, welche bei den Losungen befolgt 
wurden. 

Elm Jiomogene Kugel rollt auf einer vollkommen rauhen geneigten Mbene unter 
dem Einfluss der Scfawere direct hinunter. Man bestimme die Bewegiwg 

a sei die Neigung der Ebene gegen den Eorizont, a der Radius der Kugel, 
ink* ihr Tragheitsmoment bez eines horizontalen Durchmessers 

sei der Punkt der geneigten Ebene, welcher Anfangs durch die Kugel be- 
ruhrt wurde, N der Beruhrungspunkt zur Zeit t Es ist dann offenbar am Vor- 
theiLhaftesten, zum Coordinatenanfang und ON zur #-Axe zu wahlen. 

Die Kr'afte, welche auf die Kugel wirken, 
sind erstens die Reaction H senkrecht zu ON, 
zweitens die Reibung F, welche an N in der 
Richtung NO und ing, welches vertical an dem 
Mittelpunkt C angreiffc. Die Effectivkraffee sind 
m d*x/dt*, m d*y/dt a und greifen an C parallel 
zu der x- und y-Axe an und ein Paar mk* d*6/dt*, 
welches die Kugel um C in der Richtung NA 
herumzudrehen sucht. 6 ist hier der Winkel, 
den eine G-erade ini KSrper mit einer im Raum 

festliegenden Geraden macht Der Radius C A sei _ _ 
die im. Kcirper und das Loth auf die geneigte 

Ebene die im Raum festliegende Gerade B ist alsdann der Winkel, um den sich 
die Kugel gedreht hat 

Die Componenten in der Richtung der geneigten Ebene und senkrecht zu 
ihr sind 




(1), 



Nimmt man die Momente um N, um die Reactionen zu vermeiden, so ist 



Da zwei unbekannte Reactionen F und R vorkommen, so sind zwei geo- 
metrische Beziehungen nOthig. Weil ein Gleiten bei N nicht stattfindet, so ist 

# = W 

und da die Kugel von der Flaehe nicht abspringt, 

3/ = (5). 

Diese beiden Gleichungen haben die Form, wie sie die erste Methode ver- 
langi Durch Differentiation von (4) erhalt man d i x/dt**^ad a 6/dt* und durch 
Substitution in (3) 

a* 

Weil die Kugel homogen ist, so folgt 
k* = -= a 2 und -^-- 
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Wiirde die Kugel auf einer glatten Elbene hinuntergleiten, so ware die Be- 
wegungsgleichung d s x/dt* = g sin a; es wird also im Fall der Tauten Elene zwei 
Siebentel der Schwere dazu verwandt, die Kugel wnzudrehen und fiwf Siebentel wn 
sie abwarts 0u bewegen. 

Ninunt man an, die Kugel gehe vom Zustand der Ruhe aus, so ist offenbar 



womit die Bewegung vollstandig bestirmnt ist 

Bei dieser Lflsung der Aufgabe sind nur wenige Bewegungsgleichungen be- 
nutzt worden; man hatte nur die Gleichungen (3) und (4) aufzuschreiben brauchen, 
wenn die Bewegung allein gesucht word Sind dagegen auch die Reactionen zu 
enmtteln, so hat man auch die ubiigen nothig Aus (1) fo]gt 

F=^- vitj sin a 

und aus (2) und (5) 

Jt = vug cos a . 

In der Regel setzt man erst am Ende der Untersuchung den Werth von A <a 
in die G-leichungen ein, weil er offc sehr complicirt ist und ausserdem als Probe 
auf die Richtigkeit der Vorzeichen in den ursprimglichen G-leichungen dienen 
kann. Hatte z B. die Gleichung (6) gelautet 



so hatte man daraus auf einen Fehler in der Auflosung schlieasen konnen, denn 
offenbar lasst sich die Beschleunigung durch Aenderung der inneren Structur der 
Kugel nicht unendlich gross machen. 

Beisp. Die Ebene sei nicht vollkommen rauh und der Reibungscoefficient 
fi kleiner als y tan a; man zeige, dase die Winkelgeachwindigkeit der Kugel zur 

Zeit t nach dem Yerlassen des Zustands der Ruhe -^ t betragen wiirde. 

145. Eine homogene Kugel rollt auf einer andern vollkommen rauhen fest- 
liegenden Kugel hinab. Man swhe die Bewegwng. 

a bez. b seien die Radien der beweg- 
lichen und festen Kugel; C und ihre Mittel- 
punkte; B sei der verticale Radius der festen 
Kugel; op =s <^^BOC' F bez. J5 die Reibung 
und normale Reaction bei N Die Componenten 
in der Richtung der Tangente und Normalen 
zur Bahn von C sind dann 

-p (i), 




Ist A der Punkt der beweglichen Kugel, 
welcher ursprflnglich mit J5 zusammenfiel und 
6 der Winkel zwischen einer im KQrper fest- 

liegenden Linie, z B. CA und einer in der Ebene festliegenden Geraden, z. B. 

der Yerticalen, so liefern die Momente um die G-leichung 



Man beachte, dass man den Winkel AGO mcht als Winkel benutzen kann, 
weil zwar CA ia dem Kfirper, CO aber nicht im Raum festliegt. 
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Die geometriscbe Gleicbung ist offenbar 

a(0_qp) = &qp ........ (4) 

Eine weitere brauchen wir nicbt, da schon bei dem Aufstellen der Gl. (1) 
und (2) das Constantbleiben des Abstandes CO benutzt worden ist. 

Die Gestalt der Gl (4) zeigt, dass wir die erste Metbode anwenden konnen 
Wir erbalten 

F^tf + 
und kommen scbliesslicb zu der Gleicbung 

~ 



Multiplicirt man mit 2 - und integrirt, so findet man, wenn der roHende 
ctt 

KSrper sicb vom Zustand der Rube und einem Punkt aus, der dem Punkt J5 un- 
endlicb nabe liegt, in Bewegung setzt, 



Zu demselben Eesultat kommt man aucli durch Bemrtzung der Gleichung der 
lebendigen Kraft Die lebendige Kraft der Kugel ist m L 2 + k* (} J und 

# = (a -f- &) -~- . Die Kraffcefunction ist nacb 140 gleicb mgy, wenn y die verti- 
d t 

cale Strecke bedeutet, um welcbe das Centrum berabgesunken ist. Man erbalt 



woraus sicb mit Hiilfe von (4) dieselbe Gleicbung wie oben leicbt ableiten lasst. 

Will man finden, an welcbeni Punkt der Korper die Kugel verliisst, so bat 

man R = zu setzen. Die GL (2) liefert (a + 6) (dtp/dt) z g cos 9, daber 

y g (1 cos qp) = g cos <p und cos cp = ~ Man beacbte , dass das Resultat von 
der Grosse der Kugeln unabbangig ist. 

Beisp. 1. Sind die Kugeln glatt, so verlasst die obere die untere, wenn 
cos qp = j wird. 

Beisp. 2. Ein Stab rubt mit seinem einen Ende auf einer glatten horizontalen 
Ebene, lebnt mit dem andern gegen eine glatte verticale Wand und bat die 
Neigung a gegen den Horizont. Er gleite binab; man zeige, dass er die Wand 

verlaast, wenn seine Neigung arc sin I -^ sin aj ist. 

Beisp. 3. Ein Balken von der Lange a rotirt auf einer glatten borizontalen 
Ebene um sein eines festliegendes Ende unter der Wirkung keiner anderen Krafte 
als des Widerstandes der Atmospbare allein. Nimmt man an, die verzSgernde 
Wirkung des Widerstandes auf ein kleines Element von der LEnge dx sei 
Adx (Gescbw.) 2 , so ist die Winkelgescbwindigkeit zur 2eit * durcb die Gleicbung 
gegeben 

1 1 _ Aa* 
w a~"4Jlffc 2 
[Queen's Coll. (Queen's Coll. Examination Papers.)] 

Beisp. 4. Eine scbiefe Ebene von der Masse M ist im Stande sicb frei auf 
einer glatten borizontalen Ebene zu bewegen. Eine vollkommen raube Kugel von 
der Masse m wird auf die geneigte Flacbe gelegt und rollt unter der Einwirkung 
der Schwere binab. Wenn a?' die borizontale Strecke ist, um welcbe sicb die ge- 

ij Dynamik, I, 9 
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neigte Ebene vorwarts bewegt, x die Strecke, welche die Kugel auf der geneigten 
Ebene zuruckgelegt hat, so Iksst sich beweisen, dass 

(M+vi)x r =*w#cosa, -g-# x' cos a = -i-0i a sin ot 
ist, unter a die Feigung der Ebene gegen den Horizont verstanden. 

Beisp 5. Zwei gleiche vollkommen rauhe Kugeln werden in labilem Gleich- 
gewicht aufeinander gesetzt, wobei die untere auf einem vollkommen glatten 
Tisch roht. Man zeige, dass bei einer leichten Stdrung des Systems die Kugeln 
fortfahren sich in demselben Punkte zu beriihren nnd dass, wenn die Neigung 
der Yerbindungalinie der Mittelpunkte gegen die Yerticale bedeutet, 



- cos 0) 
ist. 

Beisp. 6. Zwei ungleiche vollkommen rauhe Kugeln werden in unsicherem 
Gleichgewicht aufeinander gesetzt, wobei die untere auf einem vollkommen glatten 
Tisch ruht. Man zeige, dass bei einer leichten StSrung des Systems die Kugeln 
sich trennen, wenn die Yerbindungslinie ihrer Mittelpunkte mat der Verticalen 

einen Winkel 9 macht, der durch die Gleichung jf-r cos3 9 



gegeben ist, unter M die Masse der unteren und unter w die der oberen Kugel 
verstanden. 

Beisp. 7. Eine Kugel von der Masse M und dem Radius a mrd gezwungen, 
auf einer vollkommen rauhen Curve von beliebiger Gestalt zu rollen und die Ge- 

echwindig-keit ihres Schwerpunkts ist Anfangs V. Die Anfangsgeschwindigkelt 

ys _ -pra 

andert sich und wird V-, man zeige, dass die Horaalreaction sich um M - 

$ a 

vergrSssert, -wenn ^ der Krinnmungsradius der Curve fur den Beruhrungspunkt ist 
und dass die Reibung unverandert bleibt. 

Beisp. 8. Ein gleichf^rmiger Stab von der Lange 2 a, dessen eines Ende eine 
horizontale Ebene beruhrt, hat eine Neigung a gegen die Verticale, Der Stab beginnt 
seineBewegung vomZustand derRuhe aus. Man zeige, dass seine Winkelgeschwindig- 

keit a, wenn er in horizontale Lage kommt, durch die Gleichung a o? s == -jocose 

gegeben ist, mag nun die Ebene vollkommen glatt oder vollkommen rauh sein. 
Man zeige auch, dass der Stab in keinem der beiden Falle die Ebene verlasst, 

Beisp. 9. Ein grader Tunnel wird von London nach Paris gebaut. Man 
zeige, dass eine Kugel, welche ihre Bewegung vom Zuetand der Rube aus auf 
dem einen Endbahnhof beginnt, in etwa 42 Minuten auf dem andern ankommt, 
wenn der Tunnel glatt ist, und etwa 8 Minuten langer braucht, wenn er voll- 
kommen rauh ist. Dabei ist angenommen, dass sich die Kugel nur unter dem 
Einfluss der Schwere bewegt und diese innerhalb der Brde dem Abstand der 
Kugel von dem Mittelpunkt der Erde proportional ist. Wurde die Zeit von 
London nach Wien dieselbe sein? 

Beisp. 10 Eine schwere gleichf3rmige Kette fullt eine glatte dunne R8hre 
aus, die. einen Kreisquadranten bildet, dessen emer Grenzradius horizontal ist, 
wiihrencF d^r andere vertical nach oben geht. Beginnt die Kette ihre Bewegung 
vom Zustsftflll s "der Ruhe aus, so ist ihre Geschwindigkeit v beim Verlassen der 
JlSbre durch 



gegeben. 

Beisp, II. Eine schwere Kette liegt in einer glatten dunnen Rohre, welche 
die Porm der oberen Halfte der Cardioide r ^ a (I + cos (9) hat. Die Axe der Curve 
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ist horizontal Das eine Ende der Kette hat die Coordinaten -9 1 0, r=2a nnd 
ihre Lange ist 2 a. Zu beweisen, dass, wenn die Kctte gerade ganz aus der Rohre 
heraus ist, ihre G-eschwindigkeit durch 

10<y 2 =a</(52 0]/3) 
gegeben ist. [Coll Exam (Coll. Examination Papers)] 

Beisp. 12. Ein vollkommen rauher cylindrischer Schleifstein vom Radius a 
rotirt mit gleichfo'rmiger Beschleunigung urn seine horizontale Axe. Man zeige, 
dass, wenn der Mittelpunkt einer Kugel, die sich in Beriihnmg mit seiner Schleif- 
flache befindet, noch in Euhe bleiben soil, die Winkelbeschleunigung des Schleif- 

steins nicht grb'sser als -^ sein darf. [Coll. Exam. 1877/j 

4 
s 

146. Em Stab OA Tcann sick urn ein Scharmer l)ei drelien, wdlirend sein 
andres JSnde A. auf ein&n glatten Keil ruM, der auf einer glatten dwch gehenden 
Jiorizontal&n Ebene gleiten Jcann. Man suche die Beioegung. 




1st a der Winkel, M die Masse des Keils; x = OC\ I die Lange, m die 
Masse des Balkens- Q = AOC und R die Reaction bei J., so erhalt man die 
dynamischen Gleichungen 

M^- = Esincc ......... (1), 

Cut 

7J/J 7 

w^ s -77g^J2?cos(a--0) ng-~ cos ..... (2) 
dt 2 

und die geometrische Grleickwng 

x sin a = I sin (a 9) ......... (3) . 

Hier muss offenbar die zweite Losungsmethode angewandt werden; man findet 
_,- dx d 



Der Coefficient von E yerschwindet, wie sich aus der Differentiation der Gl. (3) 
ergibt. Durch Integration erhalt man dann 



Diese Gleichung hdtte man nach dem Princip der lebendigen Kraft safari 
niederschreiben Jcomen. Denn die lebendige Kraft des Keils ist offenbar y M (dx/dt)* 
und die des Stabs -|- ink* (d6/dt)*. Bezeichnet y die HShe des Schwerpunfcts des 

\ SJ 

Stabes OA "uber 0(7, BO ist die Kraffcefunction y C mgy nach 140. Da ferner 
ist, so ergibt sich damit das obige Resultat, 



Substituirt man aus Gl. (3) den Werth von-r-^ so wird 

(fit 
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. . . (4), 

worin C=mglsin.fl ist, falls der Stab sich zu bewegen anfangt, wenn = |3 ist. 
Diese G-leichung lasst sich nicht weiter integriren; 6 kann also nicht durch 
t ausgedriickt werden; dagegen ergibt sich aus ihr die Winkelgeschwindigkeit 
des Balkens und daher auch die Geschwindigkeit des Keils 

147 Zwei gleich lange Stabe AB,BC sind dwrch ein Scharnier bei B verbuwden 
und konnen frei auf einer glatten honzontalen Ebene gleiten. Das Ende A des Stabes 
AB ist dwell ein ssweites Scharnier mit einem festen Purikt des Tisches verbmden. 
Ein elastischer Faden AC, dessen Lange, wenn er nicht gespannt ist, gleicJi AB oder 
B C ist, verbindet A mit dem Ende C des Stabes B C Anfangs bilden die beiden 
Stabe mit dem Faden ein gleichseitiges Dreieck imd das System beginnt seine Be- 
wegupig mit der WwikelgescTwowidig'keit SI um A Man suche die grosste Lange 
des elastischen Fadens wahrend der Bewegung; ebenso die WinJcelgeschwindigJceit 
der Stabe, wenn sie einen rechten Wirikel miteinander machen mid den geringsten 
Werfh von SI, der diese Lage moglich macht. 

1) Die folgende Ldsung der Aufgabe wird auf den ersten Blick etwas umstand- 
lich erscheinen. Hier sollen jedoch die verschiedenen Arten, wie die Principien 

der Machen und der lebendigen Kraft anzuwenden 
sind, erlautert werden. Wir gehen auf die Einzel- 
heiten ein, weal es das erste Beispiel dieser Art 
ist. Sonst freilich werden die aus diesen Prin- 
cipien abgeleiteten Gleichmgen (1) v/nd (2) in der 
Eegel olme oder wwr mit wenigen Erklariwgen 
niedergeschrieben. 

%a sei die Lange eines jeden Stabes, mTc* 
sein Tragheitsmoment fur seinen Schwerpunkt, 
so dass also fc 2 = a 2 ist D und E seien die 
Mittelpunkte der Stabe und (#, y) die Coordinaten 
von E auf A als Coordinatenanfang bezogen. 

Die einzigen an dem System angreifenden 
Kraffce sind die Reaction des Scharniers bei A 
und die Spannung des elastischen Fadens AC. 
Eine Richtung, fur welche die Summe der Compo- 
nenten derselben verschwindet, ist nicht zu er- 
mitteln, weal die Richtung der Reaction bis jetzt 

unbekannt ist. Da aber die Richtungslinien der beiden Krafte durch A gehen, 
so verschwinden ihre Momente um A und die WinkelbewegungsgrSsse um A bleibt 
deshalb nach 133 wahrend der Bewegung constant und ihrem Anfangswerth gleich. 
CD, o>' seien die Winkelgeschwindigkeiten von AB, BC zur Zeit t. Die Winkel- 

bewegungsgrosse von 5<7um A ist m(x-^- y + Wa>] nach 134. Die 

\ cut at / 

Winke!bewegungsgr5sse von AB um A ist nach demselben Paragraphen w(& 2 -J-a 8 )co, 

da AB sich um den festen Punkt A dreht. Sie haben die Anfangswerthe 

j/\ 

m(Sa* + k*)Q bez. m(fc 2 +a a ) J a, da co, o>' und -=- anfanglich gleich SI sind und 

at 

AE Anfangs das Loth von A auf die gegeniiberliegende Seite in dem von dem 
System gebildeten gleichseitigen Dreieck ist. Daher wird 




Eine zweite Gleichung erhalt man durch die Anwendung des Princips der 
lebendigen Kraft Die lebendige Kraft des Stabes BC ist 
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nach 139 und des Stabes AB nach demselben Paragraphen y m(k*-^-a*) eo a , da 
er sich um A als festen Punkt dreht. Dire Anfangswerthe sind y m (3 a 2 -f & 2 ) -^ s 
bez. -i w (fc 3 + a 2 ) fi 2 . 1st T die Spannung des Fadens, Q seine Lange zur Zeit t , 

^ 

so isfc die Kraffcefunction der Spannung /( T}d$. Wie aus der Lehre Ton den 

& 

virtuellen Momenten in der Statik bekannt ist, muss der Spannung das nega- 
tive Yorzeichen gegeben werden, da sie p zu verkleinem sucht und die Grenzen 
sind 2 a und 9, weil der Faden sich yon seiner Anfangslange 2 a "bis g ausgedehnt 

hat Da nach dem Hooke'schen Gesetz TE^-^ ist, so erhalt man die 

Eraffcefunction durch Integration = E ^- - - . Die Reaction bei A tritt nach 

4a 

141 in der Gleichung der lebendigen Kraffc nicht auf. Diese letztere ist daher 



(2). 



Es sind nur zwei unabhangige Bewegungen der Stabe moglich. Man kann 
AB um A und BC um B drehen; alle Bewegungen, die nicht aus ihnen be- 
stehen, sind mit den geometrischen Bedingungen der Aufgabe unvereinbar. Zwei 
dynamische Gleichungen sind zu ihrer Bestimmung ausreichend und diese haben 
wir eben erhalten; alle ubrigen Gleichungen, die vielleicht noch nothig sind, 
miissen aus geometrischen Betrachtungen abgeleitet werden. 

Sind ^, ^' die Neigungen der Stabe AB, BC gegen die x -Axe und ist 



x = 2 a cos ip ~\- a cos ty' i/ 

_- = 2a sin ip<o a sin ib' a>' -~- = 2 a cos iba + a cos ty'ca . 
at at 

Die Gleichungen derWinkelbewegungsgrosse und der lebendigen Kraffc werden 
dann 

s cos 9) m + m (fc f + a 2 + 2a 2 cos tp)a>' = m (2^ 2 + 4a 2 ) & . (3) , 



ra^ W- 

Diese Gleichungen bestimmen w, to in Ausdriicken des Hulfswinkels g> 
Dtc grosste Lange des elastischen Fadens wahrend der Bewegung zu fitiden. 

In dem Augenblick, in welchem Q ein Maximuni wird, ist - und das ganze 

System bewegt sich daher, als ware es ein starrer Horper. Fur diesen einzelnen 
Moment ist also co = a>' und die Gleichungen (3) und (4) werden, wenn man fur 

k* seinen Werth einsetzt, 

o 



(10 + 6 cos 9) CD 7 a , (10 + 6 cos q?) o) 2 = 7 a 2 -jf fo 2 a) 2 . 
Eliminirt man co und bedenkt, dass e = 4acos 9 ist, so erhalt man 



.# (3 4. IB a 2 ) (9 2 a) = 28 w & 2 a 8 (^ + 2 a). 
Diese cubische Gleichung hat eine positive Wurzel, die grSsser als 2 a ist. 
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Die Bewegung in dem AugeriblicJc su finden, in dem die Stale recktwirildig 
zu einander sind In diesem Moment ist q> = it und (3) und (4) erhalten die 
Gestalt 

O T^T __ 

I) 2 



Aus diesen Gleichungen lasst sich GO und & leicht ableiten Offenbar sind 

-tf\(l/s) "I ^ 2 77 1 

die "Werfche fur co, co' nur dann reell, wenn 7& 2 ;> - - ist 

2) Eine andere Losung Man kann sich oft die Muhe einer Elimination er- 
sparen, wenn man die aus den Principien der Flachen und der lebendigen Kraft 
abgeleiteten Gleichungen in einer etwas andern Art lildet. Der Stab BC dreht 
sich urn B mit der Winkelgeschwindigkeit co', w'ahrend sich gleichzeitig B senk- 
recht zu AB mit der Geschwindigkeit 2aco bewegt Die G-eschwindigkeit des 
Punktes E ist daher die Resultante yon a CD' senkrecht zu BC und 2aco senk- 
recht zu AB, beide selbstverstandlich dem Punkt E ertheilt. Wiinschen wir 
die Eesultate in Ausdrucken yon 0,00' zu erhalten, so kann man diese Ge- 
schwindigkeiten statt der Coordinaten (re, y) benutzen, um die Bewegung von E 
auszudrucken. 

Bei der Anwendung des Princips der Flachen haben wir das Moment der 
Geschwindigkeit von E um A zu suchen Da die Geschwindigkeat 2 a CD senk- 
recht zu AB ist, so hat das Loth von A auf ihre Eichtung eine Lange 
gleich AB plus der Projection von BE auf AB, also =2a + ^ cos 9- Weil die 
Geschwindigkeit aco' senkrecht zu BE ist, so hat das Loth von A auf ihre 
Eichtung eine Lange gleich BE plus der Projection von AB auf BE, also 
= a -|_ 2 a cos cp. Die WinkelbewegungsgrSsse des Stabes B C um A ist daher 
nach 134 

w& 2 o/ -]- 2maco(2a + acos(p) -f maco' (a + 2 a cos 93). 

Das Princip der Flachen for die beiden Stabe liefert daher 

a s + 2ct 2 cosqp) co' 



Die rechte Seite der Gleichung ist der Anfangswerth der Winkelbewegungs- 
grosse und wird aus der linken Seite dadurch erhalten, dass man cos 9? = -- - 
und co = CD' = SI setzt 

Bei der Anwendung des Princips der lebendigen Kraffc brauchen wir die 
Geschwindigkeit von E. Betrachtet man sie als die Resultante von 2aco und aw' 
und ist v ihr Werth, so ist offenbar 

fl s = (2aco) 2 + (ao') 2 + 2 2aco - aco' cos 9 . 

Hat man den Anfangswerth bestimmt, wie zuvor, indem man cos cp = i , at = co' = SI 
setzt, so liefert das Princip der lebendigen Kraft nach 142 

co 2 + 7w(& 2 + a 2 ) co' 2 + 4ma 2 coco' cos cp = 

m (2ft 2 + 4cO ^ 2 E (^ZlM! , 



wobei die Kraftefanction ebenso, wie friiher, ermittelt wird. Da -~ = co' o und 

at 

Q = 4 a cos cp ist, so haben wir gerade drei Gleichungen zur Bestimmung von 
w, co' und cp. Sind nur diese Gro'ssen zu suchen, wie in den beiden obigen Fallen, 
so hat diese Form der LSsung den Yorzug der Kurze. 

Beisp. 1 Zwei Stabe AB, BC von gleicher Masse sind durch ein Scharnier 
bei B verbunden und das Ende A liegt fest. Sie fallen aus einer Anfangslage 
unter der Wirkung der Schwere. Ihre Langen sind 2 a bez. 2 & und ihre Neigungen 
gegen den Horizont 6, cp zu irgend einer Zeit. Man beweise, dass 
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und 



Die erste Gleichung erhalt man aus der Winkelbewegungsgrosse um A fur 
r, wie in 78 erklart wurde. Die zweite ist die Gleichung der lebendigen 
Kraft. [CoU, Ex.] 

Beisp. 2 An einen gleichfdrmigen Stab von der Lange 2 a ist durch einen 
Faden b ein materieller Punkt befestigt; der Stab und der Faden werden in der- 
selben Geraden auf einen glatten Tisch gelegt und der materielle Punkt wird mit 
der Geschwindigkeit V senkrecht zum Faden fortgeschleudert; man beweise, dass 
der grosste Winkel <p, den der Faden mit dem Stab machen kann, durch 

sin 8 Y y = ^ "*T ^ gegeben ist, worin n das Verhaltniss der Masse des Stabes 

zu der des Punktes bedeutet Man zeige auch, dass die Winkelgeschwindigkeit 

V 
alsdann ist. [Coll. Ex.] 

Der gemeinschaftliche Schwerpunkt Gr bewegt sich mit gleichformiger Ge- 
schwindigkeit in einer Geraden. Sowohl die lebendige Kraft als die Winkel- 
bewegungsgrQsse um Gr sinpl constant. 

Beisp. 3. Drei gleiche und gleichfo'rmige Stangen sind aus solchem Material 
hergestellt, dass jeder Massenpunkt jeden andern mit einer Kraft abstQsst, die 
dem Product ihrer Massen und ihrem Abstand direct proportional ist und sind an 
ihren Enden so verbunden, dass sie sich frei um sie drehen konnen und dass sie 
ein gleichseitiges Dreieck bilden. Eine der Verbindungen an den Ecken wird ent- 
fernt; man beweise, dass die Winkelgeschwindigkeit jeder der ausseren Stangen, 
wenn alle drei sich in gerader Linie befinden, "/8,4 mal so gross als ihre Winkel- 
geschwindigkeit zu der Zeit ist, wenn sie rechte Winkel mit der mittleren Stange 
bilden. [Math. Tripos 1878.] 

Beisp 4. Vier gleiche Stabe OA, AC, CB, BO sind durch Scharniere frei 
an ihren Enden verbunden, so dass sie einen Rhombus bilden und der Winkel 
A OB s=5 a ist. Das System rotirt in seiner Ebene mit der Winkelgeschwindig- 
keit Q um 0, welches im Raum festliegt und dabei sind die Eckpunkte 0, C durch 
einen Faden verbunden Der Faden gibt nach und co, CD' sind die Winkel- 
geschwindigkeiten der Stabe zu irgend einer spS/teren Zeit. Man beweiee, dass 

ist. (o> o) 

148. Die Imse eines scfvweren Pendels enfhalt eine ftugelftirmige AusTiohlwng, 
welche mit Wasser gef&Ut ist. Man soil die Bewegwng ermitteln. 

sei der Aufhangungspunkt, Gr der Schwerpunkt des festen Theils dea 
Pendels, Mk* sein Tragheitsmoment fur und OGr*=h. C sei der Mittelpunkt 
der Wasserkugel, a ihr Radius und 0<7=c; m sei die Masse des Wassers. 

Wenn wir annehmen, das Wasser sei eine vollkomrnene Flussigkeit, so muss 
nach der Definition einer Flussigkeit die Action zwischen ihm und dem Gef&ss 
die Richtung der Normalen zur Kugeloberflache haben. Es existirt daher keine 
Kraft, welche die FlGssigkeit um ihren Schwerpunkt zu drehen sucht. Bei dem 
Hin- und Herschwingen des Pendels nimmt der Mittelpunkt der Kugel an dieser 
Bewegung Theil, ohne dass das Wasser rotirt. 

Die Effectivkrafte des Wassers sind nach 131 gleichwerthig mifr der EfFectiv- 
kraft der ganzen in ihrem Schwerpunkt vereinigten Masse und einem Paar wA; s d a>/dt, 
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worin o die Winkelgeschwindigkeit des Wassers und wiA 3 sein Tragheitsmoment 
urn einen Durchmesser ist. o> ist aber, wie eben gezeigt wurde, Null; das Paar 
fallt also weg. Daraus folgt, dass man bed alien Problemen dieser Art, wenn der 
KSrper sich nicht dreht oder eich mit gleichftrmiger G-eschwindigkeit dreht, den 
Kdrper in einen einzigen in seinem Schwerpunkt liegenden materiellen Punkt ver- 
einigen kann. 

Das Pendel und die vereinigte Flussigkeit bilden nun einen starren um eine 
feste Axe rotirenden K8rper ; wenn claher 6 den Winkel bedeutet, den eine im 
Korper festliegende Linie GO mit der Verticalen bildet, so ist die Bewegungs- 
gleichung nach 89 

(MW + we 2 ) ^f + (M 7i + me) g sin B = 0, 
tit 

worin bei der Feststellung des Moments der Schwere vorausgesetzt wui'de, dass 
0, G, G in grader Linie liegen. Die Lange U des gleichwerthigen einfachen 

Pendels ist nach 92 

MK*+mc* 

~~ Mh + mc 

ntfc* sei das Tragheitsmoment der Wasserkugel um einen Durchmesser Denkt 
man sich nun, das Wasser mude fest und ware mit dem G-efass starr verbunden, 
so findet man die Lange L des einfachen gleichwerthigen Pendels auf ahnliche Art 



Mh + me 

Es ist also U < L, die Schwingungsdauer daher kleiner, als wenn das Gauze 
massiv ware. 

149. Die charakteristisclien Merkmale sich tewegender KBrper. 

Aus den Bewegungsgleiehnngen der Korper in 135 ist ersichtfich, 
dass die Bewegung abhangt 1) von der Masse des Korpers, 2) der Lage 
des Schwerpunkts, 3) den ausseren Kraften, 4) den Tragheitsmomenten 
des Korpers um gerade durch seinen ScWerpunkt gehende Linien, 
5) den geometrischen Gleichungen. Zwei Korper konnen so verschieden 
sein ? wie moglich; wenn diese Merkmale dieselben sind ; so bewegen 
sie sich auf dieselbe Art ; d. h. ihre Schwerpunkte besckreiben dieselbe 
Bahn und ihre Winkelbewegungen um ihre Schwerpunkte sind dieselben. 
Dieser Satz wird oft mit Vortheil dazu verwendet, den gegebenen Korper 
mit einem andern zu vertauschen, dessen Bewegung sich leichter 
linden lasst. 

Wenn z. B. eine Kugel eine excentrische kugelformige Aushohlung 
hat, welche mit einer Flussigkeit von derselben Dichtigkeit wie die 
der massiven Kugel gefullt ist, so hangt die Bewegung der Kugel von 
der Lage der Hohlung nicht ab; man kann also den hohlen Raum, wenn 
es vortheilhaffcer ist, in den Mittelpunkt verlegen. Denn da die Mftssig- 
keitskugel entweder nicht oder mit gleichformiger Winkelgeschwiadigkeit 
rotirt, so wird die Bewegung nicht verandert, wenn man die Flussigkeit 
in einen in ihrem Centrum liegenden materiellen Punkt vereinigt. 
Alsdann ist offenbar das erste, zweite, dritte und ftinfte Merkmal un- 
abhangig von der Lage der Hohlung. Was das vierte angeht, so sei a der 
Radius der Kugel, 6 derjenige der Hohlung, c der Abstand ihres Mittel- 
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punkts vom Centrum der Kugel; das Tragheitsmoment des massiven 
Theils der Eugel ist alsdann - no? ' j a * j *& 3 * \j ^ + c ) un( * das 
der Flussigkeit, wenn sie in ihrem Mittelpunkt vereinigt wird ; - nl B c 2 . 

Addirt man beide, so verschwindet c-, das gauze Tragheitsmoment ist 
daher von der Lage der Hohlung unabhangig. 

Ein andres Beispiel ist die Bewegung einer gleichformigen drei- 
eckigen Lamelle unter dem Einfluss der Schwere. Ersetzt man die 
Flache durch drei Drahte, welche ihren Umfang bilden, aber kein Gre- 
wicht haben, so bleiben die geometrischen Bedingungen der Bewegung 
im Allgemeinen unverandert und setzt man auf die Mittelpunkte der 
Drahte drei materielle Punkt e, wo von jeder ein Drittel der Masse des 
Dreiecks enthalt, so hat derKorperdieselben charakteristisclien Merkmale, 

das wirkliche Dreieck und kann es in jedem Problem ersetzen. 



Beisp. 1. Ein materielles Dreieck, welches sich im Zuatand der Ruhe be- 
findet, wird im Mittelpunkt einer Seite von einem Stoas senkrecht zu seiner 
Ebene getroffen; man zeige, dass die Momentanaxe die beiden andern Seiten 
halbirt. Trifft jedoch der Stoss einen Eckpunkt, so theilt die Momentanaxe die 
beiden Seiten, die in diesem Punkt zusammenlaufen, im VerhkJtniss von 3 : 1. 

Dies ist eigentlich kein Fall ebener Bewegung, doch lassen sich die Re- 
sultate aus "bereits gegebenen Satzen ableiten, wenn man die Momente um eine 
Grerade nimmt, welche durch den Angriffspunkt des Stosses und einen der gleich- 
werthigen materiellen Punkte geht. 

Beisp. 2. Eine materielle dreieckige Flache ABC schwingt um eine Seite 
AB als horizontale Axe unter dem Einfluss der Schwere; man zeige, dass die 
Druckkrafte auf die feste Axe einem verticalen Druck auf den Mittelpunkt von 
AB und einem Druck in der Ebene des Dreiecks gleichkommen, welcher den Ab- 
stand zwischen und der Projection N von C auf AB halbirt. Der erste ist 
y W und der zweite ist der Spannung eines Fadenpendels von der L'ange ~- CN 

und dem Linsengewicht W gleich, wobei W das ganze Gewicht bezeichnet. 

Die Rotationstragheit einer rauhen Eolle, iiber welehe ein Faden 
lauft, der zwei Theile eines dynamisehen Systems verbindet ; zog man 
fruher dadurch. in Reckming, dass man die Eolle durch eine andre 
von derselben Grosse aber obiie Masse ersetzte und ihren Umfang mit 
einem materiellen Punkt belud. Ist a der Radius der Rolle ; k ihr 
Tragheitsradius in Bezug auf das Centrum, m ihre Masse, so ist die 

Masse des materiellen Punktes j m 9 so dass sie also fiir eine eylindrische 

Rolle die Halfte der Masse der Rolle ausmacht. Sie muss dann der 
Masse der ubrigen an dem Faden befestigten materiellen Punkte zu- 
gezahlt werderu Sind z. B. zwei schwere Massen M, M' durch einen 
Faden verbunden, der uber eine eylindrische Rolle von der Masse m 
lauft, die sich freium ihre Axe drehenkann, so istdieBewegungsgleichung 



worin v die Geschwindigkeit bedeutet. Die Tragheit der Rolle wird 
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dabei dadurcli beriicksiclitigt, dass man einfach. ^ zu der bewegten 

Masse addirt. 1st die Rolle ebenso im Raum beweglich wie sie frei 
rotiren kann, so zieht man ihre Translationstragheit wie gewohnlich 
in Recknung, indem man die ganze Masse in ikrem Schwerpunkt ver- 
einigt. Da diese Vorstellung von der Rotationstragheit jetzt nicht mehr 
oft benutzt wird, so iiberlassen wir den Beweis dieser Angaben, wenn 
einer nothig sein sollte, dem Leser. 

Beisp. 3 Die Endpunkte A und J5 emes Stabes AB, dessen Schwerpunkt 
in der Mitte von AB liegt, sind gezwungen, sich langs zweier aufeinander 
senkrechter Geraden x, Oy zu bewegen und irgend welche Krafte wirken auf 
den Stab. Man zeige, dass die Bewegung dieselbe ist, als wenn die ganze Masse 
in seinem Schwerpunkt veieimgt ware und alle Kr&fte in dem Yerhaltniss 
a 2 + ^ 2 : a 2 reducirt wurden, unter 2 a die Lange AB und unter k den Tragheits- 
radms fiir den Schwerpunkt verstanden 

Beisp. 4. Eine kreisfdrmige Scheibe, deren Schwerpunkt in ihrem Centrum 
liegt, rollt auf einer vollkommen rauhen Cuive unter dem Einfluss beliebiger 
Kiaffce; man zeige, dass die Bewegung des Centrums dieselbe ist, als wenn die 
Curve t 'glatt ware und alle Erafte im Verhaltniss a 3 + fc 2 : a a reducirt wurden, 
unter a, den Radius der Scheibe und unter ft den Triigheitsradius fur das Centrum 
verstanden. Die normalen Druckkrafte auf die Curve sind jedoch in den beiden 
Fallen nicht dieselben. In irgend einer Lage der Scheibe betragt der Unterschied 

Y.2 

X , wenn X die Componente der an der Scheibe angreifenden Kraft langs 

Qi -p K 

der Normalen znr rauhen Curve ist. 

150. Die Spannung an irgend einem Pnnkt eines Stabes. Em 

Stab OA lefindet sick im Gleichgewicht mter der Einwirkung beliebiger 
Krafte; man soil ihre Wirkung auf einen Querschnitt des Stales lei P 
lestimmen. Diese Wirkung kann man als die Resultante der positiven 
oder negativen Spannungen der unzahligen Fasern auffassen, aus denen 
das Material des Stabes besteht. Aus der Statik ist bekannt ; dass man 
sie zu einer Einzelfcraft R 9 die an einem Punkt Q, den man beliebig 
wahlen kann ; angreift und zu einem Paar G verbinden kann. Da sict. 
jeder Theil des Stabes im Grleiehgewiclit befindet, so miissen sie auct 
alien ausseren Eraften, welche an dem Stab auf der einen Seite des 
Querschnitts bei P angreifen, das Gleicligewiclit halten. Ist der Schnitt 
unbegrenzt klein ? so nimmt man Q gewoknlich in der Ebene des Quer- 
schnitts an und die Kraft JZ und das Paar 6r sind dann zusammen das 
Maass fiir die Spannung des Querselmitts. 

Wird der Stab durch die Wirkung der Krafte gebogen, so werden 
die Fasern auf der einen Seite ausgedehnt, auf der andern zusammen- 
gedriickt. Der Stab beginnt zu brechei^ sobald die Fasern hinlanglicli 
ausgedehnt oder gedriickt werden. Wir wollen die Tenders der Kraft 
R } den Stab zu brechen ; mit der des Paares Gr vergleichen. Ist A der 
Flacheninlialt des Querschnitts des Stabes ; so verursacht eine Kraft F, 
die den Stab zieht, eine resultirende Kraft E = F und ruft eine 
Spannung der Fasern hervor, die^ auf die Flacheneinheit bezogen ; gleich 
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pi 

-7- ist. Dieselbe Kraft F hat, wenn sie in dem Abstand p von P an 

dem Stab angreift ; ein Paar G = Fp zur Folge, welches durcli das 
von den Spannungen gebildete Paar im Grleichgewicht gehalten werden 
muss. Ist 2 a die mittlere Breite des Stabes, so ist die mittlere durcli 
Gr hervorgerufene Spannung, auf die Flacheneinheit bezogen, von der 

Ordnung -r 1st nun der Querschnitt des Stabes sehr klein, so 

ist sehr gross. Daraus geht hervor, dass das Paar, wenn es existirt, 

im Allgemeinen einen viel grosseren Einfluss auf das Brechen des 
Stabes ausiibt, als die Kraft. Man nimmt daher oft dieses Paar zum 
Maass flir die gesammte auf das Brechen des Stabes gerichtete Wirkung 
der Krafte. Die Tendens der Krafte, einen Stab A in einem Punkt P 
011 l)reclien ) wird durch das Moment um P aller Krafte, welche an einem 
der Segmente OP, PA des Stabes angreifen, gemessen. 

Die Componente der Kraft jfj, welche senkrecht zum Stab ge- 
richtet ist, heisst die ScJieerJcraft. Sie kommt den senkrecht zum Stab 
gerichteten Componenten aller Krafte, welche an einem der Segmente 
OP, PA angreifen, gleich. 

Befindet sich der Stab in Bewegung, so gelten nach dem D'A 1 em- 
ber t'schen Princip dieselben Betrachtungen; vorausgesetzt, dass man 
die umgekehrten Effektivkrafte in die Krafte einschliesst, die an dem 
Stab angreifen. 

Meistens wird der Stab so wenig gebogen, dass man beim Auf- 
stellen des Moments der gegebenen Krafte die Wirkung der Krummung 
vernachlassigen kann. 

Ist der Querschnitt des Stabes nicht sehr klein, so wird das obige 
Maass fiir die ,,Tendenz zum Brechen" unanwendbar. Man muss dann 
sowohl die Kraft als das Paar in Betracht ziehen. Dieser Fall liegt 
ausserhalb der Grenzen unsres Buches; wir verweisen den Leser auf 
die Werke iiber Elasticitatstheorie. 

Liegt kein Stab sondern ein Faden vor, so verschwindet das Paar 
und die Kraft greift in der Richtung der Tangente an den Faden an. 
Die Inanspruchnahme des Fadens an irgend einem Punkt wird daher 
einfach durch seine Spannung gemessen. 

151. Ein Stab OA von der Lange 2 a und der Masse m, der sich frei um sein 
ernes Ende dreken Ttann, faUt in einer verticalen Ebene witer dem JSmfluss der 
Schwere Jierab. Man suche die Tendenz mm Brechen" an einem Punkt P. 

du sei ein Element des Stabes im Abstand u von P und auf derselben Seite 
von P wie das Ende A des Stabes. Es sei OP x und 6 der Winkel, den der 
Stab mit der Yerticalen zur Zeit t macht. Die Effectivkraffce fur du sind 



senkrecht zum Stab bez. in seiner Richtung genommen. Die gegebene Kraft ist 
m s~ 9 1 ^ e vertical abwarts gerichtet ist. Wendet man die Effectivkraffce um, so 
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ist die Tendenz zum Brechen bei P dem Moment aller Erafte, welche an dem 
Theil PA des Stabes angreifen, in Bezug aufP gleich. tfennen war es , so ist 



wobei die Grenzen von u-0 bis * = 2*-a gehen. Die Bewegungsgleichung 
ist ferner, wenn man die Momente um nimmt, 

4oV 

Daraus ergibt sich leicht 

Das Minuszeichen bedeutet, dass die Eraffce PA um P in emer Richtung zu 
biegen suchen, welche derjenigen entgegengesetzt ist, in welcher gemessen wurde. 

Um zu ermitteln, wo der Stab, der gleichm'assig stark vorausgesetzt wird, 
am wahrscheinlichsten brechen wird, muss man L zu einem Maximum machen. 
Dies gibt = und mithin #= ^ Der gesuchte Punkt liegt in einem Ab- 

stand vom festen Ende, der einem Diittel der Lange des Stabes gleich ist. Seine 
Lage, wie man sich merken moge, ist unabhangig von den Anfangsbedingungen. 
'Um die Scheerkraft bei P zu finden, muss man die Componente senkrecht 
zum Stab suchen, Wird das Eesultat T genannt, so ist 



wobei die Grenzen dieselben wie zuvor sind. Dies gibt 



welches an der Stelle verschwindet, an welcher die Tendenz zum Brechen ein 
Maximum ist und ein Maximum in einem Abstand vom festen Ende wird, der 
zwei Drittel der Lange des Stabes betragt 

Urn die Zugspannung bei P zu finden, muss man die Componente in der 
Bichtung des Stabes suchen Heisst das Eesultat X und wird in der Eichtung 
OA positiv genommen, so erhalt man 



Geht der Stab vom Zustand der Ruhe aus bei einer Neigung a gegen die 
Yerticale, so findet man durch Integration der Bewegungsgleichung 



= _ 

dt) 2a^ 
Mithin 

X=: ^ (2a as) [ 4a cos 6 + 3 (cos a cos 6) (2a + a)] . 

AUB diesen Gleichungen folgt: (1) Die GrSsse des Biegungsmoments und der 
Scheerkraft sind von den Anfangsbedingungen unabhangig. (2) Die Grosse sowohl 
des Momentes wie der Scheerkraffc an einem beliebigen Punkt des Stabes variirt 
wie der Sinus der Neigung des Stabs gegen die Yerticale (3) Das Verhaltniss der 
G-rSsse der Biegungsmomente an zwei gegebenen Punkten des Stabes bleibt immer 
dasselbe und dies gilt aucli fur die Scheerkraffce, (4) Die Zugspannung hangt von 
den Anfangsbedingungen ab und wenn der Stab nicht vom Zustand der Rune in 
horizontaler Richtung ausgeht, so andert sich das Yerhaitniss der Spannungen an 
zwei gegebeuen Punkten mit der Lage des Stabes. 
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152. Ein starrer an einem Punkt vollstandig gespaltener Eeif rollt auf einer 
vollkommen rauhen hwisontalen Ebene mid Jceine andern Krafte aitsser der Schwere 
wirken auf ihn em. Man beiceise, dass das Biegungsmoment an dem von dem Spalt 
am weitesten entfernten Punl-t immer dann em Maximum wird, wenn der Spalt 
tiefer als das Centrum liegt und zugkich die Neigwig des diii ch den Spalt gehenden 

Q 

Durchmessers gegen den Horizont arc tan 1st. [Math. Tripos, 1864.] 

7 

oo sei die Winkelgeschwindigkeit des Reifens, a sein Radius. Die Ge- 
schwindigkeit eines Punktes P des Reifens ist die Resultante aus der Geschwindig- 
keit a <o parallel zur horizontalen Ebene und der gleichgrossen aco in der Richtung 
der Tangente an den Reifen. Die erste ist nach Richtung und Grosse constant 
und tragt daher zur Beschleunigung von P nichts bei. Die letztere ist der Grdsse 
nach constant, aber in ihrer Richtung veranderlich und liefert <o 2 als Be- 
schleunigung in der Richtung des Radius des Reifens. A sei der Punkt, an 
welchem der Reif gespalten ist, B das andere Ende des Durchmessers, C das 
Centrum, die Neigung von ACB gegen den Horizont. PP' sei irgend ein Ele- 
ment auf der oberen Halfte des Kreises, BCP=tp. Dann ist das Biegungs- 
moment oder die Tendenz zu brechen bei B dem Ausdruck 

7t 

I { aa>*a sin qp -)- g \a cos a cos (<p -f- 0)] } adcp = 

o 

= 2 a 8 w 2 + ga* (n cos B + 2 sin 6) 

2 
proportional Er wird ein Maximum fur tan 6 * 

3C 

Beisp. 1. Em halbkreisformiger Draht AB vom Radius a rotirt auf einer 
glatten horizontalen Ebene um sein eines Ende A mit constanter Winkel- 
geschwindigkeit CD. Es sei aq> der Bogen zwischen dem festen Punkt A und dem 
Punkt, an welchem die Tendenz zu brechen am grdssten ist; man beweise, dass 
tan 9 = 3r 9 ist. Wird das Ende B plotzlich festgelegt und das andere A los- 
gelassen, so ist die Tendenz zu brechen an einem Punkt P am grossten, fur welchen 



ist. [Math. Tripos, 1886.] 

Beisp. 2. Zwei Eckpunkte einer schweren quadratformigen Lamelle, deren 
Seite a ist, sind mit zwei von dem Mittelpunkt eines Stabes, dessen Lange 2 a ist, 
gleichweit abstehenden Punkten so verbunden, dass das Quadrat um den Stab 
rotiren kann. Das Quadrat hat dasselbe Gewicht, wie der Stab. Wenn der Stab 
in horizontale Lage gebracht und an seinen Enden gestiitzt wird, so ist er im 
Begriff zu brechen. Der Stab wird nun in verticaler Lage an seinen Enden ge- 
halten und dem Quadrat die Winkelgeschwindigkeit co gegeben. Man zeige, dass 
der Stab bricht, wenn ato*>3g wird. [Coll. Exam.] 

Beisp. 3. Ein Draht in der Gestalt des von der Axe abgeschnittenen Theils 
der Curve r ~ a (I + cos 6) rotirt um den Coordinatenanfang mit der Winkel- 

geschwindigkeit co. Man beweise, dass die Tendenz zu brechen amPunkt 6 = ^ durch 



12 1/2 

m r cj 8 a 8 gemessen wird. [St. John's Coll. (St. John's Coll, Examination Papers.)] 

Beisp. 4. Ein nicht homogener Stab A wird wie ein Pendel um eine horizontale 
durch gehende Axe geschwungen. Man beweise, {lass, wenn der Stab bricht. 
dies an einem Punkt P geschieht, der dadurch bestimmt ist, dass der Schwer- 
punkt von PA das Schwingungscentrum des Pendels ist. [Math. Tripos, 1880.] 

153. Reibnng zwischen nnvollkommen ranlien Eorpern. Die 
Componenten der Reaction. Wenn ein Korper auf einem andern rollt 
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und die Korper dabei gedriickt werden, so geben beide etwas nach 
und befinden sich dalier langs einer kleinen Flache in Beruhrung. In 
jedem Punkt dieser Flache findet eine gegenseitige Einwirkung der 
Korper statt. Die Elemente grade hinter dem geometrischen Beriihrungs- 
punkt sind im Begriff sich zu trennen und konnen das Bestreben haben 
aneinander hangen zu bleiben und die vor ihm konnen dem Zusammen- 
driicken Widerstand zu leisten suchen. Die Gresammtheit der Wirkungen 
far alle Elemente ist 1) einer Componente E normal zur gemein- 
schaftlichen Beriihrungsebene und gewohnlich Normdfaeaction genannt, 
gleichwerthig 2) einer in der Beriihrungsebene gelegenen Compo- 
nenten F, Eeibung genannt, 3) einem Paar L, dessen Axe in der 
Beriihrungsebene liegt und welches wir das Paar der rollenden Eeibung 
nennen wollen und 4) wenn die Korper eine relative Geschwindigkeit 
urn ihre gemeinschaffcliche Normale haben, einem Paar N um diese 
Nonnale als Axe, welches das Pacvr der drehenden Eeibung heissen moge. 
Die beiden Paare sind, wie man durch Experimente gefunden hat, 
meistens sehr klein und werden im Allgemeinen vernachlassigt. Wenn 
jedoch die Eeibungshrafte ebenfalls Tdein sind, kann es nothig werden 
sie in Rechnung zu ziehen. Wir werden daher zuerst die Gesetze 
untersuchen, welche sich auf die Reibungskraffce beziehen, weil sie am 
wichtigsten sind und spater die Gesetze, denen die Paare unter- 
worfen sind. 

154 Die Reilungsgesetze. Um die Gesetze fiir die Reibungs- 
kraffce zu bestimmen, muss man Versuche an einigen einfachen Gleich- 
gewichts- und Bewegungsfallen machen. Ein symmetrischer Korper 
werde also auf einen rauhen horizontalen Tisch gelegt und eine Kraft 
greife so an ihm an, dass jeder Punkt des Korpers parallel zu ihrer 
Richtung entweder sich bewegt oder gedrangt wird sich zu bewegen. 
Man findet dass, so lange die Kraft eine gewisse Grosse nicht erreicht 
hat, der Korper sich nicht bewegt. Das erste Reibungsgesetz lautet 
daher, dass die Reibung in einer solchen Richtung wirkt und eine 
solche Grosse hat, dass sie gerade ausreicht, Gleiten zu verhindern. 

Wird nun die Kraft allmahlich gesteigert, so findet man durch den 
Versuch, dass nicht mehr als eine gewisse Grosse der Reibung hervor- 
gerufen werden kann und wenn mehr Reibung nothig ware um den 
Korper vom Gleiten abzuhalten, dass dann das Gleiten beginnt. Das 
zweite Reibungsgesetz stellt die Existenz dieser Grenze ffir die Grosse 
der Reibung, die zur Wirkung gebracht werden, kann, fest. Ihr Werth 
heisst die Gren&gro$se der Eeibmg. 

Das dritte ebenfalls durch Experimente gefundene Gesetz lautet, 
dass die Grenzgrosse der Reibung zu dem Normaldruck in einem be- 
stimmten Yerhaltniss steht, welches fiir dieselben zwei in Beruhrung 
befindlichen Korper nahezu constant ist, sich aber andert, wenn einer 
der Korper durch einen andem von verschiedenem Material ersetzt 
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wird. Dieses Verhaltniss heisst der Reibwigscoefficient der Materialien 
der beiden Korper. In der Mathematik nimmt man allgemein an ; dass 
er constant sei. 

Obgleich die Versuche iiber sein absolutes Constantsein nicht alle 
vollstandig miteinander iibereinstimmten, so hat man dock allgemein 
gefunden ; dass, wenn die relative Bewegung der beiden Korper in 
alien Punkten der Beriihrungsflache dieselbe ist, der Reibwzgscoefficient 
ndhezu von der Grosse der Beriihrungsflache imd der relatives Geschwin- 
digJceit undbhangig ist. 

155. Coulomb hat auf einen Unterschied hingewiesen, welcher 
zwischen statischer und dynamischer Reibung besteht. Die Reibung, 
welche iiberwunden werden muss, urn einen Korper relativ $u einem 
andem in Sewegung m seteen, ist grosser als die Reibung zwischen 
denselben Korpern, wenn sie sich unter demselben Druck in Beioegung 
befinden. Er fand auch, dass, wenn die Korper eine Zeit lang unter 
Druck in einer Grleichgewichtslage in Beriihrung blieben, die Reibung, 
die iiberwunden werden musste, grosser war, als wenn die Korper 
nur in Beriihrung gebracht und sofort vom Zustande der Ruhe aus 
unter demselben Druck in Bewegung gesetzt wurden. Bei einigen 
Korpern fand man nur einen sehr geringen Unterschied zwischen der 
statischen und dynamischen Reibung, bei andern war er betrachtlich x ). 
Die Experimente von Morin 2 ) best'atigten im Allgemeinen seine 
Existenz. Nach Versuchen von Fleming Jenkin und J. A. Ewing, 
welche in den Phil. Trans., 1877 beschrieben werden, war der "Deber- 
gang von statischer zu dynamischer Reibung nicht plotzlich. Mit 
Hiilfe eines Apparates, der von den friiher angewandten wesentlich 
abwich, waren sie im Stande bestimmte Messungen der Reibung zwischen 
Flachen zu machen, deren relative Greschwindigkeit von etwa einem 
Hundertstel bis etwa fiinf Tausendstel engl. Fuss (3 6mm) in der 
Secunde variirte. Es zeigte sich, dass in den Grrenzen dieser ver- 
schwindend kleinen Geschwindigkeiten der Reibungscoefficient allmahlieh 
mit der Vergrosserung der Greschwindigkeit von seinem statischen bis 
zu seinem dynamischen Werth abnahm. 

Die Versuche von Coulomb und Morin wurden mit Korpern 
gemacht, die sich mit massiger Gfeschwindigkeit bewegten; in neuerer 
Zeit hat dagegen Capt. Douglas Galton 3 ) Experimente iiber die 
Reibung zwischen gusseisernen Bremsblocken und stahlernen Rad- 
kranzen von Maschinen angestellt^ die sich mit grosser Geschwindigkeit 
bewegten. Die Geschwindigkeit variirte von 7 bis zu 88 engl. Fuss 

1) Die Besultate der Coulomb'schen Versuche findet man in seiner TMorie des 
machines simples, Memoires des Savants etrangers, tome X. Diese Abhandlung erluelt 
1781 den Preis der Acad&nie des sciences und erschien 1809 in Paris in Sonderdruck. 

2) Nows. experiences sur le froffiemmt. Metz 18331835 imd spatere AufsStze. 

3) Natwe, Bd, 18, S, 471. 



144 Kapitel IY Ebcne Bewegung 

per Secunde oder von 8 bis zu 100 km in der Stunde. Er kam zu 
den folgenden beiden Resultaten: 1) Der Reibungscoefficient war far 
grossere Geschwindigkeiten viel kleiner wie fur geringere. 2) Er 
wurde kleiner, nachdem die Rader einige Secunden in Bewegung waren. 
Siehe den Report of the British Association for the meeting in Dublin, 
1878. Der Leser findet eineu Bericht iiber Versuche mit roUender 
Eeibung von Prof. Osborne Reynolds in den Phil. Trans., 1876 *). 

156. Wenn man Korper vollkommen rawli nennt ; so versteht 
man gewohnlich darunter, dass sie so rauh sind, dass die Reibungs- 
grosse, welche dazu nothig ist ; Gleiten zu verhindern, unter den ge- 
gebenen Umstanden ganz gewiss in Wirkung gesetzt werden kann. 
Der Reibungscoefficienfc ist dalier praktisch unendlicli gross. Nach. 
dem ersten Reibungsgesetz ist die Reibungsgrosse, welche zur Wirkung 
kommt ; diejenige ; welche grade ausreicht Gleiten zu verhindern. 

157. Anweuduiig der Reibungsgesetze. Wir wollen nun die 
aus diesen Yersuchen abgeleitete Theorie auf den Pall ausdeknen, in 
welchem ein Korper auf irgend eine Art in einer Ebene sich bewegt 
oder gedrangt wird sicb. zu bewegen. Nach einem bekannten kine- 
matisclien Satz, der im Anfang des nachsten Kapitels bewiesen werden 
wird, lasst sich eine solche Bewegung so vorstellen, als ob der Korper 
sich um ein Momentancentrum drehe. Ist das Rotationscentrum, 
so bewegt sich oder sucht sich jeder Punkt P des Korpers in einer 
zu OP senkrechten Richtung zu bewegen. 

Die Reibung bei P muss daher nacli der eben gegebenen ersten 
Regel senkrecht zu OP aber in entgegengesetzter Richtung wirken. 
Bewegt sich P ; so hat die Reibung bei P ihre Grenzgrosse und ist 
gleich ^JS ; wenn R der Druck bei P und ^ der Reibungscoefficient 
ist. Bei einem in Bewegung befindlichen Korper ist daher die Richtung 
und Grosse der Reibung an jedem gleitenden Punkt in Ausdrucken 
der Coordinaten von und des Druckes an dem Punkt bekannt. 

2) TJeber gleitende Iteibwng auf der Ebene findet man eine vollstandige 
Literaturangabe in dem Buch von Ruhlmann, Vortra^e iiber Geschichte der 
technischen Mechanik. Leipzig, 1885, in welchem alle Arbeiten von Bedeutung, 
wie die von Him, Poinet, Bochet etc. besprochen werden. Filr gleitende 
Zapfenreibwng sind die von Tower im Auffcrag der Institution of Mechanical 
Engineers angesteUten Yerauche massgebend, von denen sich eine ausfuhrliche 
Besprechting in Di'ngler's Polyteclmischem Journal vom 21./L 1885 befindet. Eine 
Theorie daariiber hat Reynolds, Plul. Transactions, lit (1886) gegeben. Ausserdem 
ist wichtig dae Buch von Thurston, A treatise of friction and lost wwk m 
machinery and millworJc, 1894. Ueber roUende Retbimg findet man eine voll- 
standige Theorie in der oben genannten Arbeit von Reynolds, der sie auf glei- 
tende Reibung zuruckfahrt Gute Literaturzusammenstellungen sind in Jelett 
(Theorie der Reibung, deutsch von Luroth u. Sehepp, Leipzig, 1890), Henne- 
berg (Technische Mechanik), G rash of (Theoretische Maschinenlehre) enthalten. 
Sehr elegant ist die Festschrift von Herrmann zum Universitatsjubilaum von 
Wurzbursr, 1882. Sie heisst: Der Reibunsswinkel. 
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Soil man z. B. das kleinste Paar ermitteln, welches dazu noting 
ist eine schwere Scheibe, die mittelst mehrerer Stiffce auf einem hori- 
zontalen Tisch ruht, in Bewegung zu setzen und sind die Druckkrafte 
an den Stiften bekannt, so erhalt man durch Aufstellen der Compo- 
nenten in zwei Richtungen und der Momente um eine verticale Axe 
drei Gleichungen. Aus diesen findet man das gesucLte Paar und die 
beiden Coordinaten von 0. 

Manchmal fallt mit einem der Sttitzpunkte des Korpers zusaminen. 
Alsdann hat die Reibung an diesem Punkt nicht ihren Grenzwerth. Ihre 
Grosse reicht nur grade hin, den Punkt am Gleiten zu verhindern. 

Beisp Ein sclrwerer Kb'rper niht mittelst dreier Stiffce A, JB, C auf einem 
rauhen horizontalen Tiscli und die Druckkrafte an den Stiffcen sind P, @, E. Wenn 
an dem KSrper ein Paar so angreifb, dass er grade im Begriff ist 7 sich zu be- 
wegen, zu zeigen, dass sich das Rotationscentrum in einem Punkt befindet, der 
so liegt, dass die Sinusse der Winkel AOB, BOO, CO A sich wie E : P : Q ver- 
halten. Liegt aber der so bestimmte Punkt nicht innerhalb des Dreiecks ABC, 
so fallt das Rotationscentrum mit einem der Stifte zusammen. ' 

Dies folgt unmittelbar aus dem Kraffcedreieck. 

158. Die Unstetigkeit der Eeibung. Man beaehte ganz te- 
sonders die eben erwahnte Unstetigkeit. Die Reibung an einem Stutz- 
punkt, der gleitet, ist ^JB ? wenn E der Normaldruck ist. Gleitet aber 
der Stutzpunkt nicht, so ist die Reibung eine Grosse JP, die unbekannt 
und jedenfalls kleiner als ftJR ist 1 ). Ihre Grosse muss man aus den 
Bewegungsgleichungen ableiten. 

Ein sich bewegender Eorper befinde sich mit einem Punkt A in 
Beruhrung mit einer festenrauhenEbene und die Anfangsgeschwindigkeit 
yon A sei Null. Der Punkt A kann entweder anfangen auf der Ebene 
zu gleiten oder der Korper kann nur rollen. Um zu bestimmen, welche 
dieser Bewegungen eintritt, konnen wir auf zwei Arten verfahren, 

Bei der ersten Methode untersuchen wir die Reibung, die er- 
forderlich ist, den Punkt A im Zustand der Ruhe zu halten. Unter 
der Armabme, der Korper rolle, stellen wir die Bewegungsgleichungen 
auf. Die Reibung F ist zwar unbekannt, wir haben aber eine geo- 
metrische Gleichung, welche die Bedingung ausdruckt, dass die Tangen- 
tialgeschwindigkeit von A Null ist. Durch Auflosung der Gleichungen 

F 
finden wir das Verh'altniss -- Ist dieses Verhaltniss kleiner als der 

Reibungscoefficient ^ ? so kann genug Reibung zur Wirkung kommen, 
um A im Zustand der Ruhe zu erhalten. Der JZorper leginnt ddher 

77* 

$u rotten und fahrt fort m rotten, so lange das Verhaltniss -5- kleiner 

F 
als |Lt bleibt. Ist das Verhaltniss -g- grosser als p, so gleitet der Korper 



1) Es wird hier davon abgesehen, dass der Grenzwerth des statischen Keibungs- 
coefficienten dem dynamischen nicht gleich und auch der letztere nicht constant 
ist. ^ muaste eigentlich als variabel betrachtet werden. 
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bei A. Tritt dieser Fall ein, so stellen die aufgestellten Gleichungeu 
die wahre Bewegung nicht dar und wir wenden die zweite Methode an. 
Dabei bilden wir die Bewegungsgleichungen unter der Annahme, 
der Punkt A gleite auf der Ebene. Die Reibung ist dann pR statt 
F und die geometrische Gleichung, die ausdriickt, dass bei A kein 
Gleiteii stattfindet ; fallt weg. Lost man die Gleiehungen auf, so findet 
man die Tangentialgesehwindigkeit des Punktes A des Korpers. Ist 
sic nicht Null und der Richtung, in welcher die Reibung [iR wirkt, 
wenn ft ein eigenes ihm gegebenesVorzeichen hat, entgegengesetzt, so hat 
man die wahre Bewegung gefunden. Der Korper gleitet lei A und falirt 
fort m gleiten, so lange die GescfiwindigJceit bei A nicht verschwindet. Tritt 
dieser Fall ein, so muss man wieder auf die erste Methode zuriickgreifen. 

159. Die Unstetiglteit Itann aiich auf anderem Weg entstelien. 
Wenn z. B. ein Korper fiber einen anderen gleitet, so ist die Reibung 
der Richtung der relativen Bewegung entgegengesetzt und numerisch 
der Normalreaction mit dem Reibungscoefficienten multiplicii-t gleich. 
Wecliselt nun im Lauf der Beiuegivny die Hichtung der Nonnalreaction 
ihr Zeiclien, wahrend die Bewegungsricldung uvwerandert Neibt odcr 
andert sich das VorzeiclwM der Bezvegungsrichtung, walwend die Normal- 
reaction ungeandert ~bleibt) so mitss das Vorzeiclien des Retbungscoeffi- 
tienten vertauscht werden. In Folge dessen kann es vorkommen, dass 
man neue dynamisclie Gleichungen ansetzen muss. Derselbe Fall tritt 
ein, wenn sich ein Korper in einem widerstehenden Mittel bewegt tmd 
&d)ti das Gesetz des Widerstandes eine grade Function der Geschwindig- 
Iceit ist, d. h. eine Function, die ihr Vorzeichen nicht wechselt, wenn die 
Geschwindigkeit ihre Richtung andert. 

160. llnbestimmte Bewegung. Manchmal wird die Bewegung 
durch Einfiihrung der Reibung unbestimmt. So haben wir in 111 
gesehen, dass die Componenten des Drucks eines in zwei Gelenken 
schwingenden Korpers auf die Gelenke in der Richtung der sie ver- 
bindenden Geraden statisch unbestimmt sind. Ihre Summe lasst sich 
finden, aber nicht jede einzelne. Die Bewegung jedoch ist bestimrnt. 
Waren dagegen die Gelenke unvollkommen rauh, so warden zwei 
Reibungspaare, an jedem Gelenk eines, auf den Korper wirken, deren 
gemeinschaffcliche Axe die Grerade ware, welche die Gelenke verbindet. 
Ihre Grosse wtirde dem Druck ? multiplicirt mit einer von der Rauhheit 
eines jeden Gelenkes abhangenden Constajiten, gleich sein. Waren die 
Gelenke ungleich rauh, so hoige die Grosse des resultirenden Paars von 
der Vertheilung des Drucks auf die beiden Gelenke ab. Alsdann ware 
die Bewegung des Korpers unbestimmt. 

Die wirkliche Bewegung findet man durch Benutzung der Elasticit&talehre. 

161. Beispiele zur Reibung. Beisp 1. Sine koniogene Kugel wird im Zu- 
stand der Euhe auf erne route geneigte Ebene gebraclit; der Beibwigscoefficient ist 
a- maw bestimme. ob die Euael aleitet oder rollt 
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F sei die Reibung, die nothig 1st, damit die Kugel rollt. Das Problem 
wird dann dasselbe wie in 144. Es ist daher F = H tan a , unter a die 
Neigung der Ebene gegen den Horizont verstanden 

o 

Ist nun tan a nicht grosser als p., so ist die in 144 gegebene Losung die 

richtigo Ist dagegen p, < tan a, so beginnt die Kugel auf der geneigten Ebene 
zu gleiten Die nun folgende Bewegung ist durch die Gleichungen gegeben 

d*x . -n 

in -r-g- = mg sin a pR, 

Uit 

= nig cosct -\- E 
d*x , 79 d*0 

ma Htf + d = ga sm a 

Eliminirt man 12, bedenkt, dass die Kugel vom Zustand der Ruhe ausgeht 
und integrirt, so erha.lt man 

x ess gt z (sin a p cos a), 6 = ft t* cos a . 

Die Geschwindigkeit des Punktes der Kugel, welcher die Ebene beruhrt, ist 
dx d6 



Da aber nach der Yoraussetzung ^ kleiner als -= tan a ist, so kann diese 
Geschwindigkeit nie verschwinden. Die Reibung geht daher nie in rollende 
Reibung fiber; siehe auch 136. Auf diese Art ist die Bewegung vollstlindig be- 
stimmt. 

Beisp 2 Ein gleichfSrmiger Stab wird im Zustand der Ruhe mit seinem 
einen Ende in Beruhrung mit einer horizontalen Ebene gebracht, deren Reibungs- 
coefficient p ist. Die Neigung des Stabes gegen die Yerticale ist a; man zeige, 
dass er zu gleiten anfungt, wenn p (1 + 3 cos 2 )< 3 sin a cos a ist. [Coll Ex , 1881.] 

Wenn ^ diesen Grenzwerth hat, beginnt dann der Stab zu gleiten? 

Wir wollen nur den letzten Theil der Aufgabe besprechen. Yersteht man 
unter den Winkel, den der Stab mit der Yerticalen zu irgend einer spateren 
Zeit macht, so findet man durch AuflQsung der Bewegungsgleichungen, dass die 
Reibung F, welche nflthig ist, um Gleiten zu verhuten, durch 

F sin 6 cos 6 + 2 sin $ (cos cos tx) 

R i sin* 6 + 2 cos 6 (cos cos a) 

gegeben ist Fiir a ergibt sich FpIl. Nun ist 0==a + | zu setzen, unter 
| einen kleinen Winkel verstanden. Nach einigen leichten Reductionen findet man 

F^ r , 2(l + 7cos2)| 1 

Der Coefficient von | ist positiv. Daher ist nach sehr kurzer Zeit mehr 
Reibung ndthig, um das Ende des Stabes im Zustand der Ruhe zu erhalten, als 
zur Wirkung gebracht werden kann. Der Stab beginnt zu gleiten. 



162. Erne Jtomogene Kugel rotirt um einen Iwrizontalen Dwrchmesser 
wird vorsichtig auf eine rauhe horizontale Ebene gelegt. Der Eeibungscoefficient 
ist p. Man lestimme die dcvrauf folgende Bewegung, 
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Da die Geschwindigkeit ihres Beruhmngspunktes mit der horizontalen Ebene 
nicht Null 1st, so beginnt die Kugel offenbar zu gleiten und ihr Mittelpunkt be- 
wegt sich auf einer zur Anfangsrotationsaxe senkrechten Geraden. Diese Gerade 
sei die #-Ase und 6 der Winkel zwischen der Yerticalen und dem Radius der 
Kugel, der anf'angs vertical war a sei der Radius der Kugel, niJc* ihr Tragheits- 
nioment um einen Durchmesser und SI die Anfangswinkelgeschwindigkeit Jg sei 
die Normalreaction der Ebene. Die Bewegungsgleichungen sind dann offenbar 



= mg E 



. (1) 



und daher 



3 n 

Integrirt man und bedenkt, dass SI der Anfangs^erth von -7- ist, so erhalt man 

Ci~t 

x = pgt\ 0-^*-ff*|* s . . . (3). 

Diese Gleicliungen kSnnen aber offenbar die ganze Bewegung nicht dar- 
stellen, denn nach ihnen vermehrt sich , die Geschwindigkeit des Centrums, 

(it 

bestandig, was der Erfahrung durchaus widerspricht. Die Geschwindigkeit des 
die Ebene berfihrenden Punktes der Kugel ist 

dx dd 

__ a _ 

Sie verschwindet zur Zeit 



In diesem Augenblick andert sich plotzlich der Charakter der Eeibung Sie 
wird jetzt so gross, dass sie nur hinreicht, den Benihrungspunkt der Kugel im 
Zustand der Huhe zu erhalten. F sei die zu diesem Zweck nothige Reibung. Die 
JBewegungsgleichungen sind dann 



(5) 



und die geometrische Gleichung ist sc = a6. 

Differenzirt man die letzte zweimal und substituirt aus den dynamischen 
Gleichungen, so folgt JP(a 2 + A 2 ) = und daher JF 1 0. Das heisst, es ist keine 
Eeibung nQthig, um den Beruhrungspunkt der Kugel im Zustand der Ruhe zu 
halten und es wird also auch keine in Wirkung gesetzt. Die Kugel bewegt sich 
daher gleichfSnnig mit der Geschwindigkeit, die sie zur Zeit t t hatte. Setzt man 

dsc 

den Werth von ^ in den Ausdruck ffir -=- , den man aus (3) erhalt, so ergibt sich, 

Cut 

dass diese Geschwindigkeit y ail ist. Die Kugel bewegt sich raithin sine Zeit 
^ -^ hindurch mit gleichmassig wachsender Geschwindigkeit und darauf gleich- 
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massig mit der Geschwindigkeit y & . Man beachte, dass die letzte unabhangig 
von ft 1st 

1st die Ebene sehr rauh, so ist ft sehr gross und die Zeit ^ sehr klein Gelit 
man zur Grenze iiber und nimmt ft unendlich gross an, so beginnt die Kugel so- 
fort, sich mit gleichformiger Geschwindigkeit zu bewegen. 

163. Bei dieser Untersuchung ist das Paar der rollenden Reibung vernach- 
lassigt worden, welches die Yerminderung der Winkelgeschwindigkeit bewirkt. 
Die Geschwindigkeit des tiefsten Punktes der Kugel hat das Bestreben, nicht 
langer Null zu bleiben und es ist daher eine kleine gleitende Reibung nothig, 
um ihn in Ruhe zu halten Nimmt man an, das Moment des Rcibungspaares werde 
durch fmg gemessen, unter f eine Constante verstanden und fiihrt diesen Aus- 
dmck in (5) ein, so erhalt die dritte Gleichung in (5) die Gestalt 



wahrend die ubrigen unverilndert bleiben. Lost man auf, wie friiher, so wird 



F ist also negativ und halt die Kugel auf. Die Wirkwng des Paares fiesteht darin, 

dass es eine Reibmgskraft Tiervorruft, welche die Kugel allmafilich zur RuJie Inngt. 

Bei der Bewegung der Kugel kann man die Wirkung des Luftwidei-standes 

bestimmen wollen. Der Haupttheil des Widerstandes wird ziemlich genau durch 

nj2 

eine Kraft nip dargestellt, welche am Centrum in einer der Bewegung entgegen- 

a 

gesetzten Richtung angreifb, unter v die Geschwindigkeit der Kugel und unter (3 
eine Constante verstanden, deren Grosse von der Dichtigkeit der Luft abhangt 
Ausserdem findet noch eine kleine Reibung zwischen der Kugel und der Luft statt, 
deren Grosse man weniger genau kennt Wir wollen annehmen, sie werde durch 
ein Paar dargestellt, dessen Moment ??iy0 2 ist, worin y eine Constante von ge- 
ringer Grosse bedeutet. Die Bewegungsgleichungen lassen sich ohne Schwierig- 
keit losen und man findet 



wobei V die Geschwindigkeit der Kugel zu der Zeit ist, von welcher an t ge- 
rechnet wird. 

164. Reibungspaare. Um durcli den Versuch die Grosse der 
rollenden Reibung zu bestimmen, setze man einen Cylinder von der 
Masse M und dem Radius r auf eine rauhe horizontale Ebene. Zwei 
Gewichte, deren Massen P und P -f- p sind ? hange man an einem 
diinnen Paden auf, der fiber den Cylinder lauffc und durch einen in 
der horizontalen Ebene angebrachten Sefalitz herabhangt. F sei die 
Reibungskraffc, L das Paar an dem Beruhrungspunkt A des Cylinders 
mit der horizontalen Ebene. Man denke sich, p sei zuerst Null und 
werde allmahlich vergrossert, bis der Cylinder sich grade zu bewegen 
anfangt. In diesem Augenblick ist, wenn man die Componenten in 
horizontaler Richtung nimmt, F=0 und, wie man aus den Momenten 
erhalt, L pgr. Aus den Versuchen von Coulomb und Morin 
ergab sich nun, dass p dem Normaldruck direct und r umgekehrt 
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proportional war. War p hinreichend gross um den Cylinder in Be- 
weguug U setzen, so blieb, wie Coulomb fand, seiue Beschleunigung 
naliezu constant, woraus er folgerte, dass die rollende Reibung von 
der Geschwindigkeit nicht abhiinge. Nach Morin's Experimenten war 
sie von der Lange des Cylinders nicht unabhangig. Vergl. die S. 144 
citirte Arbeit von Reynolds. 

Die Gesetze, die fur das Paar der rollenden Reibung gelten, sincl 
denen der Reibungskraft ahnlich. Seine Grosse reicht grade aus, um 
llollen zu verhindern. Niclifc mehr jedoeh als eine gewisse Grosse kann 
in Wirkung gesetzt werden und diese lieisst die Grenggrosse des Paares 
der rollenden Reibung. Das Moment des Paares steht in constantem Ver- 
hitltniss zur Grosse des Normaldrucks und dieses Verhaltniss lieisst der 
Coefficient der rollenden Reibung. Er hangt von den in Beruhrung be- 
findlichen Materialien ab, aber nicht von der Kriimmung der Korper 
und in gewissen Fallen nicht von der Winkelgeschwindigkeit. 

Man scheint mit Korpern, die sich nur in einem Punkt beriihren 
und deren Krummung in verschiedenen Richtungen nicht dieselbe ist ? 
keine Versuche angestellt zu habeu. Da jedoch die Grosse des Paares der 
rollenden Reibung von der Krummung nicht abhangt, so ist die An- 
nahme wohl gestattet, dass die Momentanaxe, wenn kein drehendes Paar 
existirt, die Axe des ersteren Paares ist. 

165. Tim eine Probe auf die Reibungsgesetze zu machen, wollen 
wir die Resultate des folgenden Problems mit dem Versuch vergleichen. 

Die Reibung eines Wagens. Mn Wagen, der auf n Paar Rddern ruht, wird 
auf einer horisontdlen Ebene durch eine horisontale Kraft ZP mit gleichformiger 
Bewegwng fortgezogen. Man suche die Grosse von P 

Die B/adien der Eader seien bez. r t , r 2 , etc., ihre Gewichte w 1 , w% , etc. und 
die Radien der Axen ^ , ^ 2 , etc. 2 W sei das gauze Gewicht des Wagens ; 
^d) 2 6si e tc. die Druckkr'afte auf die verschiedenen Axen, so dass also W=2Q 
Der Druck zwischen den Eadern und Axen sei JE^, J2 2 , etc und der Druck auf 
den Boden JR 4 ', J? 2 ', etc. C sei das gemeinsciiaffclicne Centrum eines der Rader 
und der zugehorigen Axe, B ihr Beruhrungspunkt und A der Berultrungspunkt 
des Rades mit dem Boden. Man nehme an, der Winkel ABC = 6 sei positiv, 
wenn sich B hinter AC befindet. ^ sei der Coefficient der gleitenden Reibungs- 
kraft bei B und /' der Coefficient des rollenden Reibungspaares bei A "Wenn 
man die Componenten in verticaler Richtung und die Momente um A nimmt, so 
erhalt man die Gleichgewiclitsgleicliungen fur jedes Rad 

(1), 
B' (2). 

Die Reibungskraft bei A tritt nicht auf, weil -wir die Componenten in horizontaler 
Richtung nicht genommen haben. Die Gleicngewichtsgleichungen des Wagens 
fi^det man aus den der Componenten in verticaler und horizontaler Richtung 

(3), 

... . . (4). 

Die Effectivkrafte sind weggelassen worden, weil vorausgesetzt wurde, der Wagen 

bewege sich gleichfSrmig, so dass also M - des Wagens sowohl als mk* ^ 

at at 
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Die ersten drei Gleichunge: 

u(cos0 -) sin0 

\ T/ f 



cles Rades Null sind Die ersten drei Gleichungen ergeben durch Elimination -von 
E und R' 



cos 6 r+V sin :0 r \* ^ g; ' ' (5) ' 

Daraus erh'alt man den Werth von Bei den meisten Radern sind sowohl ~ 

r 

und -ft als auch f klein Aldann ist ^ cos sin eine kleine Grosse und wenn 

p = tan f gesetzt wird, so wird nahezu 8 = c Aus der dritten und vierten Glei- 
chung fin<let man durch Elimination von It 

cos sin _ 



_ 
cosO ~~ ji sin6+ cos ' r 

mit Benutzung der Gl. (5) Ist klein, so reicht es aus, in den ersten Bruch 
auf der rechten Seite fur 6 seinen Naherungswerth s zu setzen Dies gibt 



Dabei sind Ausdrucke von der Ordnung (-^-J Q vernachlassigfc worden 

Sind sanimtliclie Rader gleich und ahnlich, do wird, da -<2~ W ist, 



- (7). 

Die Kraffc, welche erforderlich ist, urn einen Wagen von gegebenem Gewicht 
mit constanter Geschwindigkeit zu ziehen, ist daher von der Anzahl der Rader 
nahezu unabhangig. 

Bei einem Gig sind die Rdder gewb'hnlich grosser als bei einem vien*aderigen 
Wagen und die Zugkraffc daher gewohnlich geringer Bei einem vien-aderigen 
Wagen miissen die beiden Vorderrader klein sein, damit sie beim Drehen unter 

dem Wagen hergehen. Dadurch wird der Ausdruck sin e Q l in der Gleiohung 

T i 

fur P, der von dem Radius r t des Vorderrades abhiingt, gross. Um die Ein- 
wirkung dieses Ausdrucks zu vermindern, sollte man die Ladling so vertheilen, 
dass ihr Schwerpunkt nahezu uber der Axe der grSsseren Rader liegfc, falls der 
Druck Q! im Zahler nicht bedeutend ist 

Von einem franzosischen Ingenieur Morin wurden in den Jahren 1837, 1838 
zu Metz und spater 1889 und 1841 zu Courbevoie zahlreiche Versuche gemacht in 
der Absicht mit ausserster Genauigkeit die Kraffc festzustellen, die dazu nothig 
ist, Wagen verschiedener Art uber gewShnliche Strassen zu ziehen Diese Experi- 
mente wurden auf Anordnung des franzSsischen Eriegsministers und spater unter 
der Leitung des Ministers der offentlichen Arbeiten ausgefuhrt Die Wirkung 
einer jeden Aenderung wurde besonders bestimmt; so wurde derselbe Wagen mit 
verschiedenen Lasten beladen auf derselben Strasse in demselben Zustand der 
Feuchtigkeit gezogen, um die Wirkung des Druckes festzustellen. Dann liess man 
das Gewicht unverandert und nahm R'ader von verschiedenem Radius aber der- 
selben Breite u. s, w, 

Als allgemeines Resultat fand man, dass der Wideband fur Wagen mit 
gleichen Radern sich direct wie der Druck und mit gleicher Ladung sich um- 
gekehrt wie der Durchmesser der Rader anderte, dagegen von der AnzaTil der 
Rader unabhangig war. Auf nassem Boden vermehrte sich der Widerstand mit 
der Abnahme der Breite das Radkranzes, auf trockner Strasse hing er dagegen 
von ihrer Breite nicht ab. Variirte man die Geschwindigkeit vom Schrittfahren 
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bis zum Galopp, so wuchs bei ihrcr Toimehrung der Wiclerstancl in nassem Bo den 
nicht merklich, dagegen vermehrte er sich auf fester Strasse, wenn der Boden 
sehr ungleich war. Als Ann'aherungsresultat fand man, dass er sick durch eine 
Function von der Form a + bV ausdrucken lasse, wobei a und & zwei von der 
Beschaffenheit der Strasse und der Steifheit des Wagens abhkngige Constanten 
und V die Greschwindigkeit wai 

Monn'g analytischc Bcstimmung von P stimmt nicht ganz mit der unsrigen 
uberein, docli war sie so, dass sie den Yergleich zwischen Theorie und Beobachtung 
nicht wesentlich beeinflusste Siehe seine Notions Fondamentales de Mecamgue, 
Paiis 1855. "Wie man sieht, scheinen Morin's Versuche die oben gegebenen Ge- 
setze der rollenden Eeibung zu bestiitigen 

166 ProMeme zur Reibung. Beisp. 1 Eine homogene Kugel wird obne 
Rotation eine unvollkommen rauhe Ebene, deren Neigung gegen den Horizont 
a ist, direct hinaufgeworfen. Der Reibungscoefficient ist p. Man zeige, dass die 
ganze Zeit, wahrend welcher die Kugel die Ebene hinaufsteigt, dieselbe ist, wie 
wenn die Ebene glatt wire und dass die Zeit, wihrend welchcr die Kugel gleitet, 
zu der, wahrend welchcr sie rollt, sich verhiilt wie 2 tg a : 7 fi 

Beisp 2. Eine homogene Kugel rollt auf einer unvollkommen rauhen festen 
Kugel hinab und geht vom Zustand der Rune von dem hochsten Punkt aus Die 
Kugeln trennen sich, wenn die ihre Mittelpunkte verbindende Gerade denWinkel q> 
mit dur Verticalen macht; man boweise, dass 



ist, worin A eine Function von p allein ist. [Coll. Ex.] 

Man verfkhrt wie in 145 und zeigt, dass JB positiv bleibt und die Kugel 

rollt, bis - - = 17 cos qp 10 wird Die Kugel gleitet dann und JJ wechselt 
sein Yorzeichen, wenn <p der obigen Gleichung geniigt. 

Beisp. 3. Auf einen rauhen Cylinder von der Masse 2nm, der im Stande 
ist, sich um seine horizontals Axe zu drehen, wird ein materieller Punkt von der 
Masse m und dem Reibungscoefficienten /* vertical uber seine Axe gelegt. Das 
System wird dann leicht gestoi-t. Man zeige, dass der Punkt auf dem Cylinder 
zu gleiten beginnt, nachdem er einen Winkel 0, der durch die Gleichung 



gegeben ist, beschrieben hat. 

Beisp 4. Eine homogene Kugel von der Masse M wird auf einen unvoll- 
kommen rauhen Tisch gelegt, dessen Reibungscoefficient fi ist und ein Punkt 
von der Masse m an das Ende eines horizontalen Durchmcssers befestigt Man 
zeige, dass die Kugel zu rollen oder zu gleiten beginnt, je nachdem ^ grosser oder 

kleiner als ^, a ^ "^. ^ ^ ist Wenn fi dicsem Worth gleichkommt, so 
beginnt die Kugel zu rollen, falls 5 Mi 2 kleiner als Jfef 2 + 11 Mm ist. 

Beispiel 5. Ein Stab AS hat zwei kleine Ringe an seinen Enden, welche 
an zwei rauhen horizontalen zu einander rechtwinkligen Staben Ox, Oy hingleiten. 
Der Stab beginnt seine Bewegung, wenn er nahezu mit Ox zusammen^llt, mit 
der Winkelgeschwindigkeit ii. Man zeige, dass die Bewegung des Stabes, wenn 

der Reibungscoefficient kleiner als ]/2 ist r durch = 2 "~^ I (i + 3ft ^) ge- 

3^ \ 2 u / 
o 

geben ist, bis tg 6 = wird und dass die Winkelgeschwindigkeit o> ist, wenn 
der Stab Oy erreicht, wobei CD sich aus der Gleichung 
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ergibt. Wie bewegt er sich, wenn ^ s >2 1st? 



167. Die Steifheit von Seilen. Nachdem Coulomb den in 
164 beschriebenen Apparat mit einem diinnen Faden zur Bestimmung 
der Reibungsgesetze benutzt hatte, ersetzte er den Faden durcli ein 
steiferes Sell und wiederholte seine Versuche, urn ein Maass fur die 
Steifheit von Seilen zu erhalten. Er kam zu folgenden Resultaten. 
Nimmt man an, ein Seil AS CD liefe fiber eine RoEe vom Radius r ? 
beriihre sie in B und C uird bewege sich in der Richtung A BCD, 
so kann man die Steifheit dadurch zur Darstellung bringen, dass man 
voraussetzt, das Seil sei vollkommen biegsam und die Spannung T des 
Theils AB des Seils, welcher eben auf die Rolle gewunden wird, 
werde um eine Grosse R vermehrt. Die Kraft E misst die Steifheit 

und ist gleich ^ ; wenn a und b von der Beschaffenheit des Seils 

abhangige Constante sind. 

Daraus geht also hervor, dass in der GHeichung der Momente um 
die Axe der Rolle die Steifheit des Seils, welches auf die Rolle ge- 
wunden werden soil, durch ein Widerstandspaar von der Grosse 
a + 6jT dargestellt wird, worin T die Spannung des Seils ist, welches 
gebogen werden soil und a, 6 zwei von der Beschaffenheit des Seils 
abhangige Constanten sind. Die Steifheit des Seils ; welches abgewunden 
wird, wird durch ein Paar dargestellt, dessen Grosse eine ahnliche 
Function der Spannung dieses Theils ist. Doch wird sie, da sie viel 
kleiner als die erstere ist, allgemein vernachlassigt. 

Ausser den eben erwahnten Versuehen stellte Coulomb noch 
viele andere an, denen er ein andres System zu Grunde legte. Er 
fertigte auch Tabellen der Werthe von a und & fur Seile verschiedener 
Art an und beriicksichtigte dabei den Grad der Trockenheit und Neuheit 
und die AnzaTil der unabhangigen Faden, aus denen das Seil bestand. 
Auch stellte er Regeln auf, um die durch die Steifheit hervorgerufenen 
Widerstande verschieden dicker Seile mit einander zu vergleichen. 



Momentankrafte bei der ebenea Bewegung, 

168. Die Bewegungsgleichungen. Sind es Stosskrafte, die ge- 
geben sind, so erfordert der in 131 dieses Kapitels aufgestellte all- 
gemeine Satz nur geringe Aenderungen. 

(u, v) bez. (w', v} seien die Componenten der Geschwindigkeit des 
Schwerpunkts irgend eines Korpers des Systems parallel zu recht- 
winkligen Axen grade vor bez. grade nach der Wirkung der Stoss- 
krafte; o und to' die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um seinen 
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Sehwerpunkt zur selben Zeit. HW sei das Tragheitsmoment desKorpers 
um den Schwerpunkt. Die Effectivkrafte des Korpers sind dann zwei 
Stosskraften gleichwerthig, die durch M(u' u) und M(v v) ge- 
messen werden und an dem Schwerpunkt parallel den Coordinatenaxen 
angreifen, und ausserdem einem Stosspaar, das durch MWfa' co) 
gemessen wird. 

Die resultirenden Effectivkrafte aller Korper des Systems findet 
man auf dieselbe Art. Nach d'Alembert's Princip sind sie den ge- 
gebenen Kraften gleichwerthig. Die Bewegungsgleichungen ergeben 
sich dann, indem man die Componenten in solchen Richtungen und 
die Momente um solche Punkte nimmt, die am vortheilhaftesten er- 
scheinen. 

Um ein Beispiel zu geben, moge ein einzelner Korper von einem 
Stoss getroffen werden, dessen Componenten X, Y sind und dessen 
Moment um den Schwerpunkt L ist. Die Bewegungsgleichungen sind 
dann offenbar 

Jiffy' w) = X, M(v' v) = Y) Jf/c s (o/ o) = L. 

Man wird finden, dass sich die Elimination der unbekannten 
Reactionen in vielen Fallen durch das Princip der virtuellen Arbeit 
ohne Schwierigkeit ausfuhren lasst. 

169. Man beachte, dass diese Ausdrucke fiir die Effectivkrafte 
von den Unterschieden der BewegungsgrSssen grade vor und grade 
nach der Wirkung der Stosskrafte abhangen. Wir konnen daher die 
Gleichungen, die man aus den Componenten in einer beliebigen Richtung 
und den Momenten um einen beliebigen Punkt erhalt, in den beiden 
folgenden Formen zusammenfassen: 

/Comp. der linear. BewegungsgrA /Cornp. d. lin. Beweg.gr A 

\ nach dem Stoss / \ vor dem Stoss / 

Componente \ 
ir Momentankr./ ' 

/Winkelbewegungsgrosse\ /WinkelbewegungsgrosseX 

\ nach dem Stoss / V vor dem Stoss / 

== _ /Moment der\ 
vMomentankr./ 

Ein elementarer Beweis dieser beiden Resultate findet sich in 
865 der Ausdruck fur die lineare Bewegungsgrosse in 74 und ver- 
schiedene Ausdrucke ftir die Winkelbewegungsgrosse in 134. 

Wirkt ein einzelner Schlag oder Stoss auf ein System, so nimmt 
man am besten die Momente um einen Punkt in seiner Richtungs- 
linie und vermeidet damit die Ein filh rung des Stosses in die Gleichungen. 
Aus der Momentengleichung ergibt sich dann, dass die Winkelbeweguwgs- 
grosse eines Systems um einen Punlct in der Richtung des Stosses dwrch 
diesen Stoss nicht gecmdert wird. 
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170. Beisp 1. Ein Strick wird wn den Urn fang eines Jcreisformigen Haspels 
gewunden und das freie Ende an einem festen Pwikt befestigt. Der Haspel wird 
dann in die Hdhe gehoben und so fallen gelassen, dass der Strick in dem Moment, 
in dew, er straff wird, vertical ist und eine Tangente an den Haspel bildet. Die 
ganze Beioegwng geht parallel einer Ebene vor sicli; man bestimme die Wirlung des 
Stosses. 

Der Haspel fallt zuerst ohne Rotation vertical herab. v sei die Geschwindig- 
keit seines Centrums in dem Augenblick, in dem der Strick angezogen wird; 
v', a/ die Geschwindigkeit des Centrums und die Winkelgeschwindigkeit grade 
nach dem Stoss. T sei die Spannung in Folge des Stosses, mlc* das Tragneits- 
monient des Haspels um seinen Schwerpunkt, a sein Radius 

Um die unbekannte Spannung nicht in die Bewegungsgleichungen einfuhren 
zu mussen, wollen wir die Momente um den Berobrungspunkt des Stricks mit 
dem Haspel nehmen. Man erhalt 

m(v' v)a-\-mk z co f = ........ (1), 

Grade nach dem Stoss hat der Theil des Haspels, der sich in Beruhrung 
mit dem Strick befindet, keine Geschwindigkeit. Daher ist 

v' ao>' = ....... (2) . 

Weil nun fc 2 ~ , so wird co' = ~ , v' = -~ v ^-^ c ^ e Spannung in Tolge 
2 oa * 

des Stosses bestimmt werden, so nehme man die Verticalcomponenten 

m(v' v) = T ....... (3), 

woraus sich T=: mv ergibt. 

Die spatere Bewegung su finden. Das Centrum des Haspels beginnt vertical 
herabzufallen und eine horizontale EIraft greifb nicht an ihm an. Es fahrt daher 
fort in einer verticalen Geraden sich abwarts zu bewegen und wahrend der ganzen 
folgenden Bewegung bleibt der Strick vertical. Die Bewegung lasst sich mithin 

wie in 144 leicht ermitteln. Setzt man cu = n und ist F die schliessliche 
Spannung des Stricks, so lasst sich zeigen, dass F ein Drittel des Gewichts ist und 
dass der Haspel mit der gleichformigen Beschleunigung g ffllt. Die Anfangs- 
geschwindigkeit v' des Haspels ist oben bestimmt worden; die in der Zeit t nach 
dem Stoss zuruckgelegte Strecke ist also v't + y #** 

Beisp. 2. Eine Kugel bewegt sick unter beliebigen Anfangsbedingwngen in einer 
verticalen Ebene, die erne feste geneigte Ebene in der Linie des starlcsten Falls 
schneidet. Man beweise, dass der Ausdruck M=au-{-k*a> agtawa, wenn die 
Kugel rauh mid elastisch ist, dwrch irgend einen Stoss auf die Ebene nicht geandert 
wird mid wahrend der ganzen Bewegiwg constant bleibt. Dabei ist <o die Wirikel- 
geschwrndiglceit der Kugel, u die G-esclmindigkeit ^hres Centrums parallel der Ebene 
wnd abwarts zu einer beliebigen Zeit t, a ihr Radius tmd a d^e Neigiwg der Ebene 
gegen den Horizont. 

Man bemerke, dass der Stoss im BertOirungspunkt stattfindet. Nimmt man 
die Momente um diesen Punkt, so wird 



aw + a> aw 

wenn w', w' die Werthe von w, CD nach dem Stoss sind. Der Ausdruck U wird 
daher durch den Stoes nicht geandert 

Da eine geometrische Gleichung nicht no'thig war, um dieses Resultat zu er- 
halten, so hat es Gultigkeit, mag der Kdrper elastisch sein oder nicht, mag er 
rollen oder gleiten. 

Wenn der KSrper abprallt und die Ebene verlasst, so beschreibt sein Schwer- 
punkfc eine Parabel. Alsdann sind, wie wir wissen, sowohl u gt sin a als w con- 
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stant. Der Ausdruck U bleilbt daher -wain-end der parabolischen Bewegung un- 
verandert. 

Triiffc der Korper wieder auf die Ebene, so hat wie zuvor auch dieser zweite 
wie jecler folgende Stoss keine Aendenmg von U zur Folge. 

Wenn der Korper auf der Ebene einfach rollt oder gleitet ohne zu springen, 
so 1st wie in 144 

dco 



. 79 
ma -jTg + z7j 2 -T7 = ing a sin a 

fvu Clu 

Durch Integration findet man, dass auch wahrend dieser Bewegung der Aus- 
druck fur U sich nicht andert. 

Wenn nach emer beliebigen Anzahl von Sprungen die Kugel iiber einen Theil 
der Ebene sich bewegfc, der so rauh und unelastisch ist, dass sie rollt, so erhalten 
wir ausserdem noch die Gleichung u = am. Nimmt man dazu noch die Bedingung, 
dass der Ausdruck U seinem Anfangswerth gleich ist, so erh'alt man zwei G-lei- 
chungen, aus denen sich die Werthe von u und CD ableiten lassen. 

171. Stoss gegen einen einzelnen unelastischen Korper. Erne 

Scheibe von lelieliger GestaU lewegt sich in Hirer eigenen Ebene auf 
irgend eine Art. Plotzlicli mrd einer Hirer Punkte ergriffen und cje- 
zwungon sich auf eine gegebene Art zu bewegen. Man suclie die Anfangs- 
leivegung der Scheibe. 

Ox, Oy seien die beiden reclitwinkligen Richtungen, auf welche 
die Bewegung am vortheilhaftesten bezogen wird. (u, v) seien, wie 
in 168 erkl'art wurde, die Componenten der Geschwindigkeit des 
Schwerpunkts Gr in diesen Richtungen und o> die Wintelgeschwindigkeit 
des Korpers grade vor dem Augenblick, in welchem die Bewegung 
von geandert wird. Wenn man z. B. Ox passender Weise so 
waHen kann, dass es der Bewegungsrichtung des Schwerpunkts parallel 
lauft, so tritt die Vereinfachung v = ein. (u, v') seien die Compo- 
nenten der Geschwindigkeit des Schwerpunkts in den gleichen Rich- 
tungen und &' die Winkelgeschwindigkeit grade nach der Aenderung; 
(X) y) die Coordinaten des Schwerpunkts in dem Augenblick der 
Aenderung, auf die Asen Ox 9 Oy bezogen, und OGr sei = r. 

Da die Winkelbewegungsgrosse des Eorpers um den Punkt des 
Raums ; durch welchen geht, durch den Stoss nicht geandert wird, 
so ist nach 134 

M (xv f yri -f- ^ 3 fi>') = M(xv yu + * 2 <). 

(TTj V} seien die Componenten der Geschwindigkeit von grade 
nach der Aenderung. Naeh 137 erhalt man dann 

u'^Tf 2/0)', v' = V + xa. 
Aus diesen drei Grleichungen ergibt sich leicht 

= x(v V') y(u CT) + 



Wird der PmU ptttzlich festgeMlt&n, so ist U' = 0, Y = und 

man findet 
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Weiteres fiber diesen Gegenstand bringen wir spater in den Para- 
graphen iiber relative Bewegung. 

172. Den Stoss gegen zu ermitteln, der clazu nothig ist, die 
gegebene Aenderung hervorsurufen. X, T seien die Component en der 
Stosskraft parallel den Axen Ox, Oy. Nach 168 erhalt man durch 
Zerlegung parallel zu den Axen 

M(u' tt ) = X, M (v - i?) = r. 

Nimmt man die x Axe so an, dass sie durch den Schwerpunkt 
geht ; so wird y = und man findet durch Substitution 



173. Beisp. 1. Eine kreisfo'rmige Scheibe dreht sich um einen festen 
Punkt A ihres Umfangs. PlStzlich wird A losgelassen und ein anderer Punkt B 
des Umfangs festgelegt Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit auf ein 
Drittel ihrea Werthes reducirt wird, wenn AB ein Quadrant ist. Ist AS ein 
Drittel des Umfangs, so steht die Scheibe still. 

Beisp. 2 Eine Scheibe von beliebiger Gestalt bewegt sich auf beliebige Art. 
Plcitzlich wird die Bewegung eines Punktes geandert; man zeige, class die Ver- 
mehrung der lebendigen Kraft 



* II _ ^ > _ MW* (l 
V fti+ f i/ MW V 



gleichkommt, worin W, W die resultirenden Geschwindigkeiten von grade vor 
und grade nach der Aenderung, p, p' die Lothe von dem Schwerpunkt auf die 
Bewegungsrichtungen von aind und die ubrige Bezeichnung dieselbe, wie 
zuvor, ist. 

Wenn zurn Stillstand kommt und der Verlust an lebendiger Kraft eine 
gegebene Gro'sse sein soil, so muss auf einem gewissen Kegelschnitt liegen, 
welcher zu zwei zusammenfallenden Geraden wird, wenn die ganze lebendige Kraft 
verloren geht. 

174. Beispiele von Stossen verschiedener Art. Beisp. i. Eine unelastische 
Kugel vom Radius o, die mit der Geschwindigkeit V auf einer glatten horizontalen 
Ebene gleitet, trifft gegen einen vollkommen rauhen festen Punkt oder Stift in 
der Hohe c uber der Ebene. Man zeige, (1) dass die Kugel nur dann iiber den 

-. / fl2jl~p 

Stift springt, wenn die Geschwindigkeit F gr5sser als I/ 2gc _^ ist; (2) 
dass die Kugel sofort den Stift verlasst, wenn F diesen Werth hat und grosser 
als a 8 \ " ist; (3) dass die Kugel in dem letzten Fall den Stift nach der Zeit t 

3 OL -j K 

wieder trifffc, die durch die kleinere Wurzel der Gleichung 



gegeben ist, worin Z7 2 = %gc ^\ , a und cos a = 1 -- ist. Man zeige auch, dass 

Cb"-^- K &> 

die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung reell und positiv sind. 
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Beisp. 2. Ein rechtwinkkges Parallelepipedon von der Masse 3m , dessen 
Basis ein Quadrat A BCD ist, rulit auf einer horizontalen Ebene und kann sich 
um CD als Gelenk drelien Die Ho'he des Korpors ist 3 a und die Seite der 
Basis a, Ein Massenpunkt m, der sich. mat der horizontalen Geschwindigkeit v 
Lewegt, trifft grade wider die Mitte der verticalen Seitenflsiche , die iiber AB 
steht und setzt sich da fest, ohne emzudringen. Man zeige, dass der Korper 

nui dann umfiillt, wenn tf 2 grosser als y ga ist. [King's ColL] 

Beisp 3 Eine verticals Saule yon derGestalt oinesgradenEreiscylinders ruht 
auf einer vollkommen rauhen horizontalen ebenen Scheibe. PlGtzlich wird die Scheibe 
mit der Geschwindigkeit V in einer Richtung fortgestossen, die den Winkel e mit 
dem Horizont macht. Man zeige, dass die Sliule nicht umgeworfen wird, wenn 
(1) eine durcli den Schwerpunkt gezogene Parallcle zur Richtung des Stosses die 
Basis trifft und (2) die Geschwindigkeit des Stosses nicht grosser als U ist, wobei 

U aus der Gleichung U" 9 = 4 #2(15 + cos 2 6) 7~ fl C f hervorgeht. Darin ist 

" COS - (\j "^~ Qj 

%l die Langc der Diagonale des Cylinders und 6 der Winkel zwischen der 
Diagonale und der Verticalen. 

Beisp. 4. Man suche den Verticaldruck des Cylinders auf die Ebene , wenn 
die G-eschwindigkeit des Stosses gegen die horizontale Ebene U genau gleich- 
kommt Man zeige, dass der Cylinder waJirend des ganzen Aufstiegs des Schwer- 

punkts die Ebene nur dann zu beruhren fortfahrt, wenn 1 + y sin 9 < 3 cos 6 ist. 
Welchcn allgemeinen Charakter hat die Bewegung, wenn diese Bedingung nicht 
erfullt ist? 

Der Cylinder berOhre den Boden mit dem Punkt A seines Randes und 9 sei 
der Winkel der Diagonalen durch A mit der Verticalen Nach dem Princip der 
lebendigen Kraft ist dann 



wobei /j 2 = Z a /j cos*0+ ~ sin s 0) ist nach 17, Beisp. 8 Wircl die Winkel- 

geschwindigkeit des Cylinders gleich Null, wenn der Schwerpunkt seine hochste 
Lage einnimmt, so ist <7 207. Ist ferner mR die verticale Reaction bei A^ unter 

(Z 2 
m die Masse des Cylinders verstanden , so hat man -j-$ (I cos 9) = E g Aus 

(JLt" 
diesen Gleichungen ergibt sich 

!ji: 

Verschwindet &, so wird cos cp = ( 1 + ain 0) . Soil It dasselbe Vorzeichen 

behalten, so mussen diese beiden Werthe von 9 durch die besonderen Umstande 
des Falles unmoglich sein, das heisst beide Werthe von g> mussen grfisser als 6 
sein. Daraus folgt dann das obige Resultat. 

175. Erdbeben. Die beiden letzten Probleme sind durch ihre Verbindung 
mit Mallet's Theorie der Erdbeben von Interesse. Nimmt man an, dieWirkung 
eines Erdbebens auf ein Geb^ude kcJnne durch eine Bewegung der Basis dar- 
gestellt werden, wie die eben beschriebene Bewegung der Ebene war, so hiingen 
sowohl die Richtung als die GrSsse des gleichwefrfhigen Stosses nicht von dem Ge- 
baude, auf das die Wirkung stattfindet, sondern nur von der Beschaffenheit des 
Erdbebens an der betreffenden Stelle ab. 

Auf Grund dieses Princips hat Mallet einen sehr einfachen Seismometer 
construirt. Sechs grade Cylinder, die aus einem harten Material, z. B. Buohs- 
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baum hergestellt sind und dieselbe Ho'he aber verschiedene Durchmesser haben, 
werden nach ihrer Grosse geordnet auf einem Brett aufgestellt, das an dem wag- 
rechten Boden befestigt 1st. Dabei haben je zwei einen solchen Abstand von- 
einander, dass derjenige, welcher umfallt, seinen Nachbai niclit treffen kann 
Findet nun ein Erdstoss statt, so fallen einige Cylinder urn, andre bleiben stehen 
Hat z. B. der Stoss die Cylinder mit der kleineren Basis 4, 5, 6 umgeworfen und 
die breiteren 1, 2, 3 stehen lassen, so muss er grosser gewesen sein als der Stoss, 
welcher dazu nothig ist, Nr. 4 umzuwerfen und nicht gross genug, um Nr. 3 uni- 
zustossen 

Mallet gebraucht die in Beisp. 3 gegebene Fonnel, welche er Dr. H aught on 
zuschreibt. Der Werth von e ist klein, wenn der Ursprung oder das Centrum des 
Erdbebens entfernt ist, so dass man als erste Annaherung e = setzen kann. Es 
scheint nicht bemerkt worden zu sein, dass bei der Anwendung dieser Formel 
auf die stehen gebliebenen Cylinder die letzteren den Bedingungen in Beisp 4 ge- 
niigen mussen. 

Im December 1857 fand ein sehr heffciges Erdbeben in den siidlichen Pro- 
vinzen Italiens statt. Mallet besuchte im Anfang des folgenden Jahres den 
Schauplatz zu dem besondem Zweck, die naheren Umstande des Stosses fest- 
zustellen. Das zu lasende Problem war in gewissem Grad ein mechanisches Die 
Lage der umgestiirzten Saulen und Gebaude war gegeben, man sollte die Tiefe 
und die Lage des Centrums oder Ursprungs des Erdbebens, die G-eschwindigkeit 
der Erdbebenwelle und die Gro'sse des Stosses an bestimmten Stellen ermitteln 
In diesem Fall lag das Centrum etwa 5 km unter der Oberflache der Erde und 
die Geschwindigkeit der Welle betrug etwa 250 m in der Secunde, wiihrend die 
Geschwindigkeit des Stosses, der verschiedene Gebaude umwarf, nur 3,6 m in der 
Secunde ausmachte. Die letztere kornmt etwa der Geschwindigkeit gleich, die 
ein materieller Punkt, der vom Zustand der Ruhe ausgeht, unter dem Emfluss 
der Schwere erlangt, wenn er eine H5he von y a bis 1 m durchfallt. Siehe The 
Greed Neapolitan Eartliquake of 1857, 2 Bande, 1862, von R. Mallet. Aus den 
Beobachtungen, die w'ahrend der Erdbeben vom December 1884 in Spanien und 
August 1886 in Charleston angestellt wurden, schloss man auf eine viel grossere 
Tiefe des Centrums, als die oben angegebene. Siehe Flammarion, L'Astrononne, 
Oct. 1887. 

Das oben beschriebene Saulenseismometer hat in der Praxis keine grossen Er- 
folge gehabt Die Verschiebung der Erde ist nicht eine einfache gradlinige Be- 
wegung, sondern vielmehr eine fortgesetzte Eeihe von Bewegungen in verschie- 
denen Richtungen. Die Saulen erhalten durch sie rotirende Bewegungen und 
fallen daher in verschiedenen Richtungen um. Ein Modell der wirklichen Bahn 
eines Punktes der Erdoberflache wahrend des schweren Erdbebens in Japan vom 
Januar 1887 hat Prof. Sekiya mit Eulfe eines langen Kupferdrahts construirt 
und in der Nature vom 26. Januar 1888 beschrieben. Welche Genauigkeit man 
ihm auch zuschreiben mag, jedenfalls zeigt es die complicirte Natur der Yer- 
ruckung. Berichte iiber moderns Seismometer findet der Leser in Milne's Earfh- 
(puakes 1886, der Natwe vom 12 April und 26. Juli 1888 und dem Phil. Mag. 
April 1887 Siehe auch Seismological Investigation. First report of the Committee 
[JR. of the British Ass. f. the adv. of science, 1896], an dem hauptsachlich Milne 
betheiligt ist. Die Geschwindigkeiten und Amplituden der Wellen der longitu- 
dinalen und transversalen Schwingung wurden gesondert bestimmt. Man fand, 
dass die Bewegung eines Punktes der Erdoberflache derart ist, wie sie aus der 
Zusammensetzung zweier harmonischer Bewegungen von verschiedenen Perioden 
und verschiedenen Riehtungen resultiren wurde. 

176. Stoss gegen einen zusammengesetzten unelastischen Korper. Vier 
gleiche Stale, von denen jeder die Lange 2 a und die Masse m hat, sind durch Ge- 
lenke so verltmden, dass sie sich frei lewegen konnen und einen Ifhombus bilden. 
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Das System faMt vom Zustand der Euhe aus unter der EimvMung der Schwere, 
loobei eine Diagonals vertical gerichtet wt, und schldgt wider eine feste Tiorisontale 
unelastiscJie Ebene. Man sucJie die nun folgende Bewegung. Siehe 408. 

AB, BO, CD, DA seien die Stabe und AC die verticale Diagonale, die 
mit A wider die horizontal Ebene schlagt. V sei die Geschwindigkeit eines 
jeden Punktes des Rhombus grade yor dem Aufstossen und a der Winkel, den 
jeder Stab mit der Verticalen macht 

u, v seien die horizontale und verticale Geschwindigkeit des Schwerpunkts 
und at die Winkelgeschwindigkeit eines der oberen Stabe grade nach dem Stoss 
Die Effectivkrafte eines der Stabe sind dann der Kraft m (v 7) gleichwerthig, 
die vertical und mu, die horizontal am Schwerpunkt angreift und ausserdem 
einem Paar ?7ifc 2 co, welches den Winkel a zu vergrossern sucht. E sei der Stoss 
bei C, dessen Richtung nach den Regeln der Symmetric horizontal sein muss 
Urn die Reactionen bei B nicht in unsere Gleichungen einfiihren zu mussen, wollen 
wir die Momente fiir den Stab BO urn B nehmen und erhalten so 



TO (0 F) a sin a mua cos a = E 2 a cos a . . , (1) . 
Jeder der beiden unteren Stabe beginnt sich urn sein Ende A als festen Punkt 
zu diehen. 1st co' seine Winkelgeschwindigkeit grade nach dem Stoss, so ist das 
Moment der Bewegungsgro'sse urn A grade nach dem Stoss m (fe 2 + a 2 ) co' und 
grade vorher m Va sin u Die Differenz der beiden ist das Moment der Effectiv- 
krafte des Stabes urn A. Wir kSnnen nun fiir die beiden Stabe AB, BC zu- 
sammen die Momente um A nehmen und erhalten 

in (k* + a 2 ) oo' mVasma m"k*m + m (v V) a sin a -f" mu 3 a cos a = 

= J2-4acosa ....... (2). 

Die geometrischen Gleichungen kann man so finden. Da die beiden Stabe 
wahrend der ganzen Bewegung gleiche Winkel mit der Verticalen bilden mussen, so ist 

<o' = co ........... (3). 

Da ferner die beiden Stabe bei B verbunden sind, so miissen die Ge- 
schwindigkeiten ihrer Endpunkte der Richtung und Grbsse nach gleich sein. 
Nimmt man die horizontalen und verticalen Componenten, so wird 

M + ato coscc = %aa>' cos a ...... (4), 

v aoo sin a 2aco' sin a ..... (5). 

Diese fanf Gleichungen reichen zur Bestimmung der Anfangsbewegung aus 
Ehminirt man E aus (1) und (2), druckt in den geometnschen Gleichungen 
u, v, oo' durch co aus und substituirt diese Ausdrucke, so findet man 



Wir hatten clabei die Einfuhrung der unbekannten Reaction E durch Be- 
nutzung des Satzes von der virtuellen Arbeit vermeiden ko'nnen. Wir wollen dem 
System eine solche Verruckung geben, dass die Neigung eines jeden Stabes gegen 
die Verticale um dieselbe Grosse S a vergro'ssert wird. Die virtuelle Arbeit eines 
Paares, wie z. B. mk*& t findet man durch Multiplication seines Moments mit der 
Drehung, also mit d a; die Arbeit einer Kraft dagegen, wie z B. ?ww, durch Multi- 
plication ihrer Grfisse mit der linearen Verschiebung ihres Angriflpunktes. Das 
Princip der virtuellen Arbeit liefert dann 

wfc s o> Sot m (v 7) <$ (Ba cos a) + mud (a sin a) -f- m (fc s + a 2 ) co' Sot 

-f- Ftf (a cos a) s= 
und reducirt 

(2A? 8 + O o Fa sin a + 3 (v V} a sin a -f- ua cos a = . 
Die weitere LSsung erfolgt dann wie oben. 
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Beisp 1. Man zeige, dass die Eichtung der Stossaction an dem Drehpunkti? 
mit dem Horizont einen Winkel macht, dessen Tangente (3 sin 2 a 2) cotg a. ist. 

Beisp. 2. Wenn der Elasticitatscoefficient der Ebene e ist, zu zeigen, dass 
der durch (6) gegebene Werth von co mit 1 + e multiplicirt werden muss 

Die nun folgende Bewegung zu finden Dies geschieht sehr leicht mit Hulfe 
des Princips der lebendigen Kraft. Um jedoch mSglichst viele Losungsarten zu er- 
lautern, wollen wir anders verfahren. Die Effectivkrafte an jedem der oberen Std.be 

werden durch die Differentialquotienten m --, m -=^ , ink* -^ dargestellt und 

(tt Cut (it 

das Moment far jeden der unteren Stiibe ist m (fc 2 + a 2 ) -^- - sei der Winkel, 

cLt 

den jeder Stab zur Zeit t mit der Verticalen macht Nimmt man die Momente 
ebenso wie vorher, so erhalt man 

wz/j 2 -TT + w -=r a sin m -= a cos 6 = It 2 a cos + mga sin . (1)', 

Ctt CcJ w 

m (F + a 2 ) -^ mk z -^ -4- m -=- a sin + wi 3a cos = JB 4a cos 6 
x ' ' J 



........... (2)'. 

Die geometrischen Gleichungen bleiben dieselben wie zuvor, wenn man 
statt a schreibt Durch Elimination von JB und Einsetzen der Werthe von u und 
v findet man 

(2& 2 + a 2 ) -^ + a 2 [9 sin0 (a sin 0) + cos -JT (a? cos 0)1 = 4^a sin 

r7f5 

und durch Multiplication der beiden Seiten mit co = -=- und Integration 

c&* 

[2 (A- 2 + a 2 ) + 8a 2 sin 8 0] co 2 = C Sga cos . 

Ln Anfang, wenn = a ist, hat a den durch Grl. (6) gegebenen "Werth. Die 
Winkelgeschwindigkeit o ist daher, wenn die Neigung eines Stabes gegen die 
Verticals ist, durch 

(1 + 3 sin*0) a>* = ^ - ^ , S1 f 2Q; 8 -- h (^s - cos 0) 
v ' 4a s l + 3sin s a ' a ^ ' 

gegeben. 

177. Beisp. 1 Ein Quadrat bewegt sich frei um eine Diagonale mit der 
Winkelgeschwindigkeit o; einer der nicht in der Diagonale gelegenen Eckpunkte 
wird festgehalten; man bestimme den Stossdruck auf den festen Punkt und zeige, 

dass die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit nachher -= ist. [Christ's Coll.] 

Beisp. 2. Drei gleiche St'abe, die sich in einer Geraden befinden und durch 
Gelenke miteinander verbunden sind, bewegen sich senkrecht zu ihrer Lange mit 
der Geschwindigkeit t?. Der Mittelpunkt des mittleren Stabes wird plOtzlich fest- 

gehalten; man zeige. dass sich die Enden der beiden andern in der Zeit -r 

9V 

treffen, wenn a die LSLnge eines jeden Stabes bedeutet. [Coll. Ex.] 

Beisp. 3. Die Punkte ABCD sind Eckpunkte eines Quadrats; -dlJ?, CD sind 
zwei gleiche und ahnliche StS.be, die durch den Faden BG verbunden werden. 
Der Punkt A erhalt einen Stoss in der Eichtung -4.JD; man zeige, dass die An- 
fangsgeschwindigkeit von. A siebenmal so gross als die von D ist [Queen's Coll.] 

Beisp. 4. Eine Reihe gleicher Balken AB, BC, CD ... ist durch Gelenke 
verbunden; die Balken werden auf eine glatte horizontale Ebene so gelegt, dass 
jeder mit den beiden anliegenden rechte Winkel bildet und das Ganze eine 
treppenSJinliche Figur bildet. Dem Ende A wird in der Richtung AB ein Stoss 
gegeben; man bestimme die Stossaction an jedem Gelenk. [Math. Tripos.] 

Bo nth, Dynamik I. 11 
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Resultat. Man zeige, dass 



1st, wcnn Z w die Stossaction am nten Eckpunkt bezeichmet, und finde daraus J rt 
Beisp. 5 Zwei gleichformige Stdbe JLB, SO von gleicher Lange und Masse, 
die bei B durch ein glattes Gelenk verbunden sind, liegen auf einer glatten, 
horizontal Ebene; das Ende A wird so getroffen, dass es sich nut gegebener 
Geschwindigkeit in einer Richtung zu bewegen beginnt, welche die Winkel 0, g> 
mit den SUben macht; man zeige, dass, wenn sin (2 9 0) = 3 sin ist, AS seme 
Bewegung ohne Rotation beginnt. [Coll Exam. 1880.] 

Man nehme die Momente for den Stab BO um B und for beide Stabe urn 
A, so wie in 169 gezeigt wurde 

Beisp. 6. Drei gleiche und aknliche Stabe, welche sick urn ilir gemeinschaft- 
liches Endo drehen konnen, werden rechtwinklig zueiaander so gehalten, dass 
sich die drei anderen Endpunkte in einer horizontalen Ebene befinden und das 
gemeinschaftliche Ende entweder ober- oder unterhalb liegt. Man lasst sie nun 
auf erne glatte unelastische horizontale Ebene fallen; man zeige, dass die G-e- 
schwindigkeit ihres Schwerpunkts sich um die Hiilfte vermindert. 

178. Die beiden Punkte des Maximalstosses. Sine freze imelastische La- 
meUe von Miebiger Gfestalt dreJit sich in ihrer eigenen Ebene um das Jtfomentan- 
centrum S und stosst an dem Pwikt P, zcelcJier in der den Schzverpunlst Gr mit S 
verbindeiiden Geraden liegt, gegen ein Hitiderniss. Man bestwune die Lage des 
Punkbes P, wenn die Grosse des Stosses ein Maximum sein soil [Poinsot, Swr 
la percussion des corps, Liouville's Journal, 1857]. 

Erstens. Das Hinderniss P sei ein festliegender Pimkt. Es sei GP = x und 
JS die Stosskrafb. Setzt man SGr=*h und sind co, o' die Winkelgesohwindigkeiten 
um G vor und nach dem Zusammentreffen, so ist ha> die Translationsgeschwindig- 
keit von G grade Tor dera Stoss. ?' sei ferner die Translationsgeschwindigkeit 
von G grade nach dem Zusammentreffen. Man erhalt die Gleichungen 



und, wenn man annimmt, der Stosspunkt werde zum Stillstand gebracht, 

cD' = ........... (2). 



Mit Hulfe dieser Gleichungen druckt man E durch x aus und macht E zu 
einem MazLmum. Man findet so zwei Werthe fur #, einen positiven und einen 
negativen. Beide entsprechen Punkten starksten Stosses, aber in entgegengesetzter 
Richtung. Es gibt einen Punkt JP, mit dem der KSrper vor und einen Punkt P', 
mit dem er hinter der Richtung seiner Translation im Eaum starker als mit 
jedeni andern Punkt widerschlagt. 

Die beiden Punkte P, P' haben gleichen Abstand von S und wenn das 
SchwLngungscentrum in Bezug auf S als Aufhangungscentrum ist, so wird 
SP*=SG-SO. Macht man P zum Aufhangungspunkt, so ist P' das ent- 
sprechende Schwingungscentrum und PP' wird in G und harmonisch getheilt. 
Ferner ist die Grflsse der St5sse dem Abstand von G umgekehrt proportional. 

Zweitens. Das Hinderniss sei ein freier materieller Pwikt von der Masse m. 
Wir erhalten ausser den Gleichungen (1) noch die Bewegungsgleichung des 

Punktes m let V seine Geschwindigkeit naeh dem Zusammenstoss, so ist V = g 

Der Beriihrungspunkt der beiden Kflrper hat nach dem Zusammenstoss die 
namliche Geschwindigkeit; statt der Gleicmong (2) erhalt man daher F'^ j y / +^ C)/ - 
Man findet & wie zuvor, indem man E zu einem Maximum macht. x hat zwei Werthe. 
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Es existiren nocla andere ausgezeichnete Punkte in einem in Bewegung be- 
findlichen KSrper, deren Lage sich auffinden lasst. So karm man darnach fragen, 
mit welchen Punkten der Korper gegen ein festes Hindemiss stossen muss, ersfews 
damit die Translationsgeschwindigkeit seines Schwerpunkts und zweitens, damit 
die Winkelgeschwindigkeit ein Maximum wird. Diese Punkte hat Poinsot die 
Centren der Maximalreflexion bez. Conversion genannt. Sie sind jedoch nieht 
wiehtig genug, urn hier eine eingehende Besprechung zu rechtfertigen. 

Beisp. Eine freie Lamelle von beliebiger Gestalt dreht sich in ihrer eignen 
Ebene um das Momentancentrum S und stSsst auf ein festes Hindemiss P, welches 
in der Geraden liegt, die den Schwerpunkt G mit jSf verbmdet Man suche die 
Lage von P, erstens, wenn der Schwerpunkt zum StiJlstand kommen soil und 
sweitens, wenn zwar seine Geschwindigkeit nach clem Stoss dieselbe wie vorher, 
ihre Kichtung aber die umgekehrte sein soil. 

Resultat. In dem ersten FaU fallt P entweder mit Gr oder dem Schwingungs- 
centrum zusammen. Ln zweiten findet man die Punkte, wenn SGr k, x=6rP 
gesetzt wird, aus der Gleichung 

h). [Poinsot] 



179. Elastische glatte Korper. Zw&i Korper stossen euscmmen; 
man erUdre die Beschaffenheit der zwisclien ihnen statifaidenden Action. 

Wenn zwei Kugeln von hart em Material aufeinandertreffen, so 
scheinen sie sich fast augenblicklich zu trennen und durch die gegen- 
seitige Einwirkung wird eine endliche Aenderung der Geschwindigkeit 
in jedem erzeugt. Diese plotzliche Greschwindigkeitsanderung ist das 
Merkmal einer Stosskraft. Die Schwerpunkte der Kugeln mogen sich 
vor dem Zusammenstoss in derselben Geraden mit den Geschwindig- 
keiten u und v bewegen. Nach dem Stoss fahren sie fort sich auf 
dieser Geraden zu bewegen und dabei seien u' } v ihre Geschwindig- 
keiten. Sind m, wt die Massen der Kugeln und ist E die Action 
zwischen ihnen, so erhalt man nach 168 



Diese Gleichungen reichen zur Bestimmung der drei Grossen 
w', v, E nicht aus. Um eine dritte zu erhalten, hat man in Betracht 
zu ziehen, was wahrend des Stosses vor sieh geht. 

Jede der Kugeln wird durch die andere etwas zusammengedruckt, 
so dass sie also keine vollkommenen Kugeln mehr sind. Jede sucht 
auch im Allgemeinen ihre fruhere Gestalt wieder anzunehmen, es 
findet daher ein Zuriickprallen statt. Die Periode des Stosses lasst 
sich mithin in zwei Theile zerlegen: 1) die Periode der Compression, 
wahrend welcher sich der Abstand zwischen den Sehwerpunkten der 
beiden Korper vermindert und 2) die Kestitutionsperiode, in welcher 
der Abstand der Schwerpunkte zunimmt. Die zweite Periode geht zu 
Ende, wenn die Korper sich trennen. 

Da die Anordnung der materiellen Punkte eines Korpers durch 
den Stoss gestort wird, so miissten wir eigentlich, um genau zu sein, 
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die relative Bewegung der verschiedenen Theile des Korpers bestimmen. 
Wir miissten jeden Korper als eine Sammlung freier materieller 
Punkte betrachten, die durch gegenseitige Actionen verbunden sind. 
Diese Punkte konnten, in Bewegung gesetzt, immer fortfahren sich zu 
bewegen und dabei um gewisse mittlere Lagen im Korper schwingen. 

Man pflegt indessen anzunehmen, dass die Aenderungen der Gestalt 
und Structur so gering sind, dass ihre Wirkung auf die Veranderung 
der Schwerpunitslage und des Tragheitsmoments des Korpers vernach- 
lassigt werden kann und ferner dass die ganze Zeit des Zusammen- 
stosses so kurz ist ? dass die Verrtickung des Korpers in dieser Zeit un- 
beachtet bleiben darf. Stimmen diese Annahmen fiir irgend welehe 
Korper mit der Wirklichkeit nicht uberein, so mussen die Wirkungen 
ihres Zusammenstosses aus den Gleichungen zweiter Ordnung abgeleitet 
werden. Wir konnen dalier annehmen, dass im Moment der starksten 
Compression die Schwerpunkte der beiden Korper sich mit gleicher 
Creschwindigkeit bewegen. 

Das Verhaltniss der Grrosse der Action zwisclien den Korpern 
w'ahrend der Restitutionsperiode zu der Actionsgrosse wahrend des 
Zusammendruckens ist fiir Korper von versctiedenem Material ver- 
schieden. Es liangt dayon ab ; wie schnell oder langsam die Korper 
ihre ursprungliche Gestalt wieder herzustellen suchen. Greschieht es 
sehr langsam, so findet die Trennung statt ? wahrend die Korper noch 
in ihre frtihere Form zurtickkehren, und die Action wahrend der 
Restitution ist alsdann kleiner als die wahrend der Compression. 
Nehmen die Korper dagegen ihre vorige Gestalt so schnell wieder an, 
dass sie im Augenblick der Trennung diese Gestalt wieder haben, so ist 
die Action wahrend der Restitution der wahrend der Compression gleich. 

Manchmal kann man die Kraft waiuend der Restitutionsperiode 
vernachlassigen. Die Korper nennt man dann unelastisch. In diesem 
Pall ist grade nach dem Zusammenstoss u == v' und daraus erhalt 

T, mm' f x j , inu 4- m'v 

man E = , , (u v) und u = j_ , - 
wi -f- w> ^ ' in -{" in 

Kann die Restitutionskraffc nicht vernachlassigt werden, so sei B 
die ganze Action zwischen den Korpern, JB die Action bis zum Moment 
der grossten Compression. Die Grosse von E muss man durch Ver- 
suche feststellen. Dies kann derart geschehen, dass man die Werthe 
von u und v r bestimmt und dann E mit Hulfe der Gleichungen (1) 
findet. Solche Versucte hat vor Allem Newton angestellt und ge- 

TD 

funden, dass -g- ein constantes Verhalimss ist, welches von dem Material 

der Korper abhingi Wir wollen es mit 1 -f- e bezeicbnen. Die Grosse 
e uberschreitet niemals die Einheit; in dem Grenzfall, wenn e = 1 ist, 
heisseu die Korper vollkommen elastisch. 

Nimmt man an, der Werth von e sei bekannt, so lassen sich die 
Geschwindigkeiten nach dem Stoss leicht ermitteln. Die Action E 
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wird zuerst unter der Voraussetzung berechnet, dass die Korper un- 

elastisch waren und daraus der ganze Werth von E durch Multipli- 
cation mit 1 + e gefunden. Man erhalt 



woraus man if und v' mit Hiilfe der Gl. (1) findet. 

180 Als Beispiel wollen wir untersuchen, wie die Bewegung des in 170 
besprochenen Haspels beeinflusst wird, wenn der Strick sso wenig elastisch ist, 
dass man diese Theorie anwenden kann 

Da der Punkt des Haspels, welchei sich mit dem Strick in Berulnung bc- 
findet, in dem Moment der gro'ssten Compression keine Gesclrwindigkeit hat, so 
misst die in dem 170 gefundene Stosswirkung die ganze dem Haspel mit- 
getheilte Bewegungsgrosse vom Beginn des Stosses bis zum Moment der starksten 
Compression. Wie aus dem Vorigen hervorgeht, findet man die gesammte mit^ 
getheilte Bewegungsgrosse vom Beginn an bis zum Ende der Restitutionsperiode 
durcli Multiplication der in 170 gefundenen Spannung mit 1 + e, wenn e das 

Maass fiir die Elasticitat des Stricks ist. Dies gibt T= ~mv(l+e). Die Be- 
wegung des Haspels, an dem diese bekannte Stosskraft angreift, ergibt sich leicht. 
Die Verticalcomponenten sind m(v' v) = -i-m^(l+e) Nimmt man die Mo- 



mente urn den Schwerpunkt, so ist w& 3 oo' = -j mva(l + e\ woraus, sich ti und o' 
ableiten lassen 

Beisp. Ein gleichfb'rmiger Balken balancirt am eine horizontale, durch seinen 
Schwerpunkt gehende Axe und ein vollkommen elastischer Ball fSUlt von der 
H6he h auf sem eines Ende; man bestrmme die Bewegungen des Balkens und 
des Balls. 

Eesultat M, m scien die Massen des Balkens und des Balles; 2 a die L'ange 
des Balkens; F, F' die Geschwindigkeiten des Balls grade vor und nach dem 

Sfcoss, co' die Winkelgeschwindigkeit des Balkens. Es ist dann &' = ,-** \ & r 
F' = 



181. Ranhe KSrper. Bisher haben wir nur die Stosswirkung 
normal zur gemeinsamen Flache der beiden Korper betrachtet. Sind 
aber die Korper rauh ; so tritt offenbar eine Stossreibuug in Wirk- 
samkeit. Da die Stosskraft nur das Integral einer sehr grossen Kraft 
ist, die selir kurze Zeit wirkt ? so konnten wir wohl annehmen, die 
Stossreibung folge denselben Gesetzen wie die gewohnliclie. Diese 
Gesetze beruhen aber auf Versuchen und wir sind niclit sicher, ob sie 
auch in dem aussersten Fall gelten ? wenn die Krafte sekr gross sind. 
Auf besonderen Wunsch Poisson's untemalim es Morin, diesen Punkt 
durcli Versucbe aufzuklaren. Er fand, dass die Stossreibung zwischen 
zwei Korpern, welche sich treffen und gleiten, zu der Normalstosskraffc 
in demselben Verhaltniss steht wie bei gewohnlicter Reibung und 
dass das Verhaltniss von der relativen Geschwindigkeit der sich treffenden 
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Korper nicht abhangt. Morin's Versuch wird im folgenden Para- 
graphen beschrieben, 

182. Auf dem Deckel eines Kastens AB, der mit Schrot so be- 
laden werden kann, dass man ihm jedes gewiinschte Gewicht geben 
kann, sind zwei yerticale Holzer AC, BD angebracht. Ein Querholz 
verbindet C mit D und tragt ein Gewicht mg, das mittelst eines 
Fadens an ihm aufgehangt ist. Das Gewicht des Hastens mit seiner 
Belastung ist Mg. Ein Seil AEF geht horizontal yon dem Kasten aus 
liber eine glatte Rolle E und tragt bei F das Gewicht (M + m) g (i. 
Der Kasten kann auf einer horizontalen Ebene gleiten, deren Reibungs- 
coefficient ^ ist. Wenn er daher einmal in Bewegung gesetzt ist, 
gleitet er in grader Linie mit gleichformiger Geschwindigkeit ; die wir 
V nennen wollen. Nun wird plotzlich der Faden, der mg tragt, 
durchschnitten; das Gewicht fallt in den Kasten und liegt in ihm 
sofort fest. Offenbar wird dadurch eine Stossreibung zwischen dem 
Kasten und der horizontalen Ebene herrorgerufen. Wenn die Ge- 
schwindigkeit des Kastens unmittelbar nach dem Stoss wieder V gleich- 
kommt, so ist der Coefficient der Stossreibung dem der endlichen 
Reibung gleich. 

Man kann sich dies auf folgende Art klar maehen. t sei die Zeit 
des Falls. Wenn das Gewicht den Kasten trifft, hat es die horizontale 
Geschwindigkeit V und die verticals gi\ der Kasten dagegen die hori- 

zontale Geschwindigkeit V-\-ft, wenn / = ^ , \^\ \ ^ 

F und E mogen die horizontale und yerticale Componente der 
Stosskraft zwischen dem Kasten und der horizontalen Ebene sein. 
Ein Stoss findet statt zwischen dem fallenden Gewicht und dem Kasten 
und eine Stossspannung in dem Seil AEF; durch sie werden die 
durch die ausseren Stosse F und JK erzeugten Bewegungsgrossen tiber 
das ganze System verbreitet. V sei die gemeinsame Geschwindigkeit 
des ganzen Systems grade nachdem die Stosse F und R vollendet 
sind. Durch den Versuch fand man, dass diese Geschwindigkeit V 
gleich V ist. 

Nimmt man die Componenten in horizontaler und verticaler 
Richtung wie in 168, so erhalt man 



mgt = JR. 

Setzt maa V = V und substituirt fiir f, so ergibt sich F = 

Beisp. Man zeige, dass der resultirende Stoss zwischen dem Kasten und dem 
fallenden Gewicht vertical gerichtet ist. 

183. Wir wollen nun die Theorie des unelastischen Stosses 
in 179 verallgemeinern. Zwei Korper von beliebiger Gestalt mogen 
in dem Punkt A aufeinauderstossen und Aendenuigen der Gestalt und 
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Structur wie zuvor vernachlassigt werden. Die relativen Tangential- 
und Normalgeschwindigkeiten der Beriihningspunkte der beiden Korper 
sind, wenn sie auf die in 137 wigegelene Art lereclinet ^verckn, mclit 
Null. Sie heissen die relativen Gleitungs- und Compressionsgeschwindig- 
keiten. Es treten also zwei Reactionen auf, eine normal gerichtete 
Kraft und eine Reibung, deren Verhaltniss ^, der Reibungscoefficient, 
ist. Im weiteren Verlauf des Stosses wird die relative Normalgeschwindig- 
keit zerstort und wird Null in dem Moment der starksten Compression. 
E sei die ganze Bewegungsgrosse, welche in dieser sehr kurzen Zeit von 
dem einen auf den andern Korper normal iibertragen wird. Diese Kraft 
R ist eine unbekannte Reaction, zu deren Bestimmung die geometrische 
Bedingung dient, dass gleich nach dem Zusammenstoss die normalen 
Geschwindigkeiten der Beriihrungspunkte gleich sind. Diese Bedingung 
muss auf die in 137 erklarte Art ausgedrtickt werden. 

Die relative gleitende Geschwindigkeit bei A vermindert sich 
gleichfalls. Wenn sie vor dem Moment der starksten Compression 
verscliwindet, so kommt wahrend der iibrigen Zeit des Zusammen- 
stosses, wenn uberhaupt ; nur so viel Reibung und in solcher Richtung 
zur Wirkung ; als notKig ist, unu die Berubrungspunkte bei A am 
Gleiten zu verhindern, vorausgesetzt, dass dieser Betrag Meiner ist als 
die Grenzgrosse der Reibung. F sei die gauze Bewegungsgrosse, 
welche tangential von dem einen auf den andern Korper iibertragen 
wird. Diese Reaction F ist durch die Bedingung zu bestimmen, dass 
gleich nach dem Zusammenstoss die Tangentialgeschwindigkeiten der 
Berubrungspunkte gleich sind. Wenn jedoch die gleitende Bewegung 
vor dem Moment der starksten Compression nicht verschwindet, so 
tritt die voUe Grosse der Reibung in der dem relativen Gleiten ent- 
gegengesetzten Richtung in Wirkung und es ist F=tiR. Im AU- 
gemeinen lassen sich die beiden Falle auf folgende Art unterscheiden. 
In dem ersten Fall miissen die Werthe von F und R, welche man 
durch Auflosung der Bewegungsgleichungen findet, derart sein^ dass 
F<pR ist. In dem zweiten muss die relative Endgeschwindigkeit 
der Beriihrungspunkte bei A dieselbe Richtung nash wie ^vor dem 
Zusammenstoss haben. Diese Bedingungen sind jedoch nicht aus- 
reichend, denn es ist moglich, dass in verwickelteren Fallen das 
Gleiten seine Richtung wahrend des Zusammenstosses andert oder zu 
andern sucht. Siehe 187. 

184. Sind die Korper, welche aufeinanderstossen, elastisch, so 
kann sowohl eine normale Reaction als eine Reibung ^ wakrend der 
Restitutionsperiode auftreten. Manchmal muss man dieses Stadium 
der Bewegung als ein Problem fur sieh ansehen. Die Bewegungen 
der Korper im Moment der starksten Compression, wie man sie ge- 
funden hat, dienen als Anfangsbedingungen fiir einen neuen Bewegungs- 
zustand unter der Wirkung anderer Stosskraffce; die wShrend der 
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Restitution zur Wirkung kommende Reibung muss denselben Gesetzen 
folgen, wie die wahrend der Compression. Grenau wie vorher bieten 
sicL. zwei Fulle dar; entweder findet Grleiten statt wahrend der ganzen 
Restitutionsperiode oder nur wahrend eines Theils derselben. Sie 
werden in der schon erklarten Weise behandelt. 

185. Ein sehr wichtiger Unterschied existirt zwisclien den Be- 
dingungen der Compression und der Restitution. Wahrend der Com- 
pression ist die Nonnalreaction unbekannt. Die Bewegung des Korpers 
grade vor der Compression ist gegeben und es besteht eine geometrische 
Grleickung, welche ausdriickt, class die relative Normalgeschwindigkeit 
der Beruhrungspunkte am Ende der Compressionsperiode Null ist. 
Aus dieser geometrischen Grleichung wird dann die Compressionskraft 
abgeleitet. Man findet zwar auf diese Art die Bewegimg des Korpers 
grade vor der Restitution, aber nicht die Bewegung grade nach ihr, 
die doch zu bestimnien ist. Fur sie ist keine geometrische Grleichung 
vorhanden. Jedoch steht die Restitutionskraft in einem bestimmten 
VerMltniss zur Compressionskraft und ist somit bekannt. 

186. Historisclie TJebersiclit. 1 ) Das Problem des Zusamm ens tosses zweier 
(flatter unelasfoscJier Kdrper wird von Poisson in seinem Traite de Mecanique, 
Seconds edition, 1833 behandelt. Unter der Yoranssetzung, dass die Bewegung 
eines jeden der beiden K5rper grade vor dem Zusammenstoss gegeben sei, stellt 
er for jeden sechs Bewegungsgleichungen zur Bestimmung der Bewegung grade 
nach dem Stoss auf Sie enthalten 13 unbekannte GrSssen, namlich die Compo- 
nenten der Geschwindigkeiten der Schwerpunkte der KSrper langs dreier recht- 
winkliger Axen, die Componenten der Winkelgeschwindigkeiten der Korper um 
dicselben Axen und schliesslich die gegenseitige Reaction der beiden Korper. Die 
Grlcichungen reichen mithin zur Bestimmung der Bewegung nicht aus. Eine drei- 
zehnte Gleichung erhalt man dann aus dem Satz, dass der Stoss mit dem Moment 
der starksten Compression beendigt ist, d. h. in dem Augenblick, in welchem die 
uormalen Geschwindigkeiten cler Beruhrungspunkte der beiden Kdrper, die sich 
treifen, gleich sind. 

In dem Fall, in welchem die Korper elastisch sind, theilt Poisson den Stoss 
m zwei Perioden Die erste beginnt mit der ersten Benihrung der ESrper und 
endigt im Moment der starksten Compression; die zweite beginnt in diesem 
Augenblick und endigt, wenn die KSrper sich trennen. Die Bewegung am Ende 
der ersten Periode findet man genau so, wie bei der Annahme, sie seien un- 
elastisch. Die Bewegung am Ende der zweiten Periode ergibt sich aus dem Satz, 
dass die ganze dem einen Korper von dem andern wahrend der zweiten Periode 
mitgetheilte Bewegungsgrosse in constantem Yerhaltniss zu der wahrend der 
ersten Periode des Stosses mitgetheilten steht. Das Verhaltniss hangt von der 
Elasticitat der beiden K6rper ab und kann nur durch Yersuche ermittelt werden, 
die man mit einfachen Stossen an Korpern'aus demselben Material anstellt. 

Sind die KSrper rauli und gleiten wahrend des Zusammenstosses aufeinander, 
so findet gleichzeitig, wie Poisson bemerkt, ein Reibungsstoss statt. Dies ergibt sich 
aus dem Satz ( 181), dass die Reibungsgr<5sse in jedem Augenblick ein constantes 
Verhaltniss zum Normaldruck haben und dass ihre Richtung der relativen Be- 



1) Siehe auch Poinsot in Liouv. J. (2) n, 283 und IV, 161, 421. Chelini 
in Bologna Mem. Serie 3, VI, 409, Vm, 273. 
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wegung der Beruhrungspunkte entgegengesetzt sein muss. Er macht davon An- 
wendung auf eine Kugel, die entweder unelastisch oder vollkommcn elastisch i&t, 
auf eine rauhe Ebene stdsst und sich vor dem Zusammenstoss um eine horizontale 
zur Bewegungsrichtung ihres Schwerpunkts senkreclite Axe drehte. Er zeigt, 
dass man verschiedene Falle unterscheiden musse, (1) wenn das Gleiten wiihrencl 
des ganzen Stosses dieselbe Bichtung behalt und nicht verschwindet, (2) wenn 
es wiihrend des Stosses verschwindet und Null bleibt, (3) wenn das Gleiten ver- 
schwindet und das Vorzeichen wechselt Der dritte Fall enthalt jedoch eine un- 
bekannte Grosse und seine Formeln reichen daher zur Bestimmung der Bewegung 
nicht aus. Poisson weist daiauf hin, dass das Problem sehr complicirt wird, 
wenn die Kugel eine Anfangsrotation um eine Axe hat, die auf der verticalen 
Ebene nicht senkrecht steht, in welcher sich ihr Schwerpunkt bewegt Er ver- 
sucht nicht das Problem zu losen, sondern geht zu einer ausfahrlichen Besprcchung 
des Zusammenstosses glatter Ko'rper iiber 

Coriolis untersucht in seinem Jeu de Billard (1835) den Zusammenstoss 
zweier rauJien Kugeln, die wahrend der ganzen Zeit des Stosses aufeinander 
gleiten. Er zeigt, dass beim Zusammentreffen zweier rauhen Kugeln die Eiehtung 
des Gleitens wahrend des ganzen Stosses dieselbe bleibt. 

Ed. Phillips untersucht im 14. Band von Liouville's Journal, 1849, das 
Problem des Zusammenstosses zweier rauher unelastischer K6rper von beliebiger 
Gestalt, wenn die Reibungsrichtung wahrend des ganzen Stosses nicht nothwendig 
dieselbe zu bleiben braucht, unter der Annahme, dass das Gleiten wahrend des 
Stosses niclit verschwindet. Er theilt die Periods des Stosses in Elementartheile 
und wendet Poisson's Regel fiir die Gro'sse und Kichtung der Beibung auf jede 
Elementarpenode an Er gibt an, wie man die AuflSsung der Gleichungen 
durchfiihren kann und bespricht speciell den Fall, in welchem die Hauptaxen 
der beiden Ko'rper fur den Beruhmngspunkt einander parallel sind und uberdies 
der Schwerpunkt eines jeden Korpers auf der gemeinschaffclichen Normalen im 
Beriihrungspunkt liegt. Er kommt dabei zu zwei Resultaten, die wir in dem Kapitel 
iiber Bewegungsgrdsse bringen werden. 

Phillips geht nicht auf eine detailliite Untersuchung des Zusammenstosses 
elastischer Kbrper em, wenn er auch bemerkt, die Periode des Stosses miisse in 
zwei Theile zerlegt werden, die gesondert zu betrachten seien. Er meint jedoch, 
sie bSten keine weiteren Eigenthilmlichkeiten dar, wenn man dieselben Yoraus- 
setzungen mache. 

Den Fall, in welchem das Gleiten verschwindet und die Keibung unstetig 
wird, scheint er nicht untersucht zu haben. 

In diesem Kapitel werden wir die Theorie der Stosskrafte nur so weit ver- 
folgen, als die ebene Bewegung in Betracht kommt. In dem Kapitel VI uber Be- 
wegwngsgrosse wird die Theorie wieder aufgenommen und auf K6rper von beliebiger 
Gestalt in dem Eaum von drei Dimensionen ausgedehnt werden. 

187. Das Problem des Stosses im Allgemeiaen. Zwei Korper 
von Miebiger Gestalt stossen auf eine gegebene Art wid&reinander. Man 
soil die Bewegung grade nach dem Stoss finden. Die Korper sind glatt 
oder rauhj elastiscli oder nickt. 

G-j Gr r seien die Schwerpunkte der beiden Korper, A der Be- 
rialrungspujJkt. U, V seien die Componenten der Geschwindigkeit von 
G grade yor dem Stoss parallel zur Tangente bez. Normalen in A] 
u, v die Componenten der Geschwindigkeit zur Zeit t nach dem Be- 
ginn des Stosses, aber ehe er zu Ende ist, so dass also t unbegrenzt 
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klein ist. ^ sei die Winkelgeschwindigkeit des Korpers mit dem Schwer- 
punkt G- grade vor dem Stoss, co die Winkelgeschwindigkeit nach dem 

Intervall t. Sie werden positiv genommen, 
^^ ^ wenn sie rotiren wie die Zeiger einer Uhr. 
H sei die Masse des Korpers, It sein Trag- 
heitsradius um G. GN sei ein Loth von 
G auf die Tangente in A und AN = x, 
NG = y. Dieselben Buchstaben mit einem 
Strich bezeichnen die entsprechenden Grossen 
fiir den andern Korper. 




188. Die Korper seien 
r(mli und undastisch, so dass beim Ende 
des Stosses die relative Geschwindigkeit des 
Grleitens sowohl als die relative Greschwindig- 
keit der Compression Null sind (siehe 156). 
Nimmt man alsdann an, t sei der ganzen 
Dauer des Stosses gleich 7 so beziehen sick 
die Buchstaben u, v, 03, u r , v' y & auf die 
Bewegung gleich nach. dem Stoss. Wir erhalten dann nach 137 

u yco u y&' = 0] 



(tiT IT) 01 

(t/_ r) = oj 



+ f / / f\ ( 

XG3 V X C3 = OJ 

Die Componenten parallel zur Tangente und Normalen im Beriihrungs- 
punkte ergeben nach 169 

IU-ID+ 

(*-F) + 

und nimmt man die Momente fiir ]eden Korper um den Beruhrungspunkt 
(w fl) -f- M (tt U)y M(v T)x =0) 
- M'(u' U}y M'(v Y}x ' = OJ 

Diese sechs Gleichungen reichen zur Bestimmung der Bewegung 
gleich nach dem Stoss aus. 

189. Sind die Korper voUkommen glatt wnd unelastisch, so hat 
die erste dieser sechs Gleichungen keine Giiltigkeit und statt der 
dritten erhalt man aus den Componenten parallel zur Tangente fur 
jeden einzelnen Korper 



190. Sind die K5rper glatt wnd elastisch, so ist die Normal- 
reaction in die Gleichungen einzufGhxen. Wir schreiben die Gleichungen 
(1) und (2), wie weiter unten in 192, mit der einzigen Aenderung 
nieder, dass F = gesetzt wird. Grleichung (4) gibt danu die Ge- 
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schwindigkeit C der Compression in irgend einem Augenblick des 
Stosses. Setzt man (7=0, so erhalt man wie in Gleichung (6) den 
Werth von R bis zu dem Augenblick der starksten Compression, d. h. 

ry 

R = -7 ? und durch Multiplication mit 1 -f- e nach 179 den vollen 

Werth von It fur den ganzen Stoss. Substituirt man dann diesen 
Werth in die Gleichungen (1) und (2) ; so ergibt sich u, v, co, u, v y G>', 

191. Beisp Zwei glatte vollkommen elastische Kdrper stossen gegen- 
einander JD, D' aeien die Componenten der Greschwindigkeit des Beiuhmngs- 
punkts eines jeden grade vor dcm Zusammenstoss mit dem andein in der Richtung 
der Normalen Man beweise, dass die vom Korper M verlorene lebendige Kraft 

C i & 2 -f- # 3 7l' 2 I yf 2\ 

4 -^ ( D' JL, Z -- D jupvi ) i g tj wobei die Bezeidmung dieselbe, wie in dem 

nachsten Satz ist 

Eine andre Art, die Aendemng der lebendigen Kjaft zu finden, wird in 
Kapitel VII gegeben. 

192. Sind nun ferner die Korper unvollkommen rauh mid elastisch, 
so ist die Grosse der Reibung, die zur Wirkung gebracht werden 
kann, wie in 158 erklart wnrde, begrenzt. Die in 188 erhaltenen 
Eesultate sind auf den Fall nicht anwendbar, in welchem die Grenz- 
grosse der Reibung nicht ausreicht, das relative Gleiten auf Null zu 
reduciren. TJm dariiber eine Entscheidung treffen zu konnen, muss 
man den Reibungs- und Normalstoss in die Grleichungen einfuhren. 

H sei die ganze dem Korper M. in der Zeit t nach Beginn des 
Stosses durch den Normaldruck und F die durch den Reibungsdruck 
mitgetheilte Bewegungsgrosse. Wir nehmen an^ sie griffen an dem 
Korper, dessen Masse M ist ; in den Richtungen NGr bez. NA an. 
Man muss dann voraussetzen, dass sie auf den Korper von der Masse 
M' in umgekehrter Richtung wirken. 

Da B die ganze dem Korper M in der Richtung der Normalen 
mitgetheilte Bewegungsgrosse darstellt, so ist die in der Zeit dt 
mitgetheilte Bewegungsgrosse dH. Da die Korper nur gegeneinander 
stossen konnen ; so muss dR positiv sein und die Korper miissen sich 
nach 136, wenn dR verschwindet, voneinander trennen. Man kann 
daher die Grosse von R zum Maass des Fortschritts des Stosses nehmen. 
Sie ist im Anfang Null, vermehrt sich nach und nach und wird bei 
der Beendigung des Zusammenstosses ein Maximum. Es ist ? wie man 
finden wird ; vortheilhafter, R anstatt t zur unabhangigen Variablen zu 
wahlen. 

Die dynamischen Gleichungen sind nach 168 



(1), 
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M'(u' U) = F 

M'(v' V') = R ..... (2). 

M'k'\<o' SI") = Fy' Ex' 

Die relative Geschwindigkeit des Gleitens der Beriihrungspunkte 
ist nacli 137 

S = u yea u' y co ...... (3) 

mid die relative Druckgeschwindigkeit nach demselben Paragraphen 

C = v' -}- x' m v xm ...... (4). 

Substituirt man in diese Gleictungen aus den dynamiaclierL Grlei- 
chungen. so ergibt sich 

S=S aFlE ...... (5), 

C=C lF a'R ...... (6), 

worm 

S =U-ya U' y'& ...... (7), 

C =F + '' F x& ..... (8), 



......... (ID 

sind. 

Man kann die fiinf letzten Grossen die Constanten des Stosses 
nennen. Die beiden ersten ^ , C Q stellen die Anfangsgeschwindig- 
keiten des Gleitena und der Compression dar. Wir sehen sie als 
posifciv an, so dass also der Korper M fiber den Korper M r beim 
Beginn der Compression gleitet. Die drei andern Constanten a, a', 1) 
sind von der Anfangsbewegung der aufeinander treffenden Korper 
unabhangig. Die Constanten a und ci sind ihrem Wesen nach positiv, 
wiihrend & jedes der beiden Vorzeichen haben kann. Es wird von 
Vortheil sein, wenn man beachtet ; dass aa' > & 2 ist. 

193, Der darstellende Punkt Bs kommt oft vor ; dass b = 
wird ? in welchem Pall die Discussion der Gleicliungen sich sehr ver- 
einfacht. Aber auch in diesem einfachen, ganz gewiss jedoch im 
ullgemeinen Fall, ist es leichter den Aenderungen der Kraft e zu folgen, 
wenn man die graphiscte Methode anwendet. 

Es handelt sich urn das Folgende. Wahrend R von Null an rnittelst 
gleicher fortgesetzter Zuwachse dB zu seinem schliesslichen Maximal- 
werth vorschreitet ; riickt aueh.F von Null an durch fortgesetzte Zuwachse 
dF vor, welche jedoch nicht immer dasselbe Vorzeichen zu haben 
brauchen und die durch ein veranderliches Gesetz beherrscht werden, 
da entweder dF = + iidS isfc oder dF grade ausreicht, relative Be- 
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wegung, wie in 158 erkliirt wurde, am Beriihrungspunkt zu ver- 
hiiten. Wir bedurfen daher einer Regel, um den Werth von F zu 
entdecken. 

Um die thatsachlichen Aenderungen, welche in dem Reibungsstoss 
beim Fortschreiten des Stosses vor sich gehen, bestimmen zu konnen, 
wollen wir zwei Langen AH, AF auf der Normalen und Tangente in 
A in den Richtungen NO- bez. AN auftragen, welche die Grosse von 
R und F in irgend einem Moment des Stosses darstellen. Sehen wir 
dann Alt und AF als Coordinaten eines Punktes P an, auf AR, 
AF als Axen der R und F bezogen, so geben die Aenderungen in 
der Lage von P dem Auge die Aenderungen an, welche in den Kraft en 
beim Fortschreiten des Stosses vor sich gehen. Beim Beginn des 
Stosses sind die Krafte E und F Null, der darstellende Punkt P liegt 
daher im Coordinatenanfang A. Beim Fortschreiten des Stosses wachst 
nun die Kraft R und daher auch die Abscisse AR von P bestiindig, 
das heisst, die Componente der Bewegung des darstellenden Punktes 
parallel zur JfJ-Axe liegt stets in der positiven Richtung der jR-Axe. 
Die Ordinate F von P wird in der entgegengesetzten Riehtung ge- 
messen, in welcher die Reibung auf den Korper M einwirkt; die 
Componente der Bewegung des darstellenden Punktes parallel zur F- 
Axe zeigt folglich dem Auge die Richtung an, in welcher der Korper 
M gleitet. Dies kann wahrend des Stosses manchmal die eine, manch- 
mal die andere sein. 

Es wird gut sein, die beiden geometrischen Orte aufzutragen, die 
durch S=0, = bestimmt werden. Aus (5) und (6) ist ersichtlich, 
dass beide grade Linien sind. Wir wollen sie die Geraden Jceines Gleitens 
und der stdrksten Compression nennen. Um sie aufeeichnen zu konnen, 
miissen wir ihre Durchschnittspunkte mit den Axen der F und R 
finden. Macht man 



so sind SS', CC' die beiden Seraden. Da a und d nothwendiger 
Weise positiv sind und 6 ein beliebiges Vorzeichen hat, so sind die 
Streeken, die sie auf der F- bez. jR-Axe abschneiden, positiv, wahrend 
die auf der R- bez. .F-Axe gelegenen dasselbe Vorzeichen haben. Weil 
aa' > 6 2 ist, so ist der spitze Winkel, den die Gerade keines Gleitens mit 
der .F-Axe macht, grosser, als der, den die Grade starkster Compression 
mit derselben Axe macht, das heisst, die erste Linie steht steiler 
gegen die .F-Axe als die letzte. Daraus folgt, dass die beiden Geraden 
sich nicht in dem von den Verlangerungen von R A und von FA be- 
grenzten Quadranten schneiden konnen, 

194 Beim Beginn des Zusammenstosses gleiten die Korper 
ubereinander; daher wird nach 158 die gauze Grenzgrosse der Reibung 
zur Wirkung gebracht. Der Punkt P bewegt sich daher auf der 




174 Kapitel IV. Ebene Bewegung. 

Geraden AL, die durch die Gleichung F=pR definirt ist, unter 
ft den Reibungscoefficienten verstanden. Die Reibung fahrt fort, ihren 
Grenzwerth zu behalten, bis P die Gerade SS' erreicht. Die Abscisse 

o 

des Durchschnittspunktes ist R = * - Sie gibt den ganzen normal 

gerichteten Schlag an vom Beginn des Stosses bis zu der Zeit, zu 

welcher die Reibung von 
gleitender zu walzender 
iibergehen kann. Ist R 
negativ, so schneiden sich 
die Geraden AL und SS' 
auf der positiven Seite der 
JF-Axe iiberhaupt nicht. 
Alsdann behalt die Rei- 
bung ihren Grenzwertli 
wahrend des ganzen 
Stosses. Ist dagegen R Q 

_ positiv, so en-eiclit der 

C darstellende Punkt P die 

Gerade S8 r und nacli 
dieser Zeit tritt nur soviel Reibung in Wirkung, als liinreicht, um 
Gleiten zu verhuten, vorausgesetzt, dass diese Grosse kleiner als der 
Grenzwertli der Reibung ist. Ist der spitze Winkel, den 88 r mit der 
B-Axe bildet, kleiner als arc tan ^, so ist die Reibung dF, die noth- 
wendig ist, um Gleiten zu verliindem, kleiner als der Grenzwertli der 
Reibung pdR. P wandert daher weiter auf SS' in soleher Richtung, 
dass die Abscisse R fortfahrt, in positivem Sinn zu wachsen und dabei 
erreicht die Reibung, so lange der Stoss dauert, ikren Grenzwertli 
nicht wieder. 

Ist dagegen der spitze Winkel, den SS' mit der B-Axe macht, 
grosser als arc tan p, so ist das Verhaltniss von dF zu dR numerisch 
grosser als ^ und es ist mehr Reibung notMg um Gleiten zu verlruten, 
als zur Wirkung gebracht werden kann. Die Reibung fakrt daher 
fort iliren Grenzwertli zu behalten und der Punkt P bewegt sich, 
nachdem er SS' erreicht hat ; auf einer Geraden, die denselben Winkel 
mit der fi-Axe wie AL maeht. Diese Gerade muss auf der entgegen- 
gesetzten Seite von SS' liegen, weil der spitze Winkel zwischen SS r 
und AR grosser als der Winkel LAR ist. Da ferner der Punkt P 
die Linie SS' gekreuzt hat, so andert sich die Richtung des relativen 
Gleitens und mithin auch die Richtung der Reibung. Offenbar behalt 
dann die Reibung wahrend des ganzen Stosses ihren Grenzwerth. 

Era Beispiel zu jedem der drei Falle geben wir in den drei Dia- 
grammen auf S. 175. Die Figuren unterscheiden sich durch die Lage der 
Geraden keines Gleitens. In alien drei Figuren bewegt sieh der dar- 
stellende Punkt von A aus auf der Geraden AL, die mit, AR den 
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Winkel L AE einschliesst, dessert Tangente p ist. Li Fig. (1) ist der 
Winkel zwischen der Geraden keines Gleitens d. h. 88' und AE so 
gross ; dass AL und SS' sich in dem positiven Quadranten nicht 
schneiden. Die Reibung behalt daher wahrend des ganzen Stosses 
ihren Grenzwerth. In den beiden andern Figuren schneiden sich AL 



R 









und SS' in einem Punkt Q. In Fig. (2) ist der Winkel SS' A kleiner 
als der Winkel L AR, der darstellende Punkt wandert daher, nachdem 
er Q erreicht hat, auf QS' weiter. In Fig. (3) ist der Winkel SS'A 
grosser als LAB, der darstellende Punkt bewegt sich also, nachdem 
er in Q angekommen, auf der Geraden QS auf der andern Seite von 
SS' derart weiter, dass der Winkel QS A dem Winkel QAE gleich ist. 

Trifffc P auf die Gerade CC' 9 so hort die Compression auf und die 
Restitution beginnt. Der Durchgang ist aber durch weiter keine Eigen- 
thumlichkeit als diese ausgezeichnet. Ist E^ die Abscisse des Kreuzungs- 
punkts von P mit CC' 9 so endigt der ganze Stoss, wie man aus 
Grunden, die auf Versuchen beruhen, annimmt, wenn JS^, die Abscisse 
von P ; gleich 1^(1 -\-e) wird ; unter e das Maass der Elasticitat der 
beiden Korper verstanden. 

Offenbar gibt es sehr viele verschiedene Falle, je nach der relativen 
Lage der drei Geraden AL, SS f und CO '; immer aber lasst sich das 
Fortschreiten des Stosses auf die eben erklarte Art verfolgen, die man 
kurz auf folgende Weise zusammenfassen kann. Der darstellende Punkt 
P wandert auf AL, "bis er SS r trifft. Dann sclireitet er entweder auf 
SS' weiter oder auf einer Gerad&i, die mit der R-Axe d&iseTben WinM 
wie AL macht, aber auf der entgegengesetgten Seite von SS' liegt. Die 
Gerade, auf welclier er weitergeht, ist diejenige von 'beiden, die am sttilsten 
auf der F-Axe steht. Er wandert auf dieser Linie in solcher RicJitung 
weiter, dass die Absdsse B sicli vergrossert und Neibt auf der Geraden 
bis mm Ende des Stosses. Den votten WertJi von E fur den gan&en 
Stoss findet man durch Multiplication der Abscisse des PunUes, in 
weldwm P die Gerade CC r kreuzt, mit 1 + e. Der voile Werth von F 
ist die enteprechende Ordinate von P. Setzt man sie in die dynamischen 
Grlekhungen (1) md (2) em, so lasst sich die Bewegwig grade nock der 
Collision leicht ermitteln. 
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j s t $ o Q ; go wird S = aF bR. In diesem Fall geht die 
Gerade keines Gleitens durch den Coordinatenanfang A. Ist der spitze 
Winkel, den diese Gerade mit der JR-Axe maeht, kleiner als arc tan ^, 

d. h. ist numerisch kleiner als JA, so bewegt sich der darstellende 

Punkt auf ihr in solcher Richtung, dass seine Abscisse E bestandig 
WJichst. Die Reibung bleibt daher wahrend des ganzen Stosses kleiner 
ala ihr Grenzwerth. 

Ist dagegen der spitze Winkel, den die Linie keines Gleitens mit 

der B-Axe maeht, grosser als arc tan ft, d. h. ist numerisch grosser 

als ft, so bewegt sich der darstellende Punkt auf der Geraden AL, 
welche mit der jR : Axe den spitzen Winkel LAE = arc tan ^ bildet. 
Die Gerade liegt auf der positiven oder negativen Seite von AR, je 
nachdem S positiv oder negativ ist. Da der numerische Werth von I 
grosser als ap und F = + pR ist, so Itangt das Yorzeichen von S 
von dem Yorzeichen von bR ab und hat daher S das entgegen- 
gesetzte Zeichen von &. Daraus folgt, dass die Gerade AL innerhatb 
des spitz&n Wirilcels liegt, den die Linie keines Glei^s mit AE maclit. 





S 



F 



So liegt AL in Fig. (1) auf der positiven, in Fig. (2) auf der nega- 
tiven Seite von AE. Da AL die Linie keines Gleitens nicht noch ein- 
mal treffen kann ? so behalt die Reibung ihren Grenzwerth wahrend 
des ganze Stosses. 

Der darstellende Punkt verfolgt seinen Weg entweder auf SS r 
oder auf AL, je nachdem der Fall liegt, bis zu dem Ende des Stosses. 
Der voile Werth von E fur den ganzen Stoss ergibt sich durch Multi- 
plication der Abscisse des Punktes, in welchem P die Grade GC f 
kreuzt, mit 1 + e. Der voile Werth von F ist die entsprechende 
Ordinate von P, Setzt man sie in die dynamischen Gleichungen, so 
findet man die Bewegung grade nach dem Stoss. 

195. Sind die Korper glatt, so fallt die Gerade AL mit der 
Ji-Axe zusammen. Der darstellende Punkt P bewegt sieh auf der 
JB-Aze und den vollen Werth von E fur den ganzen Stoss erhalt man 
durch Multiplication der Abscisse von C mit 1 + e. 

Sind die Korper vollkommen rauh ( 156), so fallt AL mit der 
jF-Axe zusammen. Der darstellende Punkt P bewegt sich auf der 
.F-Axe, bis er an dem Punkt 8 anlangt. Er wandert dann auf der Linie 
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keines Gleitens welter, bis er die Linie CC f der grossten Compression 
erreicht. Sind die Korper unelastisch, so sind die Coordinaten E if F t 
dieses Durchsckoittspunkts die gesuchten Werthe von E und F; sind 
sie aber unvoIIko-m.Tn.en elastisch, so setzt der darstellende Punkt seinen 
Weg auf der Linie keines Grleitens fort. Der voile Werth von E fiir 
den ganzen Stoss ist dann J? 2 = ^(1 + e) und den vollen Werth 
von F erhalt man durch Substitution dieses Werthes von E in die 
GHeichung der Linie keines Gleitens. 

196. Die Reibung braucht wahrend des Zusammenstosses nicht 
immer dieselbe Richtung zu haben. Sie muss allerdings dasselbe Vor- 
zeichen behalten, so lange P sich auf AL bewegt; hat P aber SS f er- 
reieht, so andert sich die Bewegungsrichtung und die in der Zeit di 
zur Wirkung kommende Reibung dF kann dasselbe oder das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen, wie vorher, haben. Offenbar aber kann sie 
ihr Zeichen nur einmal wahrend des Stosses wechseln. Ist 6 = ; so 
steht die Gerade SS' senkrecht auf der J'-Axe und alsdann kann sich 
offenbar ihr Vorzeichen nicht andem. 

Es ist moglich ; dass die Reibung ihren Grenzwerth wahrend des 
Stosses behalt, so dass also die Korper fortwahrend aufeinander gleiten. 
Dazu ist nothwendig, dass entweder die Grade SS r weniger steil zur 
.F-Axe gerichtet ist als AL, oder dass der Punkt P die Grade SS' 
iiberhaupt nicht erreicht ; weil seine Abscisse schon fniher grosser als R% 
geworden ist. In dem ersten Pall muss 6 grosser als pa sein; die 
Abscissen der Durchschnittspunkte von AL mit SS' und 0(7 sind 

8 C 

E Q = * ^ bez. EI = & * * - In dem zweiten Pall muss E positiv 

und EQ entweder negativ oder positiv und zugleich grosser als 
0) sein, 



197. Beisp. 1. Der Abprall eines Balls, Em kugelf&rmiger Ball beioegt 
sich dime Rotation auf einer glatten Twizontalen Ebene und trifft mit der Ge- 
schwindigkeit V gegen eine rauhe verticals Wand, deren Eeibungscoeffident p ist. 
Die Bichtiwg der Bewegiwg des 
ScTwo&rpwriktes vor dem AnpraU 
macht mit der zw Wand Serik- 
rechten denWwkelu; man bestimme 
die Bewegung grade nach dem Zu- 




Dies ist das allgemeine Be- 
wegungsproblem for alle kugel- 
fdnnigen dhne Anfangsrotation 
gegen eine rauhe elastisclie Ebene 
geschleuderten Balle. Es findet 
Anwendung sowohl auf den gegen 
die Bande gestossenen Billardball 
als auf den Cricketball, der vom 
Boden abspringt. Hat der Ball eine Anfangsrotation, so bedarf man im All- 
gemeinen des Raumes von drei Dimensionen dieaer Fall wird spater erCrtert werden. 

Kouth, Dynamik. I, 12 
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In der Figur S. 177 stellt die Ebene des Papiers eine horizontale durch den 
Mittelpunkt der Kugel gelegte Ebene yor. Die verticale Ebene, gegen welche der 
Ball anstOsst, schneidet die Ebene des Papiers in AS. 

w f v seien die Componenten der Geschwindigkeit des Centrums zur Zeit t 
nach dem Beginn des Zusammenstosses langs der Wand und senkrecht zu ihr. 
to sei die Winkelgeschwincligkeit in demselben Moment; It und F die Normal- 
und Reibungsstosse vom Beginn des Zusammenstosses bis zur Zeit 2; M die Masse 
und r der Radius der Kugel 

Man erhSlt dann 

F 



M(v+ 7cos) = 



Die Geschwindigkeit des Gleitens des Beriihrungspunktes ist 

_, - . y + fr F 

8=u no = V sin a -- =~ -=-= 
k s M 

und die Geschwindigkeit der Compression des Beriihrungspunktes 

Tj 
C = 27 = VCQSCi j-jj. 

k* 

Man trage in der Figur eine Lange AS, die MV sin a und eine 

-- 



anire AC, die JfFcosa dai'stellt, auf der JF 7 - bez. der .R-Aie auf. 5f5 und CB 
parallel zu den Richtungen von E und P sind dann die Linien tieines Crleitens und 

k* 2 

der stdrksten Compression Man sieht auoh, dass tg BAC^^-j-r--^iga^=igci 

ist. Im Anfang des Stosses gleitet die Kugel auf der Wand; der darstettende 
Pmkt P, dessen Coordinaten H und F sind, beginnt daher die Gerade F= pR 
zu beschreiben. 

Ist p,>-tg o:, so schneidet diese Gerade die Linie keines Gleitens SB in 



einem Punkt i, bevor sie die Linie der gr(5ssten Compression trifffc. Der dar- 
stellende Punkt beschreibt daher die gebrochene Linie ALB Im Moment der 
grSssten Compression sind F und JR die Coordinaten yon B. 
Daher ist 



Sie sind unabhangig yon ^, weil, wie man aus der Figur sieht, mehr als 
genug Reibung zur Wirkung gebracht -werden kann, um die gleitende Bewegung 
zu zerstoren. 

Ist p <y tg a t so schneidet die Gerade F=*pR die Linie der grossten Com- 

pression CB in einem Punkt J2", beyor sie die Linie keines Gleitens trifft. Die 
BeiTbung reicht daher nicht aus, das Gleiten zu zerstoren. In dem Moment der 
grfissten Compression sind die Coordinaten yon H 

F /* Jf Fcos a , E= M Fcos a . 

Wenn die Kugel unelastisch ist, so hat man diese Werthe von F und R 
nur in die Bewegungsgleichungen einzusetzen, um die Werthe yon w, v, & grade 
nach dem Zusammenstoss zu finden. 

Ist die Kugel unyollkommen elastisch und hat den Elasticitatscoefficienten e f 
so setzt der darstellende Punkt P seinen Weg fort, bis seine Abscisse JB den Werth 
erreicht hat 
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Stellt AC' diesen Werth von E vor uncl zieht man C'B' parallel zu CB, so 

wird, wie zuvor, tg B'AC' = - g . a 

7 1 + e 

1st p > -|- j-qr~ so beschreibt der darstellende Punkt eine gebrochene 

Linie wie ALB' und schneidet GB', bevor er B'C' trifft. In diesem Fall sind 
.Fund B die Coordinaten von B\ 

F= yifFsina, 22 = .ZfeT Fcos a (1 + ) . 

1st [i < Y _ , so beschreibt der darstellende Punkt eine nicht gebrochene 

Linie, etwa A HE, und schneidet JB'C', ehe er SB' trifffc In diesem Fall sind F 
und JS die Coordinaten von K 



Wenn $ den Winkel bedeutet, den die Bewegungsrichtung des Centrums des 
mit der 
erh'alt daher 



Balls mit der Normalen zur Wand nach dem Stoss macht, so ist tg^ = . Man 



Oder 



> 

je nachdem ^ grdsser oder kleiner als y ^ ist. 

Beisp. 2. Ein unvollkommen elastischer Cricketball wird so geworfen, dass 
er mit der Winkelgeschwindigkeit & um eine horizontale Axe rotirt, die auf der 
Ebene der von seinem Centrum beschriebenen Parabel senkrecht steht. Grade, 
ehe er den Boden trifft, hat sein Centrum die Geschwindigkeit F und macht die 
Kichtung seiner Bewegung mit der Normalen den Winkel a, Man zeige, dass 
der Abprallwinkel entweder diuch 

oder ^tga ^(1 + e) 
gegeben ist, je nachdem ft gro'sser oder kleiner als 

1 ft r 1 1 
ist iL 8 " FcosJl+e 

Beisp. 3 Eine Kugel vom Radius a rollt auf dem Boden mit der Ge- 
schwindigkeit U und st5sst normal gegen eine verticale Wand, deren Reibungs- 

und Elasticitatscoefficienten p und e sind. Ist p(l + e)> y, so endigt das 
Gleiten vor dem Ende der Stossperiode und die Kugel prallt daher mit der 
horizontalen Geschwindigkeit Ue und der verticalen U ab, wie man findet, 

wenn man die Momente um den Beruhrungspunkt nimmt Das Centrum der Eugel 
beschreibt darauf eine Parabel und die Kugel trifffc spater den Boden. Ist der 

Boden unelastisch und sein Reibungscoefficient /*' < e + y , so hort das Gleiten 
nicht vor dem Ende des Stosses auf. Am Ende des Stosses hat das Centrum der 

Kugel die Geschwindigkeit ule y {*') und dieWinkelgeschwindigkeit(2 6^')-^- 
Die Reibung fahrt fort, als endliche Kraft zu wirken, so dass die Kugel schliess- 
lich auf dem Boden mit der gleichfbnnigen Geschwindigkeit y #"(e ^) rollt 

Beisp. 4 Eine dunne gleichfSrmige Schale von der Gestalt einer Halbkugel 
und dem Radius o, deren Basis vertical steht, rotirt mit der Winkelgeschwindig- 
keit & um eine horizontale, durch ihren Schwerpunkt gehende und der Basis 
parallele Axe Sie wird mit einem Punkt Hirer Basis in Beruhrung mit einer 
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festen, rauhen, horizontalen Ebene gebracht Der Elasticitatscoefficient 1st e; der 
Reibungscoefficient grosser als 2. Man beweise, dass der Beruhrungspunkt der 
Schale mit der Ebene sich nach dem Zusammenstoss in yerticaler Bichtung mit 

der Geschwindigkeit ~ aeQ zu bewegen beginnt. 

198 Beisp. 1 Man zeige, dass der darstellende Punkt P, wenn er sich 
so, wie es oben besckrieben wurde, bewegt, die Linie der starksten Compression 
kreuzen und dass die Abscisse E des Kreuzungspunktes positiv sein muss. 

Beisp 2. Man zeige, dass der Kegelscknitt, dessen Gleichung, auf die R- und 
I? 7 - Axe bezogen, a.F 3 + 2&.F.R + a'JR z = ist, unter s eine Constante verstanden 
eine Ellipse ist und dass die Geraden keinee Gleitens und starkster Compression 
den zu der F- bez JS-Axe conjugirten Durchmessern parallel sind. Man zeige 
auck 7 dass der Dui-chschnittspunkt der Geraden keines Gleitens und starkster 
Compression in dem yon den conjugirten Durchmessern gebildeten Winkel liegt, 
welcner den ereten Quadranten enthalt oder in diesem Quadranten enthalten ist. 

Beisp. 3. Zwei ESrper, von denen jeder um einen festen Punkt rotirt, stossen 
widereinander; man suche die Bewegung grade nach dem Stoss. 

6r, G-' in der Fig. auf S. 170 seien die festliegenden Punkte. Nimmt man die 
Momente um die festen Punkte, so kommt man nahezu zu denselben Eesultaten, 
wie in dem dort betrachteten Fall. 

Beisp 4. Man zeige, dass die bei dem Zusammenstoss zweier Kb'rper yer- 
loren gehende lebendige Kraft aus einer der beiden Formeln 

yerlorene lebendige Kraft = 



aa' 6* 

gefunden werden kann, wenn man unter JF 1 , E die ganze zur Wirkung kommende 
Reibungs- bez. normal gerichtete Kraft und unter C OT ^ , C, S die Anfangs- und 
Endwerthe der Compressions- bez. Gleitungsgeschwindigkeit yersteht. Sind die 
K6rper yollkommen rauh und unelastisch, so ist G sowohl als S Hull 

Anfangsbewegungen. 

199. Brnch einer Stutze. Ein System von Eorgem lefinde sich 
im Gleichgewicht und eine seiner Stwt#en gebe plotelich nach. Man suche 
die Anfangsbewegungen der verschiedenen Sfirper und die Anfangswerfhe 
der zwischen ihnen "bestehendm Reacbionen. 

Das Problem, die A nfangsbewegtmg eines dynamischen Systems 
zu ermitteki, wird dadurch gelost, dass man die Coordinaten der sich 
bewegenden materiellen Punkte in Potenzen der Zeit t entwickelt. 
(x, y, 6} seien die Coordinaten eines Korpers des Systems. Der Kurze 

halber moge der Index Null die Aafangswerthe bezeichnen. So gebe -^ 
den Ajifangswerth von -^ an. Nack Taylor's Theorem ist 



worin -j weggelassen wurde, weil der Voraussetzung naeh das System 
yom Zustand der Ruhe ausgeht, 
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Erstens. Man sett nwr die AnfangswertJie der Eeatfionen findm. 
Die dynamischen Grleichungen enthalten die Coordinate^ ihre zweiten 
Differentialquotienten in Bezug auf t und die unbekannten Reactionen. 
Es gibt so viele geometrische Grleichungen als Eeactionen. Aus diesen 
sind die zweiten Differentialquotienten zu eliminiren und so die Eeac- 
tionen zu ermitteln. Man verfahrt ebenso, wie bei der ersten Losungs- 
methode in 135 und zwar auf folgende Art. 

Man stelle die geometrisclien Grleichungen auf, differenzire jede 
zweimal und vereinfache dann die Eesultate dadurch, dass man fiir 
die Coordinaten ihre Anfangswerthe substituirt. So moge, wenn wir 
Cartesische Coordinaten gebrauchen, 9 (x^ y, Q] = eine geometrische 

Beziehung ausdrucken; wir erhalten, weil ^ = 0, ^f = 0, ^f = 

sind ; 

dp d*x , 9^0 i 9^0 _ A 
dx dt* "*" dy dt* "T" 36 dt* ~ Um 

Das VerfaJbren bei der Differentiation der Grleiclmngen kann manch- 
mal sehr vereinfacht werden, wenn der Coordinatenanfang so gewahlt 
wird, dass die Anfangswerthe wenigstens einiger Coordinaten Null 
werden. Man Jcann dann die Grl&ichungm dadurcli vereinfachen, dass 
man die Quadrate und Products aller dieser Coordinates vernacJilassigt. 
Denn, kommt z. B. das Glied # 2 vor ; so verschwindet sein zweiter 

Differentialquotient 2 f"^ -^ + ("df) 2 ] 9 weim ^ er Anfangswerth von x 
Nidi ist. 

Die geometrischen Gleichungen miissen unter der Voraussetzung 
aufgestellt werden ; dass die Korper ikre aUgemeine Lage haben, weil 
wir sie differenziren wollen. Bei den dynamischen Gleichungen isif dies 
aber nicht der Fall. Sie konnen unter der Anna,}! -me niedergeschrieben 
werden, dass jeder Korper seine Anfangslage habe. Man erhalt diese 
Grleichungen nach den Eegeln ; die in 135 gegeben wurden. Die 
dort fiir die Effectivkrafte gegebenen Pormeln lassen bei unsrem 

Problem einige Vereinfachungen zu. So nehmen z. B., weil -~ = 
-j = sind, die Beschleunigungen in der Bichtung des Radius- 



vectors und senkrecht zu ihTn die einfachen Formen an - und 



r Tp" ^ emer verschwindet die Beschleunigung langs der Nor- 
malen. Wenn wir z. B. die Anfangsrichtung der Bewegung des Schwer- 
punktes eines der Korper kennen ; so ist es von Vortheil, die Compo- 
nenten in der Eichtung der Normalen zur Bahn zu nehmen. Dies liefert 
eine Grleichung, die nur die gegebenen Krafbe und solche Spannungen 
oder Eeactionen enth'alt, die an dem Korper wirken. Ist nur eine 
Eeaction vorhanden, so reicht diese Gleiehung aus, ihren Anfangswerth 
zu bestimmen. 
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Man kann die Regel kurz so fassen: Man stette die geometrischen 
Gleichung&n des Systems in seiner aUgemeinen Lage auf, difference 
jede zweimdl und vereinfacJie die Besultate dadwrch, doss man statt der 
Coordinates iJire Anfangswertlie setzt. Man steUe ferner die dynamischen 
Gleicliungen des Systems unter der Anndhme auf, dass es sick in seiner 
Anfangslage befinde und eliminire die sweiten Differentialquotienten, wo- 
durch man zu einer Mnreichenden Anzakl von Gleichungen Icommt, mi 



Man kann aus den Crleichungen auch die Werthe von 



ableiten und so durch ikre Substitution in die Gl. (1) die Anfangs- 
bewegung bis zu den Gliedern finden ; die von ft abhangen. 

200. Zweitens. Man soil die Anfangslewegiwg selbsf finden. Bei der 
nun folgenden Untersuchung wollen wir die Differentialquotienten nach 
der Zeit der Kiirze halber mit Accenten bezeichnen, so dass z. B. 

-^Jf- durch x" dargestellt wird. Wie viele Grlieder der Reihe (1) man 

beibehalten muss 7 hangt von der Natur des Problems ab. Es werde 
z. B. der Kriimmungsradius der von dem Schwerpunkt eines der Korper 
beschriebenen Bahn gesucht. Man hat 



Setzt man u = a=y y'x" uud differenzirt, so erhalt man 



" = X 'yIV y'yfV + gf ' f _ y" yf" } 
M '"== X 'yV y' X 7 _f_ 2(x"y^ ifx?^. 

Substituirt man in die Taylor'sche Ent-wicklung und beachtet, dass 

< = 0, y ' = 
ist, so wird 





und almlich. 



Wenn nun der Korper vom Zustand der Ruhe ausgeht, so ist 
der Kriininiungsradius Null Ist aber 

<V-Oo" = o, 

so ist die Richtung der Beschleunigung ftlr den Augenblick stationar. 
Es ist dann 
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Um diese Differentialquotienten zu ermitteln, kann man so ver- 
fahren. Man differenzire jede dynamische Gleichung zweimal und re- 
ducire sie dann auf ihre Anfangsform, indem man fur x 9 y, 9, etc. ihre 
Anfangswerthe und x', y', ff gleich Null setzt. Man differenzire jede 
geometrische Gleichung viermal und reducire sie dann ebenso auf ihre 
Anfangsform. Man erhalt auf diese Art genug Gleichungen zur Be- 
stimmung von # ", # "', X Q IV , etc., R Q) E^ jR a ", etc., wenn E eine der 
unbekannten Beactionen ist. Oft ist es vortheilhaft, die unbekannten 
Reactionen aus den Gleichungen zu eliminiren, elie man differenzirt. 
Alsdann kommen nur die unbekannten Differentialquotienten # ", # '", 
etc. in den Gleichungen vor. 

Diese Operationen lassen sich im Allgemeinen durch einige ein- 
faclie Betrachtungen sehr abktirzen. Eine dynamische Grleichung sei 
von der Form 

La? + My" + Nff' + P = 0, 

worin L t M, N, P Functionen nur von x 9 y, 6 sind. Durch zwei- 
malige Differentiation erhalt man, wenn x Q f = 0, y ' = 0, ' == 
gesetzt wird, 

Lxj v + My, + J^V 7 + ^(L < + Hy " + N6 + P) = 0, 

worin ^-V^ + lfc^ + Vro 1 * 

Setzt man x = % Q + |, y = y Q + ^? e ^ c -? so ^ ass a l so ? *l) e *c. 
kleine Grossen sind, so ist leicht ersichtlich, dass alle Glieder in 
L, M, etc., welche 2 ,' ^ 2 ? etc. enthalten, aus der Endgleiehung ver- 
schwinden. Sind daher o? zr , y Q IV , 6 Q IV zu ermitteln und werden 0u 
diesem Zweck die dynamischen Gleichungm differ&ngirt, so braiicJim die 
Coefficienten L, M, etc. nur Ins %ur erstm Potenz der Eeinen Grossm 
I, n> etc. genau zu sein. 

Auf dieselbe Art findet man, dass sich eine geometrische Gleichung 
wie 9? (#, y, ff) === auf die Differentialgleichung vierter Ordnung 

|f ^+2^ + 11^+ 8^9-0 

reducirt. Es lyrauchm daher die geometrischen Gleichungen nwr Us &wr 
gweitm Potenz der Tdemen Grossen genau 0u sein. Ebenso miissen, 
wenn wir die Anfangswerthe der sechsten Differentialquotienten suchen, 
die dynamischen Gleichungen bis zur zweiten, die geometrischen bis 
zur (kitten Potenz dieser Grossen genau sein. 

Wir werden spater sehen, dass sich diese Anfangsdifferential- 
quotienten leiehter aus den Lagrange'schen Gleichungen ableiten lassen. 

Wenn die Richtung der Bewegung eines der in Betracht kommenden 
Schwerpunkte bekannt ist, so kann man die Tangente an seine Bahn 
zur 2/-Axe nehmen. Alsdann ist p = # 2 /2#, worin a? eine kleine Grosse 
zweiter und y erster Ordnung ist. Man kann daher die Quadrate von 
x und die dritten Potenzen von y vernachlassigen. Dadurch verein- 
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facten sict die Grleichungen sekr. Greht der Korper vom Zustand der 
Eute aus, so 1st # '= lirid ist fonwr # "=0, so tana man die Fonnel 



Die entsprechenden Fonneln fur 9 bei Polarcoordinaten erhalt man ebenso. 
Man hat, wenn r (r "0 '" V'^o") = ist > 



201. Beisp. Erne kreisfwmige Scheibe wvrd mittelst dreier gleich longer 
Fdden y welche an drei gleich weii von emander entfernten PuwMen ihres Umfangs 
befestigt smd, an emeni Stift, der sich vertical iber ihrem Mittelpmkt befmdet, auf- 
geMngt. JEmer der Faden wird durchgescJmitten; man bestimme die Anfangs- 
spannwgen der beiden andern 

sei der Stiffc, AB der Ereis von einem Punkt in seiner Ebene aus ge- 
sehen. OA sei der Faden, welcher durchschnitten wird, C der Mittelpunkt der 

Sehne, welche die Punkte des Kreises ver- 
bindet, an denen die beiden andern Faden 
\ befestigt sind Die beiden Spannungen, von 

\denenjede gleich I 7 ist, sind dann wahrend 
der Bewegung einer resultirenden Spannung 
M in der Richtung CO gleichwerthig. Ist 

g ~p ] 2 a derWinkel, den die beiden Faden mit- 

einander machen, so folgt E = STcos a. 

1 sei die Lange von OC, ft der Winkel GOC, a der Radius der Scheibe, 
(x 9 y) seien die Coordinaten der verschobenen Lage des Schwerpunkts in Bezug 
auf den Coordinatenanfang 0, wobei die positive Richtung der x horizontal nach 
der Linken und der y vertical abwarts geht. 6 sei der Winkel, den die verschobene 
Lage der Scheibe mit AB macht. 

Zeichnet man die Scheibe in ihrer allgemeinen Lage auf, so sieht man, 
dass die Coordinaten von C in seiner allgemeinen Lage x I sin |3 cos und 
y Zsinpsin0 sind, Daher ist, weil die Lange OC constant gleich I bleibt, 

#* + 2/ s 2Z sin p (x cos + y sin 0) = I* cos 2 p . 

Da nur die Anfangsspannungen verlangt werden, so reicht es aus, diese 
Gleichung zweitnal zu differenziren. Da man die Quadrate kleiner Gr^ssen ver- 
nachlassigen kann, so kaom man x* weglassen und cos = 1, sin = setzen. 
Das Verfahren ist nicht sehr timstandlich, denn man sieht von vornherein, welche 
Glieder verschwinden, wenn man die Differentialquotienten (dx/dt, dy/dt, dO/dt) 
gleich Null und statt (x, y, 0) ihre Anfangswerthe (0, ?cos (3, 0) setzt. Man erhalt 



Zu dieser Gleichung kann man auch durch einen kleinen Kunstgrijff gelangen, der 
oft von Nutzen ist. Die Bewegung von G- ist aus der Bewegung von C und der 
von Gr relativ zu C zusammengesetzt. Da C vom Zustand der Ruhe aus einen 
Kreis zu beschreiben beginnt, so ist seine Beschleunigung langs CO NuU Die Com- 
ponente der Beechleunigung von G relativ zu C langs CO ist 6fC d*d/dt* cos jj. 
Die Componente der Beschleunigung von G iat nun einerseits die Summe dieser 
beiden, aber auch gleich d*y /dt* cos d*x Q /dt* sin j5. Daraus folgt dann die 
Gleichung Bofort. 

Die dynamischen. Gleichungen haben wir bei diesem Problem nur in ihrer 
Anfangsform n5thig Sie sind 
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R cos 



= E Q I sin cos ( 

M/l/ 

worin m die Masse des KSrpers bedeutet Durch Substitution in die geometrische 
Gleichung findet man 

n fc 3 cos 8 

= mff fc* + P sin 2 ft cos 8 8 ' 
Die Spannung eines jeden Fadens, ehe der Faden OA durchschnitten wurde, 

kann man nach den Lehren der Statik ermitteln; sie ist offenbar Z 1 = 5^L 

' * 3 cos y ' 

worin y den Winkel J. 06 s bedeutet. Daraus 1'asst sich der Unterschied der 
Spannung ableiten. 

202. Beisp. 1. Zwei Stricke von gleicher Lnge sind mit ihrem einen 
Ende an ein Gewicht C gebunden und die beiden andern Enden sind an zwei 
Punkten A und B auf derselben horizontalen Linie befestigt. Wenn der eine Strick 
durchschnitten wird, so andert sich die Spannung des andern sofort im Verhaltniss 

1:2 cos 8 [St. Pet Coll] 

Beisp. 2. Eine elliptische Lamelle, deren Ebene vertical steht und deren 
Axe horizontal ist, wird durch zwei gewichtslose Bolzen gehalten, die durch die 
Brennpunkte gehen. Der eine Bolzen wird gelo'st; man zeige, dass der Druck auf 

den andern anfangs unverandert bleibt, wenn die Excentricit'at der Ellipse jl/10 
ist. [CoU. Ex.] 

Beisp. 3. Drei gleiche materieUe Punkte A, B, G, die einander mit beliebigen 
Kr'aften abstossen, werden durch drei Stricke von ungleicher Lange derart mit 
einander verbunden, dass das Ganze die Gestalt eines bei A rechtwinkligen Drei- 
ecks hat. Der Strick, welcher B und C verbindet, wird durchschnitten; man be- 
weise, dass die augenblickliehe Aenderung der Spannung der Stricke, die BA, CA 

verbinden, y Tcos J5bez. -|- Tcos C ist, wo B und C die den Stricken CA bez. AB 
gegenuberliegenden Winkel bezeichnen und T die abstossende Kraft zwischen B 
und C bedeutet. 

Beisp. 4. Zwei gleichfb'rmige gleiche StS.be, von denen jeder die Masse m 
hat, werden so auf eine glatte horizontale Ebene gesteUt, dass sie die Gestalt des 
Buchstaben X haben und die oberen und unteren Enden durch gleiche Stricke 
verbunden. Man zeige, dass, welchen Strick man auch durchschneiden mag, die 
Spannung des andern dieselbe Function der Neigung der Stabe gegeneinander 

und Anfangs mg sin oc ist, unter a die Anfangsneigung der StSbe verstanden. 

[St. Pet. CoU.] 

Beisp. 5. Ein horizontaler Stab von der Masse m und der Lange 2 a hangt 
an zwei an seinen Enden befestigten parallel en Stricken von der Lange 2 a; es 
wird ihm plStzlich die Winkelgeschwindigkit co um eine verticale durch sein 
Centrum gehende Axe ertheilt; man zeige, dass die Anfangsvermehrung der Span- 

jedes Stricks rnaio* betragt und dass der Stab um die Strecke -j in 
die Hdhe steigt [CoU. Ex.] 
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Beisp. 6 Ein Massenpunkt ist mittelst dreier gleicher Stricke von der Lange a 
an drei Punkten aufgehangt, die ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seits 2& ist, 
in einer horizontalen Ebene bilden. Wenn ein Strick durchschnitten wird, so 
andert sich die Spannung eines jeden der andern sofort in dem Verhaltniss 

3a a -*5* [Con. Ex.] 

2(a* &*) L J 

Beisp. 7. Eine Kugel, die auf einer rauhen horizontalen Ebene ruht, wird 
in eine unendlich grosse Anzahl yon halbkreisffirmigen Scheiben zerschnitten, 
welche durch einen Faden wieder zusammengebunden sand. Dabei steht der 
Durchmesser der Kngel, duich welchen die ebenen Flachen der Scheiben gehen, 
vertical Man zeige, dass, wenn der Faden durchschnitten wird, der Dnick auf 

die Ebene sich sofort in dem Verhaltniss vennindert. [Emm. Coll. 1871.] 

Beisp 8. Eine glatfce Kngel ruht auf einer horizontalen Ebene und eine 
gleiche Kugel ist so gegen sie gestfizt, dass die Yerbindungslinie der Mittelpunkte 
den Winkel <gp mit der Yerticalen macht Man beweise, dass grade nach der 
Entfernung der Stiitzen das Yerhaltniss des Drucks auf die Ebene zu dem Druck 
zwischen den Kugeln 2 : cos cp ist. [Coll. Ex.] 

Beisp. 9. Ein Stab von der Masse m und Lange 2 a, der sich urn sein eines 
Ende als festen Punkt drehen kann, wird durch einen kleinen Ring von der Masse 
p gesteckt. Das System geht vom Zustand der Ruhe aus, wobei der Stab hori- 
zontal ist und der Ring den Abstand c vom festen Punkt hat. Man zeige, dass 

die Polarcoordinaten des Ranges auf den festen Punkt bezogen c + -rif ^r und 

^~ sind. Manbestimmeauch ^j- und beweise, dass^| =0^Jr + 2c 

ist. Daraus leite man den Anfangskrummungsradius der Bahn des Massenpunktes 
ab. [May Ex. 1888.] 

Beisp. 10. Eine massive Halbkugel von der Masse M ruht auf einer voll- 
kommen rauhen horizontalen Ebene und ein Punkt von der Masse m wird vor- 
sichtig in dem Abstand c vom Centrum auf sie gelegi Man beweise, dass der An- 



fangskrummungsradius der von dem Punkt beschriebenen Bahn ist, wenn 

man mit fc den Tragheitsradius der Halbkugel in Bezug auf eine Tangente an ihren 
Scheitelpunkt bezeichnet. [Math. Tripos, 1888.] 

Beisp. 11. Eine Gartenwalze ruht auf einer horizontalen Ebene, die rauh genug 
ist, umGleiten zu verhindern und der Griff wird so gehalten, dass die Ebene durch die 
Axe des Cylinders und den Schwerpunkt Gr desGrifTes den Winkel a mit demHorizont 
macht. Der Griff wird losgelassen; man zeige, dass der Anf angskn'i m m ungsr adius 

der von Gr beschriebenen Bahn ^t L i s t ? worin (n 1) M (k*-\- a 8 ) ma*. 

i 

Dabei ist c der Abstand des Punktes Gr von der Axe des Cylinders, m die Masse 
des Griffs, Mk* das Tragheitsmoment des Cylinders fur seine Axe und a sein 
Radius. [Math. Tripos, 1894.] 



Relatiye Bewegung oder sich bewegende Axen, 

203. Bei vielen dynamischen Problemen hat man nur die relative 
Bewegung der verschiedenen Korper des Systems zu finden. la solchen 
Fallen ist es von Vortteil, wenn man sie bestimmen kann ; olne vorher 
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die absolute Bewegung eines jeden Korpers im Raum ermittelt zu haben. 
Nehmen wir an, die relative Bewegung in Bezug auf einen Korper (A) 
werde gesucht, so sind zwei Falle zu unterscheiden: 1) der Korper (A) hat 
nur eine Translationsbewegung; 2) er hat nur eine Rotationsbewegung. 
Hat er beide, sowohl Translations- als Rotationsbewegung, so lasst 
sich dies als eine Combination der beiden Falle ansehen. Wir wollen 
sie die Reihe nach betrachten. 

204. Der Fnndamentalsatz. Es moge die relative Bewegung 
eines dynamischen Systems in Bezug auf einen sich bewegenden Punkt 
G zu ermitteln sein. Man kann offenbar C zur Ruhe bringen, wenn 
man an jedem Element des Systems eine Beschleunigung anbringt, die 
derjenigen von C gleich und entgegengesetzt ist. Man muss ferner 
annehmen, dass eine -4w/aw#sgeschwindigkeit, die der von C gleich 
und entgegengesetzt ist, jedem Element ertheilt worden ist. 

f sei die Beschleunigung von C zur Zeit t. Wenn an jedem 
materiellen Punkt m eines Korpers dieselbe beschleunigende Kraft f 
einer gegebenen Richtung parallel angreift, so sind diese Krafte zu- 
sammengenommen offenbar einer Kraft fSm Equivalent, die am Schwer- 
punkt angreift. Wenn man daher den Punkt C eines Systems zur 
Ruhe bringen will, so reicht es aus, an dem Schwerpunkt eines jeden 
Korpers in einer der Beschleunigungsrichtung von G entgegenge- 
setzten Richtung eine durch Mf gemessene Kraft anzubringen, 
wenn M die Masse des Korpers und f die Beschleunigung von G 
bedeutet. 

Der Punkt C kann nun zum Anfangsptmkt der Coordinaten ge- 
nommen werden und man kann auch die Momente um ihn nehmen, 
grade als ware er ein im Raum festiiegender Punkt. 

Die Gleichung fur die Momente wollen wir etwas genauer unter- 
suchen. (r, 0) seien die Polarcoordinaten eines Elements eines Korpers 
von der Masse m, auf G als Coordinatenanfang bezogen. Die Be- 
schleunigungen des Punktes in der Richtung des Radiusvectors r und 

senkrecht zu ibm sind -=-y r \-ji) und -JT (r 2 -JT) Nimmt man 
die Momente um C, so erhalt man 

dem Moment der gegebenen Krafte um G plus dem 
Moment um C der umgekehrten am Schwer- 
punkt, wie wir annehmen, angreifenden Effectiv- 
krafte von C. 

Liegt der Punkt C im Korper fest und bewegt sich mit ihm, so 
ist ^ fur jedes Element des Korpers dasselbe und, wie in 88, ist 

W 
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205. Aus der allgemeinen GHeichung fur die Momente um einen 
in Bewegung befindlichen Punkt C folgt, dass man die Grleichung 

do Moment der Krafte um C 

~dt Tragheitsmoment fur C 

in den folgenden Fallen benutzen kann: 

Erstens, wenn der Punkt G sowohl im Korper als im Raum fest- 
liegt oder im Korper festliegend sich im Raum mit gleichformiger 
Greschwindigkeit bewegt, weil dann die Beschleunigung von G Null ist; 

gweit&ns, wenn der Punkt G der Schwerpunkt ist, denn alsdann 
ist z war die Beschleunigung nicht Null, aber das Moment verschwindet; 

drittenSy wenn der Punkt C das Momentancentrum und die Be- 
wegung eine kleine Schwingung oder eine Anfangsbewegung ist, die 
Tom Zustand der Ruhe ausgeht. Zur Zeit t dreht sich der Korper 
um 0; die G-eschwindigkeit von C ist daher Null. Zur Zeit t-\-dt 
dreht sich der Korper um einen andern sehr nahe bei C liegenden 
Punkt C'. Es sei CC f = d&, die Greschwindigkeit von C ist dann cadff. 
In der Zeit dt ist daher die Geschwindigkeit von C von Null auf cadet 

gewachsen, seine Beschleunigung ist folglich &-JT' Um die genaue 
Grleichung der Momente um G zu erhalten, muss man die Effectivkraft 
2m o ^- in der umgekehrten Richtung am Schwerpunkt anbringen. 

Bei kleinen Schwingungen sind aber CD sowohl als -^ kleine Grrossen, 

deren Quadrate und Producte vernachlassigt werden diirfen und bei 
einer Anfangsbewegung ist 03 Null, Das Moment dieser Kraft ist 
daher wegzulassen und die Bewegungsgleichung ist dieselbe ; wie wenn 
C ein festliegender Punkt ware. 

Es ist zu beactten, dass man die Momente um jeden dem 
Momentancentrum sehr nahe liegenden Punkt nehmen kann; doch wird 
es in der Regel vortheilhafter sein, sie um das Centrum in seiner ge- 
storten Lage zu nehmen, weil alsdann die Momente irgend welcher 
an dem Rotationscentrum etwa vorhandener Reactionen verschwinden. 

206. Wird die genaue Momentengleichung um das Momentan- 
centrum verlangt, so kann man auf folgende Art verfahreiu Ist L das 
Moment der gegebenen Krafte um das Momentancentrum, G der 
Schwerpunkt, r der Abstand des Schwerpunkts vom Momentancentrum 
C, M die Masse des Korpers, so ist das Moment der gegebenen Krafte 
und der umgekehrten Effectivkrafte um C 

L Jfo^-rcosffOG 

Versteht man unter ~k den Tragheitsradius fur d^t Schwerpunkt, 
so wird die Bewegungsgleichung 
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wenn man fur cos GC'C seinen Werth -^- setzt. 

U G 

207. MomentankrSfte. Das Verfahren in 204 kann offenbar 
auch. auf Stosskraffce angewandt werden. Man erhalt so eine sehr ein- 
fache Losung des in 171 behandelten Problems. 

Ein Korper bewegt sich auf irgetid eine Art; plotshch wird der PunU des 
Korper s gezwungen, sich auf gegelene Weise su bewegen; man soil die relative Be- 
wegung in Bezug auf finden 

Um den Punkt zur Ruhe zu bringen, muss man am Schwerpunkt Gr die 
Bewegungsgrosse Mf anbringen, wo unter f die Resultante aus der umgekehrten 
Geschwindigkeit von nach deni Wechsel und der Geschwindigkeit von vor 
dem Wechsel bedeutet. Sind GO, oo' die Winkelgeschwindigkeiten des Kciipers vor 
nnd nach dem Wechsel, ist r=OGr und nimmt man die Momente um 0, so wird 

(r* + /fc 8 ) (co' o) = dem Moment von f um . 

Nun ist das Moment um einer G-eschwindigkeit bei 6r dem Moment um G der- 
selben an angebrachten Geschwindigkeit gleich ' und entgegengesetzt. Sind 
daher Z/, U die Momente um G- der Geschwindigkeit von grade vor und grade 
nach dem Wechsel und ist To der Tragheitsradius fiir den Schwerpunkt, so ist 

L; L 

i - 



208 Beisp. 1. Zwei schwere Pwrikte, deren Massen m und iri sind, werden 
dwrch einen unausdehribaren Faden mvteinander verbwnden, der tiber die Sehneide 
eines Keiles von der Masse M geht, welcher sicli auf einer glatten horizontalen 
Ebene firei bewegen Jcann. Man suche die Kraft, die auf den Keil wirJcen muss, 
damtt das System sich im Zustand relativen Gleitihgewitihts befinde. 

Hier wird es das Beste sein, den Keil dadurch zur Euhe zu bringen, dass 
man an jedem Massenpunkt die der Beschleunigung des Keils gleiche und ent- 
gegengesetzte Beschleunigung f an^reifen lasst. Ist dies geschehen, so befindet 
sich das ganze System im Gleichgewicht, Ist F die gesuchte Kraft, so erhalt 
man durch Zerlegung in horizontaler Bichtung (Jf-f-m + wi')/" F. 

a, a' seien die Neigungen der Seitenflachen des Keils gegen die Horizontale. 
An dem Punkt m greifen mg vertical und mf horizontal an. Die Spannung des 
Fadens ist daher m (g sin tx + f cos a). Nimmt man statt m den Punkt w', so 
findet man als Spannung auch m'(gQma fcosa'). Setzt man beide gleich, so 
ergibt sich 

_ m' sin ct m sin ct 
' m' cos ot + m cos ^ ' 
woraus dann F folgt. 

209. Beisp. 2. Mine cylindrische Aushoblmg, deren Aussclmiti ewe ovale Owrve 
ist und deren Ergeugungslinien horizontal sind, wird in eine ctibische Masse ge~ 
macht, die auf einer glatten horizontalen Ebene frei gleiten kann. Die Oberflache 
der HMung ist volTkommen rauh und eine Eugel ruht derart in ihr, dass die 
Verticalebene durch die Schwerpunkte der Masse und der Eugel auf den Erzeugenden 
des Cylinders senJcreckt steht. Die Bewegungsgrosse B wird dem Wurfel durch 
einen Stoss in dieser Verticalebene mitgetheilt. Man suche die relative Bewegung 
der JLugel in Betug auf den Wurfel und ermittle, voelchen Werth die Stosskraft 
mindestens haten muss, wenn die Kugel die Wwtd der JRMwg nicht verfassen soil, 
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Gleichzeitig mit dem Stoss B tritt auch eine Stossreibung zwischen dem 
Wurfel und der Kugel auf. M, m seien die Massen des Wiirfels und der Kugel, 
a der Radius der Kugel, k ihr Tragheitsradius for einen Durchmesser F ? sei die 
Anfangsgeschwindigkeit des Wffrfels, % die des Mittelpunktes der Kugel in Bezug 
auf den Wtafel QJ O die Anfangswinkelgeschwindigkeit Nimmt man die Eorizontal- 
componenten fiir das ganze System und die Momente fur die Kugel allein urn 
den BerOhrungspunkt, so erhalt man 



und da kein Gleiten stattfindet 

ao> = .......... (2). 

Urn die nun folgende Bewegung zu finden, wollen wir annehmen, (x, y) 
seien die auf rechtwinkhge an der cubischen Masse befestigte Axen bezogenen 
Coordinaten des Mittelpunktes der Kugel; & sei horizontal, y vertical. 1st nun die 
Gleichung der cylindrischen H5hlung gegeben, so ist y eine bekannte Function 
von x. Wenn ^ den Winkel bedeutet, den die Tangente an die H5hlung im Be- 

dy 

ruhrungspunkt der Kugel mit dem Horizont macht, so ist tg ip == ^ 

Ist ferner V die Greschwindigkeit der cubischen Masse, so folgt aus 132 

B ....... (3). 



Wenn man unter T die anfangliche lebendige Kraft und unter y Q den An- 
fangswerth von y verstent, so ist nach der G-leicbung der lebendigen Kraft 

^ (4), 

worin die "Winkelgeschwindigkeit der Kugel zur Zeit t bedeutet. Ist v die 
relative Gesclrwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel in Bezug auf den Wurfel, 
so ist, da kem Gleiten stattfindet, = ao>. Durcn Elimination von V und co aus 
diesen Gleichungen findet man 



worin 

Cg 

Diese Gleichung gibt die Bewegung der Kugel in Bezug auf den Wurfel an. 

210. Um den Druck auf den Wurfel zu finden, wollen wir den Wiirfel zur 
Euhe bringen. E sei der Normaldruck der Kugel auf den Wurfel, F die Reibung 
positiv genommen in derselben Eichtung wie der Bogen. Die ganze Effectivkraft 
am Wurfel ist X= E sin ^ + -Fees i/. Nach 204 muss man jedem Massenpunkt eine 

XT- 
Beschleunigung -, in der dieser Kraft entgegengesetzten Bichtung mittheilen. An 

uL 

der Kugel greifb daher eine Kraft ^X in horizontaler Eichtung an, wozu dann 

noch die Eeaction JS, die Eeibung F und ihr eignes Gewicht kommt* Nimmt 
man, die Momente urn ihren Mittelpimkt, so ist 



~ 
Pie Componenten langs der Tangente an die Baha geben 
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w--= F Xcos^ wflrsin-p .... (8). 

Da kein Gleiten stattfindet 

v = aa> .......... (9). 

Differenzirt man (9) und substituirt aus (7) und (8), so folgt 

,., y sin <ip cos ip & 2 sini/> 

^ = - B 1 + y COS* * ~ ^ tf-+T* 1 + y OOB'* ' ' (10) ' 

T.a , 
worin y = a 8 -=g. 1st. Aus den Componenten der am Mittelpunkt der Kugel 

angreifenden Krafte in der Eichtung der Normalen zur Bahn ergibt sick 

AM ni 2 yy\ 

- = R -f- -^ X sin ^ mg cos ^ ...... (11) , 

unter 9 den Kriimmungsradius der Bahn verstanden Setzt man for v* seinen 
Werth aug der Gleichung (5) ein, der man die bequemere Gestalt 




(12) 



geben "kann, worin |3 = 8 8 ist, so erhalt man zwei Gleichungen zur 

Ermittlung der Reactionen F und 
Die Elimination von F gibt 



(3 

wobei P eine ziemlich complicirte Function von 1/1 ist, die man niclit immer nothig 
hat. Es ist 



Man beachte, dass P nicht verschwinden kann, stets endlich und positiv ist, 
da j5 nothwendiger Weise kleiner als die Einheit ist. 

Soil die Kugel den ganzen Weg um die HShlung zuriicklegen, so muss der 
in (12) gegebene "Worth von v for alle y und cos ip reell bleiben. Der Werth 
von C in (6) muss daher grosser als der grosste Werth von 2y sein, Ebenso 
muss E stets positiv bleiben, so dass die Werthe von cos if>, wie sie aus Gl. (13) 
folgen, for den Fall B = Q s3mmtlich imaginar oder numerisch grosser als die 
Einheit sind. Man beachte, dass, wenn #> 2y und 9 stets positiv ist, E far 
keinen positiven Werth von cos tfj verschwinden kann. 

Hat die Gleichung (13) for E = zwei gleiche Wurzeln, die Meiner als die 
Einheit sind, so verschwindet der Druck auf die HShlung, wechselt aber sein Vor- 
zeichen nicht. In diesem Fall -rerlasst die Kugel die Wand der HShlung an dem 
diesen Werth von cos -^ entsprechenden Punkt nicht. Aus der Bedingung, dass 
die Wurzeln gleich sein sollen, ergibt sich 

^ r 1 flcos 2 ^! 2(3 . ..-, 

-= o cos ib ?- -r-J- - s-H = / . g sin ift ..... (15), 
r 2 



worin ^ eine durch die Gleichung des Cylinders gegebene Function von ^ ist. 
Setzt man der Kurze halber g = cos ift, so reducirt sich die Gleichung auf 



Wenn fux keinen andern reellen Werth von cos ty als diesen R in (IS) ver- 
schwindet und sein. Vorzeichen wechselt, wenn ferner (7>2y bleibt, so macht 
die Kugel gerade einen Umgang. Zu diesem Eesnltat kommt man auch auf 
anderm Weg. Wenn die Kugel gerade einen Umgang machen soil, eo muss E 
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durchweg poaitiv bleiben und an dem Punkt, an welchem es am kleinsten ist, 
verschwinden. Es wird daher R gleichzeitig nut ~? Null. Man differenzire (IS), 
wobei man beachte, dass der Differentialquotient der rechten Seite Null ist mit 
Ausnahme einzelner Punkte, fur welche etwa Q oder ^| unendlioh gross wird. 
Man beachte auch, dass die Constante C, welche von den Anfangsbedingungen 
abhangt, verachwindet. Auf diese Art kommt man wieder zu der Gleicnuug^lS). 

Bemerkenswerth ist, dass der Punkt, an welchem der Druck verschwindet 
uud ein Minimum wird, nur dann der hSchste Punkt der H6hlung ist, wenn der 
KrOmmungsradius g daselbst ein Maximum oder Minimum ist. Dies folgt un- 
mittelbar aus Gl. (16) . 

Urn den Stoss B zu finden, der n8thig ist, damit die Kugel grade emen 
Umgang mache, muas man die Wurzeln der Gleichungen (13) und (16) untersuchen 
Zu diesem Zweck zeichne man eine Curve, deren Abscissen | und Ordinaten f\ sind, 
unter^dielinkeSeitevonGl.(13) verstanden, von|=0 bisi= 1, Die Curve kann 
Wellenlinien machen; die Maxima und Minima der Ordinaten ergeben sieh aus (16). 
Soil die Kugel rund herum laufen, so muss der Werth von C derart sein, dass 
jede Ordinate zwischen | = und | = 1 positiv bleibt. Wir untersucnen daher 
die Wurzeln der GL (16) und wahlen die Wurzel, welche 77 am kleinsten macht. 
Den Werth von C erhalt man dann, indem man diesen Werth von ij gleich Null 
setzt Hat man so C gefunden, so folgt der Werth von B aus (6). Das Resultat 
ist selbstverstandlich den oben erwahnten Ernschrankungen unterworfen. 

211. Sich bewegende Axen. Zunachst wollen wir nun den Fall 
betrackten, in welchem die Bewegung auf zwei zu einander senkrechte 

Gerade 0|, Oy bezogen werden 
soil, die sich um den fest- 
liegenden Coordinatenanfang 
mit der Wiokelgeschwindigkeit 
o drehen. 

Ox, Oy seien zu einander 
Techtwinklige festliegende Azen 
wnd der Winkel $0% = 8. 
OM , n = PM seien die 
Coordinaten eines Punktes P; 
w, -z? die Componenten der Qescliwindigkeit und X, T die der Be- 
schleunigung des Punktes P in den Richtungen OS, Oy. 

Offenbar erhalt man die Bewegung yon P aus den Bewegungen 
der beiden Punkte M, N durch einfache Addition. Die Componenten 
der Geschwindigkeit von M langs und senkrecht zu OM sind -^ 
bez. to, imd ebenso sind || bez. *?o die Componenten der Ge- 
schwindigkeit von N langs und senkrecht zu ON. Addirt man sie 
mit den richtigen Vorzeichen, so erhalt man 




Da die BesChleunigung das Mass fur die Geschwindigkeitszu- 
nahme ist, gerade wie die Geschwindigkeit das Mass fUr die raumliche 
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Entfernungszunalirae, so erhalten wir die entspreclienden Formeln fiir 
X, Yj indem wir u, v statt x, y scbreiben, also 

-cr du -r dv . 

x =-dt- vca > Y= Jt + u<a - 

Durch Addition der Beschleunigungen von M und N findet man 
auf dieselbe Art: 

v d* j. 9 1 d f q 

X-W-W-HTtfr*)' 

rd-ri 9 , 1 d /p,c) 

-SF-^+is,^ 

Durch Benutzung dieser Formeln statt -^ und -j~- kann man 
die Bewegung auf die beweglichen Axen 0| 7 Or^ bezieheu. 

212. Beisp 1 Die Axen 0|, Of\ seien sehiefwinklig und mcJgen den 
Winkel a miteinander machen; man beweise, daes, wenn die G-eschwindigkeit 
durch die beiden Componenten U, v parallel den Axen dargestellt wird, 

u = cj| cotg a a ij cosec a, 
v == - + wry cotg a + o| cosec a. 

u-C 

In diesem Fall ist PM parallel zu Or\. Die Geschwindigteiten von M und 
N sind dieselben wie zuvor. Hire Resultante ist der Aufgabe nach die namliche 
wie die von u und v. Sucht man die Componenten in irgend zwei Richtungen 
und setzt sie gleich, so erh'alt man zwei Gleichungen zur Ennittlung von u und 
v Zu solchen Richtungen wahlt man am besten die Lothe auf 0| und OTJ, weil 
dann u in der einen und v in der andern Gleichung nicht auffcritt. u und v kann 
man so jedes fur sich finden, wenn man das andre nicht nSthig hat. 

Beisp. 2 Die Beschleunigung werde durch ihre Componenten X und T dar- 
gestelltj man beweise, dass 

X=-= -- cou cotg cc nv cosee a , 
at 

dv 
Y= -j- + cor cotg a -\- cou cosec a . 

" fa Man erh'alt diese Gleichungen auf dieselbe Art, -wenn man die Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen senkrecht zu 0| und Qj\ zerlegt. 

Beisp. 3. it, a seien die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes P 
auf rechtwinklige mit der "Winkelgeschwindigkeit co rotirende Axen bezogen; man 
beweise, dass der Erummuiigsradius der Baton von P im Raum durch die Gleichung 



gegeben ist. 

Nimmt man die festen Axen so an, dass sie einen Moment mit den sich be- 
wegenden Axen zusammenfallen, so ist die linke Seite der Gleichung 



dx d*y d*x dy 
'dtdP^Jt* ~di' 



Eouth, Dyuamik, I 
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Substituirt man 2 = i*, =-0 undfur~=Z, = r lhre oben 



gebenen Werthe, so ergibt sich das Resultat sofort 

Der gewohnliche Ausdmck fur ^ in Polarcoordinaten folgt daraus, wenn man 

14=-^-, = r , w = -r- setzt. 1st 6 die unabhangige Variable, so wird 
dt at cdt 

<LO__, 
dt" 

Beisp. 4 Im Fall von Anfangsbewegungen, die vom Zustand der Ruhe aus- 
gehen, wird der Ausdmck fur Q in dem letzten Beispiel unbrauchbar. Man zeige, 
mdem man wie in 200 verfahrt, dass 9 mir dann einen von Null verschiedenen 

Werth ha.en ^, .enn g g -$ + , [(g) 8 + (J)] . = i sfc und 
dass in diesem Fall 



dt 



_i (du d*v dv d 3 u\ (dudtu dv_ d*v\ 
^3 \dtdt* dt dt 3 /^~\dt tit* ^ dt dt*) 



. dw ^ 2 % , dv drv . ,. _ , ,, . , , 

worm , -j-s-, etc, , -rig-, etc. ihre Anfangswertne darstellen, mdem der 
tit c(/t dt clt 

Kurze wegen eine Null an die Buchstaben u etc. nicht angehangt wurde. 

213. Beisp. Ein materieller Punkt fiewegt sich imter der Wirkung beliebiger 
Krafte auf einer glatten Curve , welche gezwimgen ist, sich mit der Winkel* 
gestihwindigJceit co um eine feste Axe zu drehen Man finde die relative Bewegiwg 
m Bezug auf die Cwrve 

Wir wollen annehmen, die Bewegung fande in einem Eaum von drei Dimen- 
sionen statt. Die Z-Axe sei die festliegende Axe und die und ?]-Axen m5gen 
bez. der Curve festliegend sein. Die Masse sei die Einheit der Masse Die Be- 
wegungsgleichungen sind dann 



(1), 



worin X, Y, Z die Componenten der gegebenen beschleunigenden Krafte in den 
Richtungen der Axen, E der Druek auf die Curve und (Z, w, ri) die Eichtungs- 
cosinusse der Richtung von It sind. Da E senkrecht zur Curve wirkt, so ist 

7 d , dr] . dz 
I ^- + m~- +M^- = 0. 
ds ^ ds~ ds 

Die sich bewegende Curve werde rechtwinklig auf die Ebene der f , 77 pro- 
jicirfc, <; sei der Bogen der Projection und v = -= - die Componente der Ge- 

schwindigkeit parallel zur Projectionsebene. Den Gleichungen kann man dann 
die Form geben: 
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Die beiden Glieder 2W ^ und 2ojy' -^- smd die Conruonenten einer 
da dc * 

Kraft 2co0', deren Richtungscosinusse 



sind. Sie genugen der Gleichung- I' -~ -4- m' -=-* -j- ri = . 

da da ' der 

Die lra/% tst da/ier serikrecht zur Tangente an die Curve und senkrecht zur 
Rotationsaxe gerichtet. It' moge die Resultante der Reaction JB und der Kraft 
2cov' sein. E f wirkt alsdann auch rechtwinklig zur Tangente; (l" f m". n"} mogen 
ihre Richtungscosinusse sein 

Die Bewegungsgleichungen erhalten TniJ-.Tiin die Gestalt 



(2)- 



e Bewegiwgsgleichungen ernes sich auf ewier festen Curve be- 
wegenden Massenpunktes , an dem ausser den gegebenen Kraften nocJi zwei andre 
Krafte angreifen, ndmhch (1) eine Kraft co*r, die grade von der Axe weg gerichtet 
ist, unter r den Abstand des Punktes von der Axe verstanden, und (2) eine Kraft 

-TIT, deren Eiclitimg senkrecht zu der den Pimkt und die Axe enihaltenden Ebene 

und der Eichtwng der Rotation der Cwve entgegengesetzt ist. 

Bei jedem speciellen Problem kann man daher die Curve so ansehen, als lage 
sie fest Die Curve moge sich z. B. um die Axe mit gleichfonniger Winkel- 
geschwindigkeit drehen IsTimmt man dann die Componenten in der Richtung der 
Tangente, so ist 

dv dx . ^ dy . dz , a dr 
v ^- =X-= \-Y^--\- Z -=- -4- a>*r 3-, 
ds ds * ds ' ds f ds" 

worin r den Abatand des Massenpunktes von der Axe bedeutet V sei der An- 
fangswertli von v, r der von r. Dann ist 



2 T 2 = zxdx + Ydy + Zdt) + o a (r 2 r s ). 

digkeit, die der Massenpunkt uni 
n die Curve festl'age, so erhalt mai 

F 2 zfixdac + Xdy + Zdz} 



Ist V Q die Geschwindigkeit, die der Massenpunkt unter der Wirkung der- 
aelben Krafte hatte, wenn die Curve festl'age, so erhalt man 



und daraus 

Der Druck auf die sich lewegende Curve ist dem Druck auf die festliegendc 
Curve nicht gleich. Da l' = drj/dc, m' = d/d<t ist, so wirkt die Kraft 2nv' 
parallel zu dem Loth auf die projicirte Curve in einer Richtung, welche der in 
Polge der Rotation co entgegengesetzt ist. Dreht man diese Kraft daher um, so 
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1st der Druck E auf die bewegliche Curve die Resultante aus dem Druck E' auf 
die feste Curve und eines Drucks 2 000', der senkrecht sowohl zur Curve als zur Axe 
wirkt, wobei der letztere in der Bewegungsrichtung der Curve positiv zu nehmen ist 
Nimmt man z B. an, die Curve sei eben, bewege sich gleichmassig um eine 
zu ihrer Ebene senkrechte Axe und gegebene Kraffce seien nicht vorhanden, so 
ist, wenn man die Componenten in der Richtung der Normalen nimmt, 

V* 

= co 2 r sin q0 + ^'i 

9 

worin <p den Winkel bedeutet, den r mit der Tangente macht Daraus folgt, 
unter p das von der Axe auf die Tangente gefallte Loth verstanden, 



Dieses Beispiel ha,tte roan auch durch Cylindercoordinaten in der Art leicht 
losen kdnnen, dass man die feste Axe zur 0-Axe genommen und die Projection auf 
die xy- Ebene auf Polarcoordinaten bezogen hatte Diese Methode, das Problem 
zu behandeln, wird dem Leser zur Uebung iiberlassen. 

Beisp Ist co variabel, so erh'alt man 

It = - + a>*p + 2 off + ^ I/-/ 2 p* 
9 t 

Beispiele 

(den an der TJniversitat und den Colleges gegebenen ,,Examination Papers" 

entnommen), 

1. Ein kreisformiger Eeif, dessen Gewicht nw ist, kann sich frei auf einer 
glatten horizontalen Ebene bewegen. Er tragt auf seinem "Umfang einen kleinen 
Ring vom Gewicht w und der Reibungscoefficient zwischen beiden ist p. Anfangs 
befindet sich der Reif in Ruhe und hat der Ring eine Winkelgeschwindigkeit o> 

um den Mittelpunkt des Reifen, Man zeige, dass der Ring nach der Zeit 

(ICQ 

auf dem Reifen zur Ruhe kommt 

2. Die Ebene eines schweren kreisfo'rmigen Drahtes steht vertical und sein 
tiefster Punkt befindet sich in der Hohe h liber einer horizontalen Ebene. Ein 
kleiner Ring wird von dem hiichsten Punkt aus langs des Drahtes mit einer 

Winkelgeschwindigkeit um sein Centrum gleich n n\/ -~- geworfen und zu gleicher 

Zeit der Draht losgelassen Man zeige, dass der rnaterielle Punkt grade n Um- 
drehungen gemacht hat, wenn der Draht die horizontal Ebene erreicht 

3. Ein Draht von der Gestalt eines Kreises kann sich in einer horizontalen 
Ebene um einen festen Punkt seines Umfangs drehen und tragt eine Heine 
Kugel P, die anfanglich mit der gegebenen Geschwindigkeit V von dem ent- 
gegengesetzten Ende A des durch gehenden Durchmessers aus geschleudert 
wurde. Die Masse des Drahtes ist doppelt so gross wie die des Kugelchens; man 
zeige, dass 



worin 

r=OP, OA^Za, <p = *POA. 147. 

4. Zwei gleiche gleichfo'rmige Stabe ,von der Lange 2 a, die an ihrem einen 
Ende lose mit einander verbunden sind, werden symmetriBch auf eine feste glatte 

Kugel vom Radius ya]/2 gelegt, in die H5he gehoben und derart in eine hori- 
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zontale Lagc gebracht, class das Gclenk die Kugol bcrulut. Man liisst sit 1 nntur 
der Wirkung der Schwere fallen; man zeige, wenn Pie zum ersten Mai zur Ruhe 

kommen, dass sie den Wmkel arc cosy nut dem Horizont machen; dass die Be- 

riihrungspunkte mit der Kugel alsdann die Schwnigungscentrcn der Stabe bezug- 
lich des G-elenkes smd; dass der Druck auf die Kugel an jedem Beruhrungspunkt 
ein Viertel des Gewichts eines jeden Stabes betragt und dass kem Zwangszustand 
am Gelenk vorhanden ist 143. 

5. Ein schwerer gleichfurmiger Reif von der Gestalt ernes Kreises, dem 
Radius a und der Masse 2jram, der an einem Punkt vollstandig gebrochen ist 
und dessen Ebene vertical steht, rollt mit gleiehformiger Winkelgeschwindigkeit w 
auf einer horizontalen Ebene. Man suche den Maximal- und Minimalwerth dos 
Biegungsmoments an irgend einem Punkt Q des Reifens und beweise, dass, wenn 
o> so gross ist, dass das Biegungsmoment niemals verschwindet, der grosste dieser 
Werthe 2wa 2 sin 2 0(aG> 2 + 0) ist, unter 20 den Wmkel verstanden, den Q und 
der Bruchpunkt am Centrum des Reifens bestimmen 

6 Die Enden zweier graden gleichen und gleichformigen Stabe sind durch 
zwei Stricke von gleicher Lange a so verbunden, dass das Ganze ein Parallelo- 
gramm bildet. Ein Stab wird an seinem Mittelpunkt durch eine feste Axe ge- 
stiitzt, um welche er sich frei bewegen kann und diese Axe steht senkrecht aui 
der Ebene der Bewegung, die vertical ist. Man zeige, dass der Mittelpunkt dos 
unteren Stabes auf dieselbe Art, wie ein einfaches Pendel von der Lingo a 
schwingt und dass die TPmfceZbewegung der Sta-be von dieser Schwingung nicht 
abhangt. 

7. Ein dtinner Strick ist an zwei Punkto J., B in derselben horizontalen 
Ebene befestigt und tragt an seinem Mittelpunkt das Gewicht W. Ein Stab von 
der LdJige AB und dem Gewicht W hat an jedern Ende einen Ring, durch 
welchen der Strick hindurchgeht , und wircl aus der Lage AB fallen gclassen. 

Man zeige, dass der Strick wenigstens die L'ange -AB haben muss, svenn das 
Gewicht den Stab je en-eichcn soil 143. 

Wenn das System sich im Gleichgewicht befindet und das Gewicht ein wenig, 
vertical verschoben wird, so betragt die Dauer seiner kleinen Schwingungen 



8. Ein feiner Zwirn ist in einer glatten kreisfbrmigen Rohre eingewchlossen 
welche frei um einen verticalen Durchmesser rotirt; man beweise, dass die 
Neigung (0) des Durchmessers durch den Schwerpunkt des Fadens gegen die Veiti- 

cale in der Lage relativen Gleichgewichts durch die Gleiohung cos 6 = ^ - 
a co- cos fJ 

gegeben ist, worin co die Winkelgeschwindigkeit der Rohre, a ihr Radius und 
2ap die Lange des Padens bedeutet. Man erklUre den Fall, in welchem der 
Werth von aco 2 cosp zwischen g und g liegt. 

9. Ein glatter Draht ohne Tragheit ist wie eine Schraubenlinie gebogen uncl 
kann sich um eine verticale Axe drehen, die mit einer Erzeugenden des Cylinders, 
auf dem die Schraubenlinie aufgetragen ist, zusammenfallt. Ein kleiner schwerer 
Ring gleitet die Schraubenlinie hinab, indem er von einem Punkt ausgeht, in 
dem diese verticale Axe die Schraubenlinie trifft; man beweise, dass die Winkel- 
geschwindigkeit der Schraubenlinie ein Maximum wird, wenn sie sich um den 
durch die Gleichung cos*0 + tg a or + sin 20 = gegebenen Winkel 6 gedreht 
hat, unter a die Neigung der Schraubenlinie gegen den Horizont verstanden. [Die 
Masse der Schraubenlinie ist als Null anzusehen.] 
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10 Eine kugclformige EShlung Tom Radius a wird in einen glaseraen 
Wiiriel YOU der Masse M gemacht und ein Punkt von der Masse w hineingelegt. 
Der "Wiirfel wird dann auf einer glatten horizontalen Ebene mit der Greschwindig- 
keit V so in Bewegung gesetzt, dass der materielle Punkt grade urn die Kugel 
henim lauft und dabei in Beriihrung mit ihr bleibt Man beweise, dass 



11 Ein vollkommen rauher Ball wird in eine hohle cylindrische G-artenwalze 
auf ihren tiefsten Punkt gelegt und die Walze dann einen horizontalen Weg ent- 
lang mit der gleichformigen Geschwindigkeit V gezogen Man zeige, dass der 

27 
Ball ganz um das Inneie der Walze herumrollt, wenn F 2 grSsser als -^-g(b a) 

1st, unter a den Radius des Balls und unter 6 den der Walze verstanden. 

12. AB, BG sind zwei gleiche gleichformige StiLbe, die bei B lose durch 
ein Gelenk yerbunden sind und sich mit derselben G-eschwindigkeit in einer zu 
ihrerLiinge scnkrechten Richtung bewegen; das Ende^L wircl pl5tzlicn festgebalten ; 
man zeige, dass die Aixfangswinkelgescbwindigkeit von AB dreimal so gioss 
als die von BC ist Man zeige auch, dass bei der nachfolgenden Bewegung der 

St'abe der grosste Winkel, den sie miteinander machen, arc cos -j ist, und dass, 
wenn sie das nachste Mai eine grade Lmie Mden, die Winkelgeschwindigkeit 
von BC neumnal so gross als die von AB ist. 169, 147 

13 Drei gleiche sea were gleichforrnige Balken, die durcn Gelenke miteinander 
verbunden sind, werden so auf einen glatten Tisch gelegt, dass sie eine grade 
Lmie bilden, und dem mittleren Balken wird in seinem Mittelpunkt ein bestimmter 
horizontale* Stoss senkrecht zu seiner Lange gegeben; man zeige, dass der 
momentane Stoss auf jeden der andern Balken ein Sechstel des gegebenen 
Stosses ist. 

14. Drei Balken von gleichem Material sind so verbunden, dass sie einen 
einzigen Balken bilden, und werden auf einen glatten horizontalen Tisch gelegt. 
Lie beiden siusseren Balken sind gleich lang und einer von ihnen erhalt auf sein 
freies Ende einen Schlag, der senkrecht zu seiner Lange gerichtet ist Man be- 
stimme die Lange des mittleren Balkens, wenn der andre aussere Balken die 
gr6sstm6gliche Winkelgeschwindigkeit erhalten soil 

Re suit at. Ist m die Masse eines jeden Endbalkens, pin die des inneren, 
P die Bewegungsgrosse des Schlags, co die dem dritten Balken mitgetheilte 

Winkelgeschwindigkeit , so ist ma CD (-F + -5- + -^) *= &> woraus sich ergibt, dass 

\p 3 or 

(3 as i. y , wenn co ein Maximum ist 

15. Zwei rauhe Stabe A, B werden parallel zu einander auf dieselbe hori- 
zontals Ebene gelegt Ein dritter rauher Stab C wird rechtwinklig so uber sie ge- 
legt, dass sein Schwerpunkt in die Mitte zwischen sie fallt. C wird um den 
Winiel a in die H6he gehoben und fallen gelassen; man bestimme die Be- 
dingungen, unter welchen er Schwingungen macht und zeige, dass, wenn seine 
LUnge dem doppelten. Abstand zwischen A und B gleichkommt, der Winkel 6, 
um den er sich bei der ntea Schwingung erhebt, durch die Oleichung 



sne: 
gegeben ist, 

16, Die Ecken J., B einer schweren rechteckigen Lamelle ABCD kbnnen 
sich auf zwei glatten f eaten Drahten OA, OB bewegen, die rechte Winkel mit- 
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einander machen, in einer verticalen Ebcne Kegen und die gleiclie Xeigung gegen 
die Verticale haben. Die Lamelle befindet sich im Gleichgewicht, wobei AB 
horizontal ist; man finde die Geschwindigkeit ihres Sclnverpunkts und die Winkel- 
geschwindigkeit, die durch einen in der Richtung der unteren Kante CD er- 
folgenden Stoss hervorgerufen werden Gegeben ist AB=2a, JBC'=4a; man be- 
weise, dass AB grade so hoch steigt, dass es mit dem einen Draht zusammen- 
fallt, wenn der Stoss derart ist, dass er einer der Lamelle gleichen Masse eine 
Geschwindigkeit mittheilen wiirdc, deren Quadrat |- ga (2 J/s) ist. Man finde 
auch die Stosskrafte bei A und B. 

17. Ein Ball, der sich urn eine verticale Axe dreht, bcwegt sich auf emem 
glatten Tisch und trifPt direct gegen eine vollkommen rauhe verticale Bande 
man zeige, dass die lebendige Kraft des Balles sich in dem Verhidtniss 

10 + 14 tg s 0:~ + 40 tg 2 

B 

vennindert, wo e die Elasticitiit des Balles und 6 der ALpraliwinkel ist 

18. Ein Rhombus besteht aus vier starren gleichformigen Stiiben, von denen 
jeder die Lange 2 a hat und die sich um Gelenke an ihren Enden frei bewegen 
konnen. Wenn der Rhombus auf einen glatten horizontalen Tisch gelegt wircl 
und einer der St^be einen Stoss rechtwinklig zu seiner Richtung erhalt, so be- 
ginnt der Rhombus sich wie ein starrer Korper zu bewegen, wenn der Stoss einen 
Punkt trifft, der um a(l cos a) von dem Scheitelpunkt eines spitzen Winkels 
entfernt ist, wobei a der spitze Winkel ist 

19. Ein Rechteck wird aus vier gleichformigen Staben von der Ljnge "2 a 
bez 2& hergestellt, die an ihren Enden durch Gelenke verbunden sind. Das 
Rechteck rotirt auf einer glatten horizontalen Ebene um sein Centrum mit der 
Winkelgeschwindigkeit n\ plStzlich wird ein Punkt in einer der Seiten von der 
Lange 2 a festgehalten. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit der Seiten 

von der Lange 2 5 sofort , n wird. Man suche auch die Aenderung in der 

6ct -f- 4o 

Winkelgeschwindigkeit der andern Seiten und die Stossaction an dem Punkt, der 
festgelegt wird. 

20. Drei gleiche gleichformige unelastische Stabe, die durch Gelenke lose 
miteinander verbunden sind, werden in einer Geraden auf einen glatten horizontalen 
Tiech gelegt und die beiden ausseren mit gleichen Winkelgeschwindigkeiten um 
die Enden des mittleren (1) in derselben Richtung, (2) in entgegengesetzfcen 
Richtungen in Rotation gesetzt. Man beweise, dass in dem ersten Fall, wenn die 
ausseren St'abe den gro'ssten Winkel mit dem nach beiden Seiten verlangert ge- 

dachten mittleren machen, die gemeinsame Winkelgeschwindigkeit aller drei yco 
ist, und dass im zweiten Fall nach dem Zusammenstoss der beiden ausseren 
Stabe das von ihnen gebildete Dreieck sich mit der gleichftfrmigen Geschwindig- 
keit a to bewegt, wenn 2 a die Lange eines jeden Stabes ist. 

3 

21. Ein gleichseitiges, aus drei gleichen schweren gleichfb'rmigen, an ihren 
Enden durch Gelenke verbundenen Staben von der Lange a gebildetes Dreieck 
wird in einer verticalen Ebene so gehalten, dass eine Seite horizontal liegt, und 
die gegenuberliegende Ecke nach unten gerichtet ist. Nachdem es irgend eine 
H6he durchfallen hat, wird der Mittelpunkt des oberen Stabs plotzlich angehalten; 
man zeige, dass die Stosswirkungen an den oberen und dem unteren Gelenk in dem 
Verhaitniss 1/13 : 1 stehen. Wiirde das untere Gelenk eben brechen, wenn das 

System die H6he durchfallen hat, BO betrOge die Schwingungsamplitude der 
1/3 
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unteren Stabe genau einen Winkel von zwei Rechten, wenn das System die Ho'he 

herabgefallen ist. 
1/3 

22. Ein vollkommen rauher und starrer Reif rollt eine schiefe Ebene 
hinab und sto'sst auf ein Hindenuss in der Gestalt eines Nagels Man zeige, dass, 

wenn der Radius des Reifens r, die Hohe des Nagels ilber der Ebene ~r und 
die Geschwindigkeit grade vor dem Stoss Fist, der Eeif uber den Nagel springt, 
falls V s > y gr fl sin (a + y it\] ist, unter a die Neigung der Ebene gegen den 
Horizont verstanden. Man zeige, dass der Eeif nicht in Beruhrung rait dem Nagel 
tteibt, wenn F 2 ^y gr sin (cc + n} und geschieht es doch, dass der Eeif den 
Nagel verlasst, wenn der Durchmesser durch den Beruhrungspunkt mit dem Hon- 
zont einen Winkel macht, dessen Sinus ^ -- 1_ -L s in (a + ^-J ist. 

23. Eine flache kreisformige Scheibe vom Radius a wird auf einem rauhen 
horizontalen Tisch fortgestossen , welcher derart ist, dass die Reibung an einem 
Element cF 8 wa betragt, wenn man unter a das Element, unter F die Ge- 
schwindigkeit des Elements und unter m die Masse der Flacheneinheit versteht; 
man suche die Bahn des IVEittelpunkts der Scheibe 

Wenn die Anfangsgeschwindigkeit des Schwerpunktes und die Winkel- 
geschwindigkeit der Scheibe w , a sind, so lasst sich beweisen, dass die Ge- 
schwindigkeit u und die Winkelgeschwindigkeit GJ zu irgend einer folgenden Zeit 

^ . , 

der Beziehung geniigen 
^ & ^ 



24. Eine schwere kreisfbrmige Lamelle von dem Radius a und der Masse M 
rollt auf der Innenseite eines rauhen Ereisbogens vom doppelten Radius, der in 
einer verticalen Ebene festliegt Man finde die Bewegung. Wenn die Lamelle 
auf den iaefsten Punkt des Bogens so gesetzt wird, class sie sich in Ruhe befindet, 
so ist der Stoss, welchen sie in horizontaler Richtung erhalten muss, damit sie so 
hoch als mSglich steige, ohne vollstandig herumzulaufen und ohne abzufallen, 



25 Eine Schnur ohne Gewicht wird urn einen rauhen horizontalen Cylinder 
gewunden, dessen Masse If und Radius a ist und der sich um seine Axe drehen 
kann An das freie Ende der Schnur wird eine Kette von der Masse m und der 
Lange I befestigt. Alsdann rollt man die Kette dicht zusammen und lasst sie los; 
man beweise, dass der Winkel 0, um welchen sich der Cylinder nach der Zeit t 

gedreht hat, ehe die Kette vollstandig ausgestreckt ist, durch MaB=^ (^l 

, . , t \ 2 

gegeben ist. 

26. Zwei gleiche Stabe AC, EC sind bei frei verbunden und bei A und 
J5, zweien Punkten, die in derselben horizontalen Linie liegen, an Haken gehangt, 
wobei jeder Stab den Winkel u mit dem Horizont macht. Der Haken B gibt 
plStzhch nach 5 man beweise, dass die Richtung des Druckes bei G sofort sich um 

einen Winkel dreht, dessen Tangente 1 + 6sijl ! 0; 2 T 8cQS ** ist 

cos 2 a 3 sin a cos cc 



27. Zwei Massenpunkte A, "B werden durch einen dunnen Faden verbunden; 
A ruht auf einem rauhen horizontalen Tisch, wahrend B vertical im Abstand I 
von der Kante des Tisches herabhangt. A ist nun gerade im Begriff, sich zu be- 
wegen und B wird horizontal mit der Geschwindigkeit u fortgeschleudert ; man 
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zeige, dass A sich mit der Beschleunigung y-^ - zu bewegen beginnt und 



dass der Anfangsknimmungsradius der Bahn des Punktes JB, fa + 1) Z 1st, wo k a den 
Reibungscoefficienten bedeutet. 

28. Zwei Massenpunkte (n, w&') werden durch einen Faden ^erbunden, dor 
durch einen kleinen festliegenden Ring gcht, und so jrehalten, dass dor Faden 
horizontal 1st; ihre Abstande von dem Ring sind a und a' p, Q' seien rlie An- 
fangskrummungsradien ihrer Bahnen, wenn sie losgelassen werden; man beweise, 

, m m' ,1.1 1,1., 
dass -7- und \- , = ^ - ist. 
9 9 e 9 a a 

29. Eine Kugel, deren Schwerpunkt nicht in ihrem Centrum liegt, mrd auf 
einen rauhen Tisch gelegt; der Reibungscoefficient ist it; man bestimme, oL sie 
zu gleiten oder zu rollen beginnt 

30. Ein kreisfdrmiger Ring wird in verticaler Lage auf einer glatten hori- 
zontalen Ebene befestigt und ein kleiner Ring auf den Kreis gesetzt, dei an dem 
hochsten Punkt mittelst eines Fadens befestigt ist, zu dem der Centnwinkel a ge- 
ho'rt Der Faden wird durchgeschnitten und der Kreis freigelassen; man beweise, 
dass die Druckkrafte auf den Ring vor und nach dem Durchschneiclen des Fadens 
in dem Yerhaltniss M +?;iBin a a: M cos a stehen, worin m und M die Massen 
des Ringes und des Kreises sind. 

31. Das eine Ende C eines Stabes lasst man mit gleiclifbnniger Winkel- 
gescnwindigkeit n auf dem Umfang eines Kreises vom Radius a rotiren, wahrend 
der Stab selbst sich in der entgegengesetzten Richtung mit derselben "Winkel- 
geschwiadigkeit um dieses Ende dreht Der Stab fallt Anfangs mit emem Durch- 
messer zusammen und ein glatter Ring, dei frei langs des Stabes gleiten kann, 
wird in das Centrum des Kreises gebracht r ist der Abstand des Ringes von C 

zur Zeit ; man beweise, dass r=-^- (e 7U + e~~ n ') + ~ cos %nt ist. 

32. Zwei gleiche gleichfo"rmige Stabe von der Liinge 2 a sind durch ein 
Gelenk an dem einen Ende aneinander gehangt, wahrend die andern Enden 
ein unausdehnbarer Faden von der Lange 2Z verbindet. Das System ruht auf 
zwei glatten Zapfen, die in derselben horizontalen Linie liegen und den Abstand 
2c voneinander haben Der Faden wird durchgeschnitten; man beweise, dass die 
Anfangswinkelbeschleunigung eines jeden Stabes 



5 78 

O i 

1st. 

33. Eine glatte horizontale Scheibe rotirt mit der Wmkelgeschwindigkeit 
um eine verticale Axe; auf den Durchschnittspunkt wird ein materieller Punkt ge- 
legt, der nach einem gewissen PunM der Scheibe von einer Kraft gezogen wird, 
deren Beschleunigung ^ x der Abstand ist; man beweise, dass seine Bahn auf der 
Scheibe eine Cycloide beschreibt. 

34. In einem hohlen Cylinder vom Radius ct, der auf einem rauhen Tisch 
ruht, sitzt ein Insect auf der tiefsten Erzeugenden; wenn das Insect sich auf- 
macht und mit gleichfSrmiger relativer Geschwindigkeit V zum Cylinder in einer 
verticalen Ebene, welche die Axe des Cylinders rechtwinklig schneidet, fort- 
wandert, so ist der Winkel 0, den die Ebene, welche die Axe und das Insect ent- 
halt, mit der Verticalen macht, durch die Gleichung gegeben: 
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vorauegesetzt, dass die Cylinderwand sehr dunn ist 

"Wenn der innere Radius I ist, so lasst sich beweisen, dass 



ist, worm 

C7> 2 [If (i s + a 3 ) + m (a - &) 9 ] = F 2 |lf (& 2 + a 2 ) + ma (a - &)]* 
uncl 3/ ? 7 die Massen des Cylinders bez des Insectes sind 

35 An einem kreisformigen Eeifen vom Radius 6 uncl ohne Masse ist ein 
schwerer Massenpunkfc in einem Punkt befestigt, der den Abstand c vom Centrum 
hat; die innere Flache des E-eifens wird gezwungen, auf der ausseren Flache eines 
festen Kreises vom Kadius a, wobei &>a ist, unter der Wirkung einer ab- 
stossenden Kraft zu rollen, cleren Sitz das Centrum des festen Kreises ist und die dem 
fi-fachen Abstand gleichkommt Man zeige, dass die Periode kleiner Schwingungen 

i^ 

desReifens Sat I - -I ist Man zeige. dass alle Sclrwingungen, kleine 

a \ Cflr / 

wie grosse, wenn c = & ist, dieselbe Periode haben; ferner, dass man im All- 
gemeinen den Reifen so in Bewegung setzen kann, dass er mit der gleichformigen 

!_ 

Winkelgeschwindigkeit f IL =- J " zu rollen fortfahrt, 



Kapitel V. 

Die Bewegung starrer Korper 1m Ranm von drei 

Dimensionen. 

Translation nnd Eotation. 

214. Wenn die rnateriellen Punkte eines Korpers starr mit- 
einander verbunden sind, dann miissen gewisse allgemeine Beziehungen 
zwiscben den Bewegungen dieser Punkte existiren, die BeschafFenheit 
der von (Jen Kraften erzeugien Bewegung mag sein ; welche sie will. 
Diese Beziehungen miissen derart sein, dass aus der Bewegung dreier 
nicht in derselben Graden liegenden Punkte die eines jeden andem 
Punktes gefunden werden kann. An erster Stelle wird es daher unsre 
Aufgabe sein ; den allgemeinen Charakter der Bewegung starrer Korper, 
abgesondert von den Kraften, welche sie hervorrulen, zu betrachten und 
die Bestimmung der Bewegung eines jeden materiellen Punktes auf so 
wenige unabhangige Grossen zu reduciren, als moglich ist, und an 
zweiter Stelle werden wir uutersuchen, wie diese unabbangigen Grossen 7 
wenn die Kraft e gegeben sind, ermittelt werden konnen. 

215. Ein PitnM eines in Bewegung lefmdliclien starren Korpers 
liegt fest; man soil die allgemeinen Bezielmngen zwischen den Bewegitng&i 
der iibrigen PunTtte des Korpers ableiten. 

sei der festliegende Punkt; er werde zum Centrum einer be- 
weglicben Kugel genommen, die in dem Korper befestigt sein moge. 
Der Eadiusvector nach irgend einem Punkt Q des Korpers schneide 
die Kugel in P; die Bewegung eines jeden Punktes Q des Korpers 
wird dann durch die von P dargestellt. 

Wenn die Verschiebungen A A', BB' zweier Punkte A, B auf der 
Kugel in einer gewissen Zeit gegeben sind, so kann man die Ver- 
sctiebung eines jeden andern Punktes P auf der Kugel offenbar finden, 
indem man auf AB' als Basis das Dreieck A'P'B' congruent APB 
construirt PP' stellt alsdann die Verschiebung von P dar. Man kann 
als selbstverstandlich ansehen oder auch, wie in den Elementen der 
Geometrie, beweisen, dass auf derselben Basis und auf der namlichen 
Seite derselben keine zwei Dreiecke auf derselben Kugel existiren 
konnen, welche sowohl die Seiten gleich liaben ? die in dem einen Ende, 
als die, welche in dem andern Ende der Basis zusarnmenlaufen. 
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D und Ii seien die Mittdpunkte der Bogen J.-/1', SB' und 
Bu"cn ffriisater Kreise, welche auf -4.4' bez. UJ? r senkrecht steben. 

Dann ist offenbar CA = C J.' und 
CB= CB' und daher, weil die Grrund- 
liuien AB, A'B' gleich sind, die beiden 
Dreiecke AOB } A'CB' congruent. Die 
Verschiebimg vou C ist daher Null. 
Weil ferner die Verscbiebung von 
Xull ist, so muss offenbar die Ver- 
st'liiebung eines jeden Punktes der Ge- 
raden 00 Xull sein. 

Ein l&irper kann dolier von irgend 
(;incrLa(je,die tcir AB nenncnkonnen, in 
( in" nwlre A f !7 dadurcli yelracld werclen, 
dass man iltn urn 00 als Ace rotiren 
nnd daltl einen WinM PCP' derart 
bm'hreiben Jdsst, dass jcdcr Pmlti P 

ZKM ZttMnnMuf'iHrn Mil whirr tmten Laye P f gelmcld icird. Jeder 
Pimkl d*s Korjiew wird danii auu seiner ersten in seine Bndlage ge- 

hraclil. 

Divsen Hatz v^rdankt man Buler, Memoires de VAcademie de Berlin 1750 
anil (Jommcutaim de S't Petenbourg 1775 

210. Wird dex Radius der Kugel unendlich gross, so warden 
aiw den v^rschiedeneu Ki'eisen der Figur Gerade. Daraus folgt, dass 
iiu Kurper, der sich m einer Ebene bewegt, aus einer Lage, die man 
AB neiincn kann ? in cine andero A'B' durcb Rotation urn etnen ge- 
\visen Punkt C gebracht warden kann. 

g Ml 7. Bcwp 1. Kin Korper wird auf rechtwinklige Axen ic, y, xf bezogen 
nml iliM Axen werdon unter Beibehaltung de Coordinatenanfangs nach dem 
neLensfelienden Rrhema mit den Axen j?', y', & vertauscht. Man 
<', i/, s' zeig, dans flies dawnelbe ist, al ob man den Korper urn eine 
> ( ___ ---- j^ jpehto, deren Gleichungen irgend zwei der folgenden drei 
* t , ,, i. Hind - 



und dabci einen Winkel bofichrefben lieyac, der durch 



iht. Wenn die positive JRichtung der re', y' willkiirlich ist, zu zeigen, 
man der Bedingung der gleichzeitigen Gilltigkeit der drei Grleichungen diirch 
gnek Wahl der positiven Riehtung der jef'-Axe genugen kann Siehe auch eiae 
AufgaLe in Smith's Prize Examination, 1868. 

Man nehme auf der z- und /-Axe je einen Punkt im Abstand li vom Coordinaten- 
anfang an. Ihre Coordinaten sind (0, 0, A), fak, l,h, c t fy; ihr Abstand iat daher 
^ j/27t ^'). er igt a"ber auoh Sfcsinyainid, daher 2 sin 8 y0 sin 2 y = 1 ^ , 
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worm y den "Winkel zOz bedeutet Eben&o erhillt man 2 sin s 6 sin 2 u = 1 t 
und 2 sin a sin 2 = 1 & 2 , -vroiauy die G-leichung fur sich sofort ergibt 

Beisp 2. Man zeige, dass man den Gleichungen fur die Axe auch die Form 
geben kann 



218. Wenn sich ein Korper in Bewegung befindet, so sind 
nicht nur seine erste und letzte Lage ; sondern auch die zwischen- 
liegenden Lagen in Betracht zu ziehen. Wir wollen also annehrnen, 
AJ3 } A'B' waren zwei Lagen am Anfang und Ende eines tmbegreuzt 
kleinen Zeitrutervalls dt. Wie man sieht, gibt es fur einen Korper, 
der sich um einen festen Punkt bewegt ; in jedem Moment der Be- 
wegung eine Gerade OC, deren sammtliclie Punkte wahrend einev un- 
begrenzt kurzen Zeifc dt keine Verschiebung erleiden. Diese Gerade 
heisst die Momentanaxe. 

1st dd der Winkel, den der Korper urn die Momentanaxe be- 
schreiben muss, nm einen Punkt P aus seiner Lage zur Zeit i in die 
zur Zeit t + dt zu bringen, so heisst das schliessliche Verhaltniss yon 
dO zu dt die Winkelgeschwindigkeit des Korpers um die Momentanaxe. 
Die Winkelgeschwindigkeit kann auch als der Winkel definirt werden 7 
welchen der Korper in der Zeiteinheit beschreiben wiirde, wenn er 
fortfiihre mit derselben Geschwindigkeit, die er in dem gegebenen 
Moment hatte ; sich um die namliche Axe wahrend der Zeiteinheit 
gleichformig zu drehen. 

219. Wir wollen nun die Einschrankung, dass der Korper sich 
um einen festliegenden Punkt bewegen soll ? fallen lassen. Man kann 
den folgenden Satz aufstellen: 

Jede Verruckung eines starr&i Korpers Jcann man als die Combination 
der "beiden folgenden Bewegungen anselien: (1) tiner Translationsbewegiing, 
wbdurch jeder materielle Punkt sich parallel $wr Bewegungsrichtung irgend 
eines angendmmenen mit dem JTorpei- slarr verlundenen Pwiktes P die- 
selbe Strecke entlang bewegt, (2) einer Hotationslewegung des ganzen 
Korpers um eine durcli den angenommenen Punkt P geJiende Axe. 

Dieses Theorem und das uber die Centralaxe rahren von Ckasles her 
Bulletin des Sciences Mathematiques par Ferussac, vol. XIV, 1830. Siehe auch 
Poinsot, Theorie Nouvette de la Rotation des Corps. 1834. 

* Es leuchtet ein ? dass die Aenderung der Lage dadurch bewirkt 
werden kann, dass man P durch eine Translationsbewegung von seiner 
alten in seine neue Lage P' bringt, alsdann P' als festen Punkt bei- 
behalt und zwei beliebige Punkte des Korpers, die mit P nicht in 
derselben Geraden liegen ; in ihre Endlagen bewegt. Diese letzte Be- 
wegung ist, wie wir bewiesen haben, mit einer Rotation um eine 
durch Y gehende Axe gleiehwerthig. 
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Du diese Beweguugen durch aus unabhangig voneinander sind ; so 
kann man ihrc Reihenfolge oft'enbar uinkehren, d. h. man kann den 
Korper zuerst rotiren la&sen und ihm danu die Translation geben; man 
kann auch annelimen, sie fiinden gleichzeitig statt. 

Wie man sieht, kaun man jeden Puukt P dcs Korpers als Reductions- 
punkt fur die doppelte Operation wiihlen. Die gegebene Verriickung 
kanu dalier auf uuendlich viele Arten ausgefiihrt werden. 

S 220. Vertanschung der Reductionspunkte* Die Beziehungen 
zwischen dm Rotationsaxen und -Winkeln zu finden, iwnn verscMedene 
P?(wA'fo P, Q zti RedHdionspunlden geicaldt werden. 

Die Verriiekung des Korpers moge durch eine Rotation (Drehung) 
6 um die AXH PR und eine Translation (Yei'schiebung) PP' dargestellt 
werden. Dieselbe Verriickung moge aucli die Rotation &' nm die Axe 
(JS ujid die Triinslatiou QQ' ergeben. Es ist klar ? dass jeder Punkt 
z\\ei Yei^cbiebungen hat ; \lj eine Translation gleick und parallel mit 
PP'und 1^1 eine Rotation durch einen Bogen in einer auf der Rotations- 
axe PR senkrecliten Ebene. Die zweite Verschiebung ist nur dann 
Xull, wenn der Punkt auf der Axe PR liegt. Die einzigen Pwikte, 
derrn Verscliiibungwi dirsclben shid wie die dcs RediidionsjM.m'ktes, llegen 
dalter. auf der diesvm PmH etitsprecli&iden Rotationsaxe. Durch den 
zweiten Reductionspunkt Q ziehe man eine Parallele zu PR. Alsdann 
sind fftr alle in der Parallelen liegenden Punkte die in Folge der 
Translation PP' und der Rotation um PR stattfindenden Ver- 
schiebungen dieselben ; wie die entsprechendeu fur den Punkt Q. Diese 
Parallole muss daher die dem Reductionspunkt Q entsprechende Rota- 
tionsaxe sein. Es folgt daraus, dass die Rotationsaxtn fiir alle Reductions- 
$unkte parallel sind. 

221. Der Abstaud der Rotationsasen fiir P und Q, die also 
parallel sind, sei a. Schneidet die Ebene des Papiers diese Axen recht- 

winklig in P und Q, so 4 ist PQ = a. 
PP', QQ' mogen die lineareu Ver- 
schiebungen von P bez. Q dar- 
stellen ; die nicht nothwendiger 
Weise in der Ebene des Papiers 
zu liegen brauchen. 

In Polge der Rotation 6 um 
PR beschreibt Q den zum Winkel Q 
gehorigen Bogen des Ereises vom 

Radius a 5 die Sehne Qq dieses Bogens ist 2 a sin -^ 6 und ist die durch 

die Rotation hervorgemfene Verschiebung. Die gauze Verschiebung 
QQf von Q ist die Restdtante von Qq und der Verschiebung PP' von 
P. Auf dieselbe Weise beschreibt P in Folge der Rotation ff um QS 
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einen Bogen ; dessen Seline Pp gleich 2a sin 0' ist. Die ganze Ver- 

riickung PP' von P ist die Resultante von Pp und der Verschiebung 
QQ' von Q. Wenn aber die Verschiebung von Q der von P zusammen 
mit Qq und die von P der von Q zusammen mit Pp gleichkommt, 
so muss Pp gleich Qq sein und die entgegengesetzte Richtung haben. 
Dazu ist erforderlich, dass die beiden Rotationen 0, ff um PE und QS 
gleich sind und dieselbe Richtung haben. Es folgt daraus, class die 
alien Reductionspunkten entsprechenden Rotationswinkel gleicti sind. 

222. Da die Translation QQ' die Resultante von PP' und Qq 
ist, so kann man mit Hulfe dieses Satzes nun sowohl die Translation 
als die Rotation, die irgend einem gegebenen Reductionspunkt Q ent- 
sprechen, finden, wenn die fur P bekannt sind. 

Da die in Folge der Rotation um PE stattfindende Verschiebung 
Qq senkrecht auf PE steht, so ist die Projection von QQ' auf die 
Rotationsaxe dieselbe wie die von PP'. Dalier sind die Projectionen 
der Versdiiebmgen alter Punkte des Korpers auf die Rotationsaxe gleich. 

223. Wichtig. ist der Fall, in welchem die Verrtickung eine 
einfache Rotation 6 um eine Axe PE ohne Translation ist. Wird 
irgend ein Punkt Q im Abstand a von PE als Reductionspunkt ge- 
wahlt, so wird dieselbe Verrtickung durch eine Translation von Q 

langs der Seline Qq = 2 a sin -6 in einer Richtung, die den Winkel 

(it 6) mit der Ebene QPE macht, und eine Rotation dargestellt, 

die gleich 6 sein und um eine Axe stattfinden muss, welche PE 
parallel ist. Daher Jcann eine Rotation um irgend eine Axe durch eine 
gleiche Rotation um eine parallele Axe zusammen mit einer Translations- 
lewegung ersetst werden. 

224. Wenn die Rotation unbegrenzt klein ist ? lasst sich der 
Satz so aussprechen: Eine Rotationsbewegung &dt um eine Axe PR 
ist einer gleichen Rotationsbewegung um irgend eine parallele Axe 
QS im Abstand a von PE Equivalent zusammen mit einer Translations- 
bewegung a&dt senkrecht zu der die Axen enthaltenden Ebene und 
in der Richtung, in der QS sich bewegt. 

225. Die Centralaxe. Es ist oft wichtig, den Reductionspunkt 
so i&u waJden, dass die Translationsriclitung mit der Rotationsaxe m- 
sammenfattt. Wir wollen sehen, wie dies geschehen kann. 

Die gegebene Verriickung des Korpers moge durch eine Rotation 6 
um PE und eine Translation PP' dargestellt sein. Man ziehe P'N 
senkrecht zu PE. Wenn moglich, moge eine Rotation um eine Axe 
QS und eine Translation QQ' langs QS dieselbe Verriickung darstellen. 



/ 
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Nach gg 22U und 221 muss QS parallel PE und die Rotation um QS 
' ' win. Die Translation bewegt P langs Pit um eine Strecke 

gleich QQ f und die Rotation um QS 
jt, bewegt P langs eines Bogens ; dessen 

x J r 7 p' Ebene senkrecht auf P.R steht, QQ' 

\ /\ I muss daher gleich PA 7 und NP' muss 

}/ I ' die Sehne des Bogens sein. Daraus 

/; j-' folgt, dass QS in der Bbene liegen 

muss, die NP' halbirfc und senkrecht 
zu NP' ist und in einem solchen Ab- 

stand a von PR, dass NP' = 2 a sin 1 6 

oder, was bequemer ist, in einem 
solchen Abstand y von der Ebene 

NPP\ dass NP' = 2y tg ~ 6 ist. 
/ 

/ Die Rotation um QS hat N nach 

P' zu bringen und findet in derselben 

Ricktung statt, wie die Rotation 6 um PR. Der Abstand y muss 
daher voni Mittelpunkt von NP' aus in der Richtung genommen 
werden, in welcher dieser Mittelpunkt durch seine Rotation um Pit 
bewegt wird. 

Nachdem so die allein mogliche Lage von QS ermittelt ist, bleibt 
noch zu beweisen, dass die Yerschiebung von Q in der That langs QS 
statttindet. In Folge der Rotation 6 um PR beschreibt Q einen Bogen, 
dessen Sehne Qrj parallel P'N und gleich 2sin-J 6 ist. Die Sehne 
Qu ist daher gleich NP' und die Translation NP f brmgt q zuriick 
in seine Lage Q. Daher wird Q nur durch die Translation PN be- 
wegt, d. h Q bewegt sich langs QS. 

220. Daraus folgt, dass jede Terriickung eines Korpers durch 
tine Rotation um ?ine gewissc Geradr wid eine Translation parallel 
diewr Grraden darycstellt nerden Mnn. Diese Art der Bewegung heisst 
&]iraulHMlH'icegnng und die Gerade Centrdaxe oder auch Schrmbenaace, 
das Verhaltnik der Translation zu der Rotationsamplitude aber der 
Pfeil oder der Windungsparamder der Schraube. 

227. Dieselbc Verriickung eines Korpers Jwnn niclit durcli tswei 
versdiiedene Schraulen'bewegunyen ersetzt werden. Wir woflen annehmen 
es sei moglich und AS ? CD seien die beiden Centralasen. AS und 
QD sind dann nach 220 parallel. Die Verrackung eines Punktes Q 
aui' CD findet man durch Drehung des Korpers um AB und durch 
eine Translation parallel zu AB, Q hat daher eine Versehiebung 
senkrecht zu der Ebene ABQ und kann sich daher nicht ausschliesslich 
lings CD bewegen. 
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228. Wenn die Rotationen unbegrenzt klein sind, so vereinfacht 
sich die Ermittlung der Centralaxe. Die Verriicliimy moge (lurch eine 
Hotation <vdt urn eine Axe PR und eine Translation Vdt in der liiclduny 
PP' gegelen sein. Man trage von P aus serikredit zwr Ebene P'PIi 
und nach der Seite der Ebene hin, nach welclier sich P f bewegt, die 

Strecke y = sm m auf. Him Parallele zu PR durch den End- 

pwikt von y ist die Centralaxe. 

Beisp 1 Die Verschiebungen AA, BB', CO' dreier Pimkte eines Korpers 
sind nach Bichtung und GrrSsse, aber mcht nothwendiger Weise der Lage nach 
gegeben; man finde die Richtung der Rotationsaxe, die irgend einem Reductiona- 
punkt P entspricht. 

Durch einen beliebig angenommenen Punkt ziehe Ou, 0(3, Oy parallel 
und gleich AA' 9 BB\ CO' Ist OQ die Bichtung der Rotationsaxe, so sind die 
Projectionen von Oa, Op, Oy auf OQ sammthch gleich. OQ ist daher das Loth 
von auf die Ebene a(3y. Auch daraus sieht man wieder, dass die Eichtung 
der Rotationsaxe fiir alle Reductionspunkte die gleiche ist 

Beisp 2 In dem vorigen Beispiel "werde die Bewegung auf die Centralaxe 
bezogen; man zeige, dass die Translation lings derselben gleich 0$ ist. 

Beisp. 3. Gegeben sind die Verschiebungen A A', BB' zweier Punkte J., B 
des KSrpers und die Richtung der Centralaxe; man finde die Lage der Gentralaxe 
Man lege durch A A, BB' Ebenen parallel zur Centralaxe; halbire AA\ BB' 
durch Ebenen bez senkrecht zu diesen Ebenen uud parallel zur Richtung der 
Centralaxe Die beiden letzten Ebenen schneiden sich in der Centralaxe 

Zusammensetzung yon Rotationen undSchraubenbewegungen. 

229. Man hat oft nothig Rotatiouen um Axen OA, OJB, die sich 
im Punkt treffen, zusammenzusetzen. Da dieser Fall in der Dynamik 
der Systeme starrer Korper aber nur dann vorkommt, wenn die Rotationen 
unbegrenzt klein sind, so wollen wir zuerst diesen Fall eingehender be- 
sprechen und spater am Ende des Kapitels im ALLgemeinen angeben^ wie 
man zu yerfahren hat, wenn die Rotationen von endlicher Grrosse sind. 

230. Welchen Sinn Jiat es, wenn man sagt, ein KSrper Jidbe 
WinkelgeschwMigJceiten um niehr als eine Axe &ur selben Zeit? 

Von einem sich bewegenden Korper sagt man, er habe eine 
Winkelgeschwindigkeit CD um eine Gerade, wenn der Korper sich um 
diese Gerade drehend einen Winkel &dt beschreibt und dabei jeder 
Punkt des Korpers von seiner Lage zur Zeit t in seine Lage zur Zeit 
t + At gebracht wird. 

Man nehme an, der Korper drehe sich wahrend dreier aufeinander 
folgender Intervalle, von den en jedes dt ist, nacheinander um drei ver- 
schiedene Gerade OA, OB, OC, die sich im Punkt schneiden und 
beschreibe dabei die Winkel o^t, o^di, &$dt. Wir wollen $uer$t 
leweisen, dass die Endlage dieselbe Ueibt, in welcher Iteihenfolge die 
Eotationen auch stattfinden. P sei ein beliebiger Punkt im Korper 
und seine Abstande von OA, OJB, OC seien bez. r A , r a? r s . 

Eouth, Dynamik. I 
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Durch die erste Drehung urn OA erhiilt P die Yerschiebung m^\dt. 
In Folge diesfr Bewegung moge r> auf r a -j- r7r a amvachsen; die Yer- 
schiebuug durch die Rotation urn OS betriigt dann ihrer Grosse nacli 
GuV s + f?/- B irff. Wie aus tier Difierenzialrechnung bekannt ist, kann 
man aber in der Grenze die Gro'ssen zweiter Ordnung vernachliissigen 5 
dam it vvird die YerschieLung ar< 2 (lt. Ebenso ist die Verschiebung in 
Folge tier letzten Rotation o^cft. Die drei Resultate sind aber die- 
^1 ben , in weleher Reilienfolge man auch die Rotationen stattfinden 
liisst. Auf iilinliche Welsc liisst sich zeigen ? dass auch die Richtungen 
dieser Yerscliiebungen von der Reihenfolge nicht abhiingeu. Die End- 
verscliiebung ist die Diagonale des Parallelepipeds, das sicb. iiber diesen 
drei Linien als Seiten beschreiben liisst und liangt dalier von der Folge 
der Rotation?!) niclit ab. A\'eil also die di-ei Rotationen durchaus unab- 
hangig von einander sind, so kann man sagen, sie fanden gleichzeitig statt. 

\Vonn man dalier von einem Xorper beliauptet ; er habe Winkel- 
g^pehwindigkeiten ujn drei verschiedene Axen, so meint man damit 
nur y dass die Bewegung sich auf folgende Art bestimmen lasse: Man 
iheilt die ganze Zeit in eine Anzahl kleijier Intervalle ; von denen jedes 
<lf ist ; wiihrend eines jeden der Intervalle dreht man den Korper 
nacheinander um die drei Axen und liisst ihn dabei die Winkel & L dt 9 
io. 2 diy w^dt beschreiben. Wenn dann dt sich ohne Grenze vermindert, so 
wird die Bewegung wahrend der ganzen Zeit damit genau wiedergegeben. 

231. Offenbar liisst aich eine Rotation um eine Axe OA ihrer 
trroswe nach durch eine auf der Axe abgetragene Lange darstellen. 
Auch ihre Richtung stellt diese Lange dar, wenn man so verfahrt ; 
vrie IQ der Statik, d. h. wenn einer Person 7 die langs der Axe so steht, 
dass OA von zu ihreii Fussen aus uach ihrem Kopf hin gemessen 
vird, die Rotation in eiuer Normalrichtung zu erfolgen scheint. Diese 
Richtung von OA heisst die positive Richtung der Axe. 

232. Das Parallelogramm der Winkelgeschwiudigkeiten. Wenn 
zicri WiufoltteiicJiwindiffJieiten um sicei Axen OA, OB der Grosse und 
nach durch die eicei Lanycn OA, OS dargesteUt icerdm, so 

ist die Diayonale OG des mit OA, 
OS als Seiten construirten Parallelo- 
gramms die resultirende Eotations- 
axe und Hire Lange stellt die Grosse 
der resultirenden WmMgesduvindig- 
Jceit dar. 

P sei irgend ein Punkt in C 
und PM, PN Lothe von P auf 

OA, OB. Da OA die Winkelgeschwindigkeit um OA darstellt und 
PM der senkrechte Abstand des Punktes P von OA ist, so stellt das 
Product OA - PM die Geschwindigkeit von P in Folge der Winkel- 
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geschwindigkeit um OA dar. Ebenso stellt OB PN die Geschwindig- 
keit yon P in Folge der Winkelgeschwindigkeit um OS dar. Da sich 
P auf der linken Seite yon OA und auf der rechten Ton OS befindet, 
wenn man langs dieser Richtungen hinblickt, so haben diese Ge- 
schwindigkeiten offenbar entgegengesetzte Richtuugen. 

Die Geschwindigkeit des Punktes P wird daher dargestellt dureh 

OA-PM OB-PN = OP(OA-smCOA OS - sin COS) = 0. 

DerPunkt Pist mitliin inRuhe und 00 die resultirende Rotationsaxe. 

Bedeutet cj die Wmkelgeschwindigkeit um OC, so ist die Ge- 
schwindigkeit irgend eines Punktes A in OA senkrecht zur Ebene 
AOB und wird durch das Product aus o und dem senkrechten Ab- 
stand des Punktes A Ton OC, also durch o OAsinCOA, dargestellt. 
Da die Bewegung aber auch durch die beiden gegebenen Winkel- 
geschwindigkeiten um OA, OB bestimmt wird, so stellt auch das 
Product aus OB und dem senkrechten Abstand des Punktes A Ton OB, 
also OB- OA sin. BOA, die Geschwindigkeit Ton A dar. Daraus folgt: 



Die Wmkelgeschwindigkeit um OC wird daher ihrer Grosse nach 
durch OC dargestellt. 

Aus diesem Sate Izann man als Znsafg ,,das Parallelogmmm der 
WmkelbeschleunigMigen" ableiten. Denn wenn OA> OB die in irgend 
einem Augenblick hinzukommenden dem Korper gegebenen Winkel- 
geschwindigkeiten darstellen ; so bestimmt 00 die resultirende hinzu- 
kommende Winkelgeschwindigkeit der Richtung und der Grosse nach. 

233. Dieser Satz zeigt ; dass Winkelgeschwindigkeiten und 
Winkelbeschleunigungen nach denselben Regeln und auf dieselbe Art, 
als ob sie Krafte waren, zusammengesetzt und zerlegt werden konnen. 
So lasst sich die Winkelgeschwindigkeit & um eine gegebene Axe in 
zwei Componenten a? cos a und osina um Axen zerlegen, die auf 
einander senkrecht stehen und mit der gegebenen Axe die Winkel a 

und it a "bilden. 

4 

Hat ein Korper die Winkelgeschwindigkeiten co 1? cv^, c? 3 um drei 
zu einander senkrechte Axen Ox, Oy, 00, so sind sie einer einzelnen 
Winkelgeschwindigkeit oo aquiTalent ; wenn co = YCD^ + to^ 2 + o 3 2 ist, 
um eine Axe ; welche mit den gegebenen Axen Winkel macht, deren 

Cosinusse bez. , , sind. Dies lasst sich wie in dem ent- 

(O ' CO 7 fi) 

sprechenden Satz der Statik beweisen, indem man die drei Winkel- 
geschwindigkeiten zu je zweien zusammensetzt 

Es wird nicht nothig sein, die Terschiedenen in der Statik fur die 
Krafte bewiesenen S'atze hier far Winkelgeschwindigkeiten zu wieder- 
holen. Wir koimen das ?; Dreieck der Winielgesehwindigkeiten" und 
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die andeni Regeln fur die Zusammensetzuug verschiedener Winkel- 
ge&cli\vindigkeiteu ohne weiteren Beweis benutzen. 

234. Das Winkelgesdnvindigkeitspaar. Ein Korper hat die 
eo, &' inn zicei parallele Axen OA, O'B, die 
dm Abstand a vominander halm; man 
fiwle die resultirende Bewegmig. 

ji Da parallele Gerade als die Grenz- 

C lage zweier Geraden, die sich in sehr 

grosser Entferuung schneiden, an- 
gesehen werden konnen, so folgt aus 
dem Parallelogramm der Winkel- 
geschwiudigkeiten, dass die Leiden gegebenen Winkelgeschwindigkeiten 
finer eiuzelnen um irgend eine parallele Axe 0" C\ die in der OA, O'B 
Hithaltenden Ebene liegt, Equivalent sind. 

uc sei der Abstand dieser Axe von OA und es werde angenonrmen, 
dass eg auf derselben Seite von OA liege, wie O'B. R sei die Winkel- 
geschwindigkeit um x. 

Man nehme irgend einen Punkt P im Abstand y von OA, der 
in der Ebeiie der drei Axen liegt. Die Geschwindigkeit von P, die 
er der Rotation uin OA verdankt, ist coy, die Geschwindigkeit in 
Polge der Rotation um O'B ist &'(y a). Die beiden zusammen 
mflssen aber der Geschwindigkeit in Folge der resultirenden Winkel- 
geschwindigkeit um 0"C, d. h. &(y x) aquivalent sein; daher ist 

Diese Gleichung gilt fur alle Werthe von y; man erhalt also 

Wir waren zu demselben Resultat gekommen, wenn wir die Resultante 
zweier Kriifte w ; CD' gesucht hatten ; die in den Richtungen OA, O'JSwirken. 

1st o = G/ ? so verschwindet die resultirende Winkelgeschwindigkeit, 
y ist dagegen unendlich gross. Die Geschwindigkeit eines Punktes P ist in 
diesem Fall oy -j- a'(y a) = aco, also unabhangig von der Lage von P. 

Daraus folgt, dass zwei Winkelgeschwindigkeiten ; von denen jede 
gleich o ist ; die aber den Korper in entgegengesetzten Richtungen 
zu drehen suchen uud die um zwei parallele, um a voneinander ab- 
stehende Axeii stattfinden ? einer durch ao dargestellten Translations- 
geschwindigkeit gleichkommen. Dies entspricht dem Satz der Statik, 
dass ;) ein Paar" durch sein Moment gemessen wird. 

Als JZusatz lasst sich daraus ableiten, dass die Rotationsbewegung & 
um eine Axe OA der gleichen Rotationsbewegung um eine jparallele Axe 
O'B aguivalent ist zusammen mit einer Translation am, die serikrecht &u 

OA, O'B enthaltend&i Ebene in der Ricfitmg stattfindet, in welcher 

O'B leicegt,. Siehe auch 223. 
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235. Die Analogic mit der Statik. Alle Satze der Statik, die 
sich auf die Zusammensetzimg und Zerlegung der Krafte und Paare 
beziehen, beruhen auf den Theoremen: 

1. Dem Parallelogramm der Krafte und dem Parallelogramm der 
Paare. 

2. Die Kraft F ist einer gleichen und parallelen Kraft zusammen 
mit einem Paar Fp aquivalent, wenn p der Abstand der Krafte ist. 

Dem entsprechend hat man in der Dynamik die folgenden Theoreme 
uber die augenblickliche Bewegung der starren Korper: 

1. Das Parallelogramm der Winkelgesehwindigkeiten und das 
Parallelogramm der Translationsgeschwindigkeiten. 

2. Die Winkelgeschwindigkeit o ist einer gleichen Winkel- 
gescliwindigkeit urn eine parallele Axe zusammen mit einer Trans- 
lationsgeschwindigkeit op Equivalent, wenn p der Abstand der paral- 
lelen Axen ist. 

Daraus folgt, dass jedem Satz der Statik, der sich auf die Krafte 
bezieht, ein Satz der Dynamik entspricht, der sich auf die Bewegung 
der 'starren Korper bezieht und dass sich beide auf dieselbe Art be- 
weisen lassen. 

Um die Analogic zu vervollstandigen, wollen wir hinzuftigen, 
1) dass eine Winkelgeschwindigkeit wie eine Kraft der Statik zu ihrer 
vollstandigen Bestimmung funf Constante nothig hat und 2) dass eine 
Translationsgeschwindigkeit wie ein Paar der Statik nur drei braucht. 
Vier Constante sind erforderlich, um die Wirkungslinie der Kraft oder 
die Rotationsaxe und eine um die Gtrosse einer jeden zu bestimmen. 
Pemer ist in beiden Fallen eine Uebereinkunft iiber die positive 
Richtung der Linie nothig. Zwei Constante und eine Uebereinkunft 
braucht man zur Bestimmung der positiven Riehtung der Axe des 
Paares oder der Translationsgeschwindigkeit und eine fiir die Grosse 
des Paares bez. der Geschwindigkeit. 

Die Entdecbmg dieser Analogic verdankt man Poinsot. 

236. Um zu zeigen, wie niitzlich diese Analogic ist und wie 
leicht man die bekannten Satze der Statik in die entsprechenden der 
Dynamik umfonnen kann, wollen wir die bekannteren Satze, die so- 
wohl in der Statik als der Dynamik fortwahrend gebraucht werden, 
nebeneinander stellen. 

In der Statik wird bewiesen, dass ein gegebenes System von 
Kraften und Paaren sich auf drei Krafte X, Y, Z, welche langs 
rechtwinHiger Axen wirken ; die man sich nach Gefallen auswahlen 
kann und die sich in einem beliebigen Reductionspunkt treffen, 
zusammen mit drei Paaren reduciren lassen, die man L, M, N 
*neimen VM.TITI und die um diese Axen wirkenu Eine einfachere Dar- 
stellung ergibt sich dann, denn es wird bewiesen, dass sich diese 
Krafte und Paare auf eine einzelne Kraft, die man B nennen kann ; 
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uucl <mi Paar (r reduciroii lassen, welches um die Wirkungslinie von 
11 wirkt. Diu.se Wirkungslinie von It heisst die Centralaxe. Es gibt 
iiur eino eincm gogebenen Kriiftesystem entsprechende Axe. Eine solche 
Daistollung eiiK>s gegebenen Kriiftesystems hat man Dynanie geuannt. 
Zicht man oine Cierade All parallel zur Centralaxe und im Abstand c 
von ihr, so kann man /{, statt liings der Centralaxe, an A langs A S an- 
lateen, wonii man nur em neues Paar einfiihrt, dessen Moment 
irft. Combinirt man es mit dem Paar Gr, so erhalt man fiir den 
Heductiouspunkt yi ciu neues Paar G' = ]/G J + -R 2 ^ 2 , wahrend 
die Kraft diesell>e bleibt wio vorher. Das Paar Cr' ist eiu Minimum, 
wcnn c = ist ? d h. wean A I! mit der Centralaxe zusammenfallt. 
Ximmt man die Momoute nm A23, so sieht man, dass das Moment 
der Kriit'te uru jede zur Centralaxe parallele Grerade dasselbe und dem 
ilinimalpaar glcich ist. 

Auf dieselbo Art, auf welclie diese Resultate erhalten wurden, 
ktnumt man zu den folgenden Siitzen, Die augenblickliche Bewegung 
liis^fc sich auf die Translationsgeschwindigkeit eines beliebig wahlbaren 
Rf^luctionspuuktes und eine Winkelgeschwindigkeit um eine Axe dnrch 
die^en Punkt zuriickfuhreu. Diese werden dann auf eine Winkel- 
geschwuidigkeit, die man ii nennen kann, um eine Axe, Centralaxe 
genuimt, und eine Translationsgeschwindigkeit langs dieser Axe, die 
man F nennen kann, reducirt. Dieser Darstellung der Bewegung hat 
man den Namen Sckraulenlwwiywifj gegeben. Zieht man eine Gerade 
AS parallel zur Centralaxe ; so kann man 1 statt um die Centralaxe 
um AS wirkcn lassen, wmn man nur eine neue Translationsgeschwin- 
digkeit einfiihrt, welche durch &c dargestellt wird. Combinirt man 
sie in it V, so erhalt man fur den neuen Reductionspunkt A, welcher 
jednr Punkt auf AS sein kann, eine neue Translationsgeschwindigkeit 
V = yV* + <?&~, wiilirend die Winkelgescliwindigkeit dieselbe bleibt, 
wie vorlier. Die Translationsgeschwindigkeit V wird zum Minimum 
fiir K = (* f d. h. ; wenn AS mit der Centralaxe zusammenfallt. Man 
sieht, da&s die Componente der Translationsgeschwindigkeit irgend 
eines Punktes A in der Riehtung von AS, d. h. pai i allel der Central- 
axe immer dieselbe bleibt und der Minimaltranslationsgeschwindigkeit 
gleich ist. 

Die meisten von diesen Satzen gelten auch fiir endliche Botationen, 
wie schon in den 219 bis 228 nachgewiesen wurde* 

237. Eine andre Darstellung, die von Nutzen ist, erhalt man 
aus dem folgenden Satz. Ein Kraftesystem kann durch eine Kraft J, 
clie langs einer beliebig wahlbaren Geraden wirkt und eine andre Kraft 
F r ersetzt werden, die langs einer andern Geraden wirkt und die erste 
Kraft im Allgemeinen nicht schneidet. Sie heissen conjugirte Kr&fte. 
Der kiirzeste Abstand zwischen ihnen schneidet, wie die Statik zeigt, 
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die Centralaxe rechtwinklig. Die Eichtungen und Grossen der Krafte 
Fj F' sind derart, dass R ihre Eesultante sein wiirde, wenn man sie 
parallel zu sicli selbst so verpflanzen wiirde, dass sie die Centralaxe 
schneiden. Wenn 8 den Winkel zwischen deu Eichtungen der Krafte 
F 9 F' und a ihren kiirzesten Abstand bezeichnet, so ist, wie bekannt, 
FF'a sin 6 = G-B. Wenn die willkurlich wiihlbare Wirkungslinie 
von F derart ist ; dass das Moment der Krafte um sie Null ist, so 
wirken sowohl F als F r langs dieser Linie in entgegengesetzten 
Eichtungen und beide sind unendlich gross. 

Mit Hiilfe der Analogic erhalt man die entsprechenden Satze fur 
die Bewegung der Korper. Jede Bewegung lasst sich durch zwei 
Winkelgeschwindigkeiten darstellen, die eine & um eine Axe, die wir 
nach Belieben wahlen konnen, die andre ' um eine Axe ; die im AU- 
gemeinen die erste Axe nicht schneidet. Sie heissen conjugirte Axen. 
Ihr kurzester Abstand schneidet die Centralaxe rechtwinklig. Diese 
Winkelgeschwindigkeiten sind derart, dass . ihre Eesultante sein 
wiirde 7 wenn ihre Axen parallel zu ihren wirklichen Lagen so verlegt 
wurden, dass sie die Centralaxe schneiden. 1st der Winkel z^rischen 
den Axen von co ; a/ und a ihr kurzester Abstand, so ist o&asmd = VQ. 
1st die willkiihrlich wahlbare Axe von o derart, dass die Componente 
der Geschwindigkeit eines jeden Punktes der Axe in ihrer Eichttnig 
Null ist ( 137), so haben die Winkelgeschwindigkeiten to, &' eine 
gemeinschaftliche Axe, entgegengesetzte Vorzeichen und sind un- 
endlich gross. 

238. Die Geschvrindigkeit der Punkte. Die Bewegung eines 
Korper s wahrend der Zeit dt kann, wie in 219 erklart wurde, durch 
die Translationsgeschwindigkeit eines Eeductionspunktes mid eine 
Winkelgeschwindigkeit um eine durch gehende Axe dargestellt 
werden. Wir wollen drei rechtwinklige Axen Ox, Oy, Qz wahlen, 
die dem speciellen Zweck, den wir im Auge haben, am besten dienen. 
Diese Axen schneiden sich in und bewegen sich mit 0, wobei sie 
ihre Eichtung im Eaum unverandert beibehalten. w, v, w seien die 
Componenten der Translationsgeschwindigkeit von langs dieser Axen 
und o xf ay, ~ die Componenten der Winkelgeschwindigkeit. Die 
Winkelgeschwindigkeiten sollen positiv angenommen werden, wenn sie 
denselben Weg um die Axen nehmen, wie die positiven Paare in der 
Statik. So gehen die positiven Eichtungen von coa-, o^, eo- bez. von y 
nach 0, von nach $ y von x nach y. 

Die ganze Bewegung des Korpers wahrend der Zeit dt ist be- 
kannt, wenn diese sechs Grossen u, v, w, xy & y , & s gegeben sind. 
Man kann diese sechs Grrossen die Componenten der Bewegung neruaen* 
Wir wollen nun zusehen, wie man die Bewegung eines Punktes P findet, 
dessen Coordinaten a?, y, sind. 

Suchen wir die Geschwindigkeit von P parallel zur #-Axe. PN sei 
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die r-roordiuate un<l PIT ein Loth auf 0.r. Die Rotation urn Ox er- 
theilt P otteiibar die Geschwiiidigkeit (0 X PH. Ihre C'omponente langs 

JVT ist c^PlT sin J^P J/" = o x y . 
Ebenso ist die Componente in Polge 
der Rotation urn Oy gleich & y x 
und die in Folge der Rotation urn Q% 
Null. Addirt man die Translations- 
geschwindigkeit w des Coordinaten- 
anfangSj so erhalt man fur die ganze 
Greschwindigkeit vonP parallel zu Qz 

w = w + <D x y w,jX 

-^^ und ahnlicli die Grescliwindigkeiten 
parallel den andern Axen 

n' == a -(- 0^5; <a-2/, 
e;' =: y -f Ojfl; a x z. 

^39. Es ist mauchinal nothig, die Darstellung einer gegebenen 
Bcwe^img von cinem Keductionspunkt auf einen andern zu ubertragen. 
Die obigen Formeln setzen uns dazu in den Stand. Nehmen wir z. B. 
an, unser neuer Reductionspunkt liege im Punkt 0' und die Axen fur 
()' seien denen fiLr parallel. (|, iy, g) seien die Coordinaten von 0' 
und u', v'y w', &x, &y, o/ die Translations- und Winkelcomponenten 
der Bewegung fur den Reductionspunkt 0'. Wir haben nun zwei 
Darstellungen derselben Bewegung ; sie mussen fur die Translations- 
gescbwindigkeiten des Punktes P dasselbe Resultat geben. Daher gilt 



fur alle Werthe von x y y^ z. 

Diese Grleichungen liefern o r ' = Wa-, o/ = a} 1J9 co/ = o. 7 so dass 
also iur jeden Reductionsx^unkt, den man walilen moge, die Winkel- 
gesch\vindigkeit nach Richtung und Grosse dieselbe bleibt. Siehe 221. 
Man sieht auch ; dass die Ausdriicke fur u' 9 v', w" denen in 238 analog 
sind, wie zu erwarfcen war. 

Man vergleiche damit die entspreehenden Formeln der Statik. 
Hind alle Krafte eines Systems drei Kraften X, T y Z, die an einem 
Reductionspunkt langs dreier rechtwinkliger Asen wirken, zusammen 
mit drei Paaren um diese Axen Equivalent, so sind, wie wir wissen, 
die entspreehenden Krafte und Paare for einen andern Reductions- 
punkt |, j? ; : 

T = X, L' = L + ^ - Zy, 

r r, ar M+ zt xt, 

% = Z N' 
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240. Die aquivalente Schranbenbewegnng zu finden. Wenn die 

Bewegung durch die Translationsgeschwindiglceiten (M ? v, w) eines Reductions' 
punktes und die WinJcelgeschtvindigJceiten (<n x , ca y; GJ-) gegeben ist, die 
Centralaxe, die Translationsgesckwindigkeit Idngs derselben und die Wirikel- 
ges^oi^idigJ&eit urn sie, d. h. die aquivalente Schmuleribewegimg zu fiiiden. 

Wahlt man irgend einen Punkt P auf der Centralaxe zum Re- 
ductionspunkt, so sind die Componenten der Winkelgeschwindigkeit 
dieselben wie fiir den Reductionspunkt 0. Ist .& die Resultante der 
Winkelgeschwindigkeiten co xy c? y; co^ ( 233) 7 so sind 

1) Die Bichtungscosinusse der Centralaxe 



2) Die Winkelgeschwindigkeit um die Centralase = &. 

3) Die Componente der Geschwindigkeit eines jeden Punktes in 
einer zur Centralaxe parallelen Richtiing ist dieselbe und derjenigen 
langs der Centralaxe gleich. Siehe 222 oder 236. Ist daher 
F die Translationsgeschwindigkeit langs der Centralaxe, so hat man 

7"= wcosa + v cos/} + w cosy, 
also 



4) (x, y, #) seien die Coordinaten von P, d. h. eines Punktes 
der Centralaxe. Die Translationsgeschwindigkeit von P findet dann 
langs der Centralaxe statt; daher ist 

u + a y z a> s y v + <x> z x co x ti^w + to x y a> y x 

x y z 

Dies sind mithin die Gleichungen der Centralaxe. 

Multiplicirt man den Zahler und Nenner eines jeden dieser Bruche 
bez. mit & x , G> y7 & z und addirt sie ; so ergibt sich jeder Bruch 



Dieses Verhaltniss heisst der Pfeil der Schrauhe. 

% 241. Die Invarianten. Aus (3) folgt, dass fur jeden Reductions- 
punkt, den man wahlen mag und fiir jede Richtung der Axen die 
Grrosse J = ua x + v& y -f- w&* invariabel und gleich V& ist. Diese 
Grosse kann man daher die Invariante der Componenten nennen. Die 
resultirende Winkelgeschwindigkeit ist ebenfells invariabel und mag 
die Invariante der Rotation heissen. 

Ist die Bewegung derart 7 dass die erste der Invarianten Null wird, so 
muss entweder F= oder ^=0 sein. Es ist dies daher die Bedingung, 
wrier welcher die Bewegmg entweder eine einfache Translation oder erne 
emfache Rotation ist. Soil die Bewegung einer einfachen Rotation aqui- 
valent sein ; so dftrfen ausserdem & x > & y) CD, nicht sammtlich Null sein. 
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Die entsprechende Invariants inderStatit ist LX+MY+NZ=GR. 
Verschwindet sie, so sind die Krafte enfcweder einer einzelnen resul- 
tirendrn Kraft odor einem einzelnen Paar aquivalent. 

HPHJI 1. Man such*' die In\}irianten/und& von(l) z\veiWmkelgeschwindig- 
kcih-n w, o/, fit i awt'i Tranftlationsgeschwindigkeiten i*, zr', (a) einer Winkel- 
kwit (o und 'inur Trau^lation^^sch\vindi^kelt r Die Resultate sind 



i'a) 7 = 0, '^j I = <ou cos , 

s 03 s -f }' fl + 2caco'f k os8 , ^ = 0, ii = D), 

Wmkd zwischen di-n Axun d*T (jcchwindipkpitfn und r der kiirzeste 
Abstanr) irfl Um den B^w'i> zu fiihren, wahl man pa^sendn Axen und driicke 
die \\Vrthi' der sechs Coinponenten ?t, r, /(?, CD T , w , co, fur den Coordinaten- 
anfan^r als Reduetionspuukt nach don 4? 238, *J3fl aus [>er Worth von I folgt 
aiw (-finer Definition Man nuhmo hicr r zur a:- Axe und di Axe von DJ zu der- 
der j Ias Ktjsultat (L*; crgibfc sich durch Zusammensetzung der Ge- 



. 2 Dn 1 Invananto / t-incr lieliebigen Anzahl von Winkelgesca-windig- 
keiten w t , o>, etf und vnn Tranoltition^esi'Ii^mdigkeileii i', , i- 2 , etc 1st die 
der einzflnoii Invananton di zu jo awei zuyammengenommenen Ge- 
oder in algphraisehw Fonn 

/== -So c corf 9 + -^co CD' r pin ^ , 

worin 9? don Winkel zwisohf k n der Richtung von und der Axe von co, den 
Wink el zwirichen den Asen von co, to' und r den kurzesten Abstand bedeutet 

Bei dem BoweiK lieachte man, dass jde der sechs Bewegungscomponenten 
pine linear^ Function von o u 8 , etc ; ?> 1} r,, etc. ist. Die Invariante list daher 
eine quadratische Function von <ler Form 



worin die Coefficienten von <ler Grouse von oo l , o 2 , etc. , i\ , r g , etc nicht abhangig 
f^ind. Sotzt man tillu Gesehwindigkeiten jodesmal mit Ausnahme einer einzigen 
ffleich Null, HO ergibt sich Jijj = , J. JS = , etc , C" n = 0, etc Setzt man dann 
alle Ge^jfLwindig-kfjiten jedewmal mit Ausnahme von zweien gleich Null und ver- 
^lei<*ht die Resultate mit den in Beisp 1 gegebenen, so findet man, dass die 
libritfen Ooeffioienten die oben angegebenen "Werthe haben. 

Beis^ 3 Die Invariante I zweier Schraubenbewegungen (QJ, r), (&', v') ist 
fs= OD r -f- to "' + (a v + w ' v ) COJ3 ^ + co o>' r sin 8 . 

Um es zu beweiwen, addire man die sechs Invarianten der \der GrSssen ou, i\ 
ao', r' f je zwei zusammengenommen. 

24^. JE5? ~kann die Aufgdbe gesteUt warden, die Eotationsoxe zu 
finden, imm die Beivegiuig einer einfacti&i Rotation aguivalent ist. Sie 
ist aber offenbar die Centralaxe unter anderem Namen und scion oben 
gefunden worden. 

243. Eine Schrauberibewegung Twin so auf swei verschiedene Arten 
fjeyeben sein* Es konnen die sechs Componenten der Bewegung, die 
wir (u, v, w, & x , <Dy 7 d r ) genannt haben und die auch Ton dem 
zur Reduction gewahlten Punkt abhangen, oder die Grleichungen der 
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Centralaxe, die Geschwindigkeit Flangs ihr und die Winkelgeschwindig- 
keit & urn sie gegeben sein. 

In dem letzteren Fall ist ein Uebereinkommen nothig, um Ver- 
wechselungen in Bezug auf die Bichtung der Geschwindigkeiten V 
und & zu vermeiden. Die eine Richtung der Axe heisst die positive, 
die entgegengesetzte die negative Richtung. V ist dann positiv, wenn 
es eine Geschwindigkeit in der positiven Richtung mittheilt und ebenso 
SI positiv, wenn einer Person, die mit ihrem Riicken so auf der Axe 
liegt, dass die positive Richtung von ihren Piissen nach dem Kopf 
geht, die Rotation in der Richtung der Zeiger einer Uhr erscheint. 
Dies ist selbstverstandlich nur die gewohnliche Definition eines posi- 
tiven Paares ; wie sie in der Statik gegeben wird. Siehe 231. 

Die Methode, die positive Richtung der Axe zu bestimmen, ist 
leicht verstandlich, wenn auch etwas umstandlich zu erklaren. Um 
den Coordinatenanfang als Centrum beschreibe man mit dem Radius 
gleich der Einheit eine Kugel und lasse sie von den posltiven Richtungen 
der Axen in x, y, & getroffen werden. Eine zur Centralaxe Parallele, 
die durch den Coordinatenanfang geht, schneide die Kugel in L und If. 
Die Richtungscosinusse der Axe seien gegeben, sagen wir, 1 9 m, n. 
Dann sind (l } m, n) die Cosinusse gewisser auf der Kugel gezogener 
Bogen, die bei x } y, & beginnen und z. B. bei L endigen, wahrend 
( Z, m, ) die Cosinusse der Supplementbogen sind ? die an 
denselben Punkten x, y, begionen und bei II endigen. OL ist 
dann die positive und OL' die negative Richtung der Axe. 

244. Die Lage der Centralaxe, die Tramlatiotisgescliwwidigkeit 
Idngs derselben und die Winkelgeschwindiglteit um sie sind gegeben; man 
soU die Gomponmten der Bewegwig finden, w&in der Coordinatenanfang 
mm Reductionspunkt genommen wird. 

Dies ist offenbar die umgekehrte Aufgabe, wie die eben be- 
sproehene. Die Gleichung der Centralaxe sei 

x f _ y g ^z h 
I m n ' 

worin (Imri) die Richtungscosinusse der Axe sind. V sei die Trans- 
lations-, & die Winkelgeschwindigkeit 

Wurde (fgli) zum Reductionspunkt genommen, so waren die 
Componenten der Translationsgeschwindigkeit ZF, mV, nV und die 
Componenten der Winkelgeschwindigkeit Z ? m&, nil. Daher sind 
nach 238, wenn man f, g, h statt x, y > & setzt, die Compo- 
nenten der Bewegung fur den Coordinatenanfang als Reductionspunkt 

u = IV Qi(mli ng), co z = Zifi, 
i) =^m V &(nf 111) y w y 
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245. Zusammeusetzuiig nnd Zerlegung von Schranbenftewegnngen. 

Geyeben $hid zwei Scltraiibenleicegungen; man soil sie in eine einzelne 
Schranlenbewegwig zusawmensetwi und itmgekehrt, wenn eine Scliraulen- 
leicegung geyeben ist, sie In ziuei zerlegen. 

In dem ersten Fall wiihle man einen passenden Reductionspunkt 
und geeignete Axen. Nach 244 findet man die sechs Bewegungs- 
cornponenten jeder Schraubenbewegung fur diesen Eeductionspunkt. 
Addirt man sie zu je zweien, so ergeben sich die sects Componenten 
der resultirenderi Schraubenbewegung und schliesslich aus 240 die 
Centralaxe, die Translations- und Winkelgeschwindigkeit der Schrauben- 
bewegung. 

Umgekehrt lasst sich eine gegebene Schraubenbewegung auf un- 
endlich viele Arten in zwei Sehraubenbewegungen zerlegen. Da eine 
Schraubenbewegung durch sechs Componenten fur irgend einen Re- 
ductionspunkt dargestellfc wird, so liabeu \vir bei den beiden Schrauben 
zwolf Grrossen zur Verfugung 7 von denen sechs erforderlicb. sind, um 
die beiden Schraubenbewegungen der gegebenen Equivalent zu machen. 
Es steht daher in unserm Belieben, wie *wir die sechs iibrigen Grossen 
Tvahlen wollen. 

So kann man als eine Schraubenaxe eine beliebige gegebene Linie 
wahlen mit irgend einer Translationsgeschwindigkeit langs derselben 
und einer willkuhrliehen Winkelgeschwindigkeit um sie. Die andre 
Schraubenbewegung findet man dann durch Umdrehung dieser an- 
genommenen und die Verbindung der so geanderten mit der ge- 
gebenen Bewegtmg. Dieser zusammengesetzten Bewegung ist die zweite 
Schraubenbewegung alsdann aquivaleni 

Oder man kann die Bewegung durch zwei Schraubenbewegungen 
clarstellen, deren Pteile Null sind, wobei dann noch die Axe der einen 
willkiihrlich wahlbar bleibt. Dies sind die conjugirten Axen ? von 
denen in 237 die Rede war. 

Die folgcnde Art, zicei Schrauberibewegwigen zusammenzusetsen, empfiehU sich, 
wenn der Iturzeste Abstand zioischen ihren Axen der Lage und Grosse nach be- 
kannt ist 

(o), ), (o', t>') mogen die Winkel- und Translationsgeschwindigkeiten der 
beiden gegebenen, (&, V* <ler resultirenden Schraubenbewegung sein. Durch Gleich- 
setzung der Invarianten ( 241) ergibt sich 



oj r C080 T 

worin Q die Keigung der Axen und r ihr kiirzester Abetand ist. Aus diesen 
Gleichungen Jolgt ii und V, 

Wir wollen zunachat zeigen, doss die Axe der resultirenden Schrauben- 
beicetfung <Zen Jctirzetfen Abstand AA' der Axen der gegebenen ScJvrauben recht- 
winkhg sehneidet. Ba die Centralaxe der auf irgend einen Eeductionspunkt uber- 
tragenen Resultonten von o>, o>' parallel iat, so muss diese Axe auf A A' senkrecht 
stehen. Da ferner AA* die Axen der beiden gegebenen Schrauben rechtwinklig 
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schneidet, so ist die Componente der Geschwindigkeit eines jedenPunktes von AA' langs 
A A Null und weil AA senkrecht anf der Centralaxe der resultirenden Schraube steht, 

so muss es auch diese Axe schneiden 
Schliesslich wollen wir zeigen, dass 
der Abstand | der Centralaxe der beiden 
Schraubenbeicegungen von dem filittel- 
purikt C des kurzesten Abstandts durch 

1 f 9 



/ c / 
^ & 



gegeben ist, wobet die positive Eichtung 
von nach der Axe von co hmgeht. 
Cr[ sei ein Loth auf die A A' und die gesuchte Centralaxe Oz enthaltende Ebene 
Setzt man die Componente der Geschwindigkeit von C liings GTJ in Folge der 
beiden Schraubenbewegungen derjemgen ? welche die Folge der resultirenden 
Schraubenbewegung ist, gleich, so erhalt man 

& = v sin y t) sin / rco cos y + ^ ri0 ' cos / 

worin y, y' die Winkel sind, welche die Axen AF> A F' der gegebenen Schrauben 
mit der Centralaxe Oz machen, Durch Zerlegung ergibt sich 

SI sin y = CD' sin 6 , & cos y oo + co' cos , 

il sin /== oo sin 6 , Q cos y' = co'+ co cos 

und endlich durch Substitution der Werthe von y, y das obige Besultat. 

246 Beispielc. Beisp 1 Der Ort der Punkte eines sich urn einen festen 
Punkt bewegenden KSrpers, welche in irgend einem Moment dieselbe resultirende 
Geschwindigkeit haben, ist ein Kreiscylinder. 

Beisp. 2 Von einem festen Punkt warden Eadienvectoren gezogen, die 
der Eichtung und GrSsse nach die Geschwindigkeiten aller Punkte eines in Be- 
wegung befindlichen starren KSrpers darstellen; man beweise, dass die Endpunkte 
dieser Radienvectoren in irgend einem Augenblick in einer Ebene liegen 

[Coll. Exam.] 

Diese Ebene steht offenbar senkrecht auf der Centralaxe und ihr Abstand 
von misst die Geschwindigkeit langs dieser Axe. 228, Beisp. 1 

Beisp. 3. Der Ort der Tangenten an die Bahnen der verschiedenen Punkte 
derselben Geraden bei der Momentanbewegung eines KSrpers ist ein hyperbolisches 
Paraboloid. 

AB sei die gegebene Gerade, CD die zu ihr conjugirte Die Punkte von 
AB drehen sich um CD and daher gehen die Tangenten s&mmtlich durch zwei 
Gerade, namlich durch AB und seine folgende Lage A' B' und sind auch sammt- 
lich einer Ebene parallel, die senkrecht auf CD steht. 

Beisp. 4. Ein K5rper unterliege einem Zwang, der zwei Bewegungen A und 
B zulSsst, von denen jede durch eine Schraubenbewegung dargestellt werden 
kann und m t m' seien die Pfeile der Schrauben. Der KQrper muss dann eine 
Schraubenbewegung zulassen, die aus unbegrenst kleinen Rotationen codt, co'dt 
um die Axen dieser Schrauben zusammengesetzt ist, die selbstverstandlich von 
den Translationen modi, m'afdt begleitet sind. Man beweise, (1) dass der Ort 
der Axen aller dieser Schrauben die Flache ^(ap + y*) = 2axy ist. (2) Wenn 
dem KSrper eine Schraubenbewegung langs einer Brzeugenden dieser Flache 
mitgetheilt wird, so ist ihr Pfeil C + a cos 20, worin c eine Constante ist, 
die fur alle Erzeugungenden dieselbe bleibt und 6 den Winkel zwischen der 
Erzeugenden und der inAxe bedeutet. (3) Die GrBsse und Lage der Flache 
werde so gewahlt, dass die beiden gegebenen Schrauben A und B mit ihrem 
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riehtigcn Pfeil auf dor F]'<iche liegen; man zeige, (lass nur eine FliLche gezogen 
werilwn kann, (lift zwui gegebene Sckraubcn enthiilt. (4) Ximmt man irgend drei 
Schrauben df-r Fllicbe und vemickt einen Korper derart, dass man ihn langs jeder 
pinen kl^inen Winkel beschreiben lut^t, der dem Sinus desWinkels zwischen den 
balden undera proportional ist, JSQ uimmt der Korper nach der letzten Verruckung 
wilder <lit*selbe Lage ein, die er vor der erdten hatte 

Ditve Fliiche Lat Sir K Ball, dem man die obigen vier Siltze verdankt, 
Cylhulroid geuannt, 

BfMfp 5 Eine Momontanljpweg^mg iflt durcli die Trani?lationsgsehwindig- 
keit^n (?(, r, u') langri dur Coordinatenaxen und die "Wmkelgescnwindigkeiten 
< cti x , 00, , oo,") um sie gugoben Man soil sie durch zwei conjugirte Winkel- 
gesch-windigkeiten darstellen, von denen eine um die willkurliche G-erade 



stattfindet 



Ist & die "\Vinkelgeschwindigkeit um die gegebene Axe, so hat man 

ft $ > '* 

^ -Ji : = lu + mv -j- u- fl3 z , GJ^, a). , 

?, wi, i I 

worin (I, m^ n) die augenblicklichen Richtungscosinusse sind 
Dif Gleichungen fw- die conjugirte Axe sind 



y)v+ (h 



Diese allgemeinen Gleicbungen vercinfachen sich, wenn die apeciellen Um- 
dt'B Problems s erlauben, die Coordinatenaxen so zu wJLhlen, dass einige 
Confitanten Nnll werden So ist z. B., wenn man die Centralaxe der Momentan- 
bewf'gung zur ^-Axe und den kurzesten Abstand z-wiachen ihr und der gegebenen 
Gpraden zur C-Axe nimmt , s= , ^==0, 0^ = 0, o) y = 0; <;=0, 7t = und 



Die erste Gleicbung erhd.lt man auf die in 245 angegebene Art. Man drehe 
Q um und verbinde ew mit der g-egebenen Bewegung; die Invariante dieser zu- 
sammengesetzten Bewfgung verschwmdet alsdann Hat man die Winkelgesdxwindig- 
keit & auf <liese Weise gefunden r so ist die conjugirte Axe die Centralaxe der 
zusammengeseizten Bewegung und wird wie in 245 ermittelt. Soil aber die con- 
jugirfr Axe unabhungig yon & gcfunden werden, so kann man die zweite und 
dntte Gleichung benutzen. 

Die zweite Gleichung ergibt sich daraus, dass die Bewegungsrichtung eines 
Punktes der eonjugirten senkrecht zur gegebenen Axe ist. 

Die dritte liisst sich daraus ableiten, dass die Bewegungarichtung auch senk- 
recht anf der Geraden steht, die den Punkt mit (/", 0, h) yerbindet. 

Diese Eesultate gelten scheinbao: nicht, wenn die gegebene Bewegung und 
die gegebene Axe derart sind, dass das aus der ersten Gleichung gefundene & 
unendlich gross wird 

Es ist dies jedoch nur ein Grenzfall Man sieht leicht, dass sowohl der 
zweiten ale der dritten Gleichung genugt wird, wenn man # = /'-f-7 7 y = g-\-int, 
z = h-^~nt aubstituirt, d. h, die conjugirte Axe isillt mit der gegebenen zusammen. 
Wenn &' die Winkelgeschwindigkeit um die conjugirte Axe bezeichnet, so sind & 
und SL' zusammen der resultirenden Winkelgeschwindigkeit der gegebenen Be- 
wegung Equivalent; daraus folgt, dass A' ebenfalls unendlich gross ist. In diesem 
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Grenzfall wird also die Bewegung durch zwei unendlich grosse entgegongesetzte 
Winkelgeschwindigkeiten um zwei zusammenfallende Axen dargestellt 

Ein anderer Grenzfall ist der, in dem die gegebene Axe der Central axe der 
gegebenen Bewegung parallel und die Invanante der Bewegung nicht Null ist 
Alsdann sind Z, i, n proportional oo^, eo y , o, und die zweite Gleichung stellt 
cine Ebene im Unendlichen vor. Die conjugirte Axe liegt daher im Unendlichen 
und die Winkelgeschwindigkeit um sie ist Null. 

Noch ein dritter Grenzfall existirt, wenn namlich die Invariante der ge- 
gebenen Bewegung Null ist Ist die gegebene Bewegung eine einfache Rotation 
um eine Axe, sagen wir Oz, und ist die gegebene Axe nicht parallel Os und 
schneidet es auch nicht , so ist Q = und die conjugirte Axe fiillt mit Os zu- 
sammen. Ist die gegebene Axe parallel Os oder schneidet es , so kann SI jeden 
Werth haben und die conjugirte Axe ist die resultirende Axe der gegebenen Ro- 
tation und des umgedrehten & 

Ist die gegebene Bewegung eine einfache Translation parallel einer Axe Os 
und steht die gegebene Axe nicht senkrecht auf Oz, so ist & = und liegt die 
conjugirte Axe im Unendlichen. Steht dagegen die gegebene Axe senkrecht auf 
Oz 1 so kann & jeden Werth haben und die conjugirte Axe findet man wie zuvor- 
siehe 234 

Bei der analytischen Behandlung dieser Grenzfalle wird es gut sein, die Axen 
so zu wahlen, dass die oben angegebenen Vereinfachungen eintreten kQnnen. 

Beisp. 6. Steht die eine conjugirte Axe einer Momentanbewegung senkrecht 
auf der Centralaxe, so schneidet die andere sie und umgekehrt. Lauft die eine 
conjugirte Axe der Centralaxe parallel, so liegt die andere in unendlich grosser 
Entfernung und umgekehrt. 

Beisp. 7 Ein Eorper wird von irgend einer Lage im Raurn in irgend eine 
andere bewegt und jeder Punkt des Korpers in der ersten Lage mit demselben 
Punkt in der zweiten Lage verbunden Alle so gefundenen Geraden, welche durch 
einen gegebenen Punkt gehen, bilden einen Kegel zweiten Grades Ferner bilden 
die Mittelpunkte aller dieser Linien einen Korper, der im Stande ist, eine unend- 
lich kleine Bewegung zu machen und zwar jeder Punkt langs der Linie, auf 
welcher er liegt. Cay ley's Report to the British Assoc., 1862. 

247 Charakteristik nnd Focus. Wenn die Momentanbewegung eines 
KSrpers durch zwei conjugirte Rotationen um zwei zu einander rechtiuinklige Axen 
dargestellt wird, so kann man durch jede Axe eine Ebene legen, die auf der 
andern senkrecht steht. Die in der Ebene liegende Axe nennt man die Charakte- 
ristik dieser Ebene und die zu der Ebene senkrechte Axe schneidet sie in ihrem 
Focus. Die beiden Namen riihren von Chasles her, Coinjfies Rendus, 1843. 
Auch von den folgenden Beispielen sind einige von ihm, jedoch ohne Beweise. 

Beisp. 1. Man zeige, dass jede Ebene eine Charakteristik und einen Focus hat. 

Die Centralaxe schneide die Ebene in 0. Man nehme die Componenten der 
Translations- und Winkelgeschwindigkeit in den beiden Richtungen Ox, 0$, von 
denen die erste in der Ebene liegt und die zweite senkrecht auf ihr steht Die 
Translationen langs Ox, Oz kann man entfernen, wenn man die Rotationsaxen 
parallel zu sich selbst nach 234 verschiebt. Auf diese Art wird die Bewegung 
durch eine Rotation um eine in der Ebene liegende Axe und eine zweite um eine 
Axe, die senkrecht zu ihr ist, dargestellt. Es folgt daraus auch, dass die Cha- 
rakteristik einer Ebene der Projection der Centralaxe auf sie parallel ist. 

Beisp. 2. Wenn eine Ebene in dem KSrper festliegt und sich mit dem 
Karper bewegt, so schneidet sie ihre folgende Lage in ihrer Charakteristik. Die 
Components der Geschwindjgkeit eines Punktes P der Ebene senkrecht zur Ebene 
ist seinem Abstand von der Charakteristik proportional und die in der Ebene 
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lifgende Coiaponente ist Jem Ab.stand 7om Focus proportional und steht senk- 
recht auf die^eiu Abstand. 



"\Vonn zwei conjugirto Axen eine Ebene in J? und G- schneiden, 
gelit J* T # durch den Focus. Wenn ferner zwei conjugirte Axen auf eine Ebene 
prujicirt werden, FO treffen fie s>ich in der Charakteristik der Ebene 

Beisp. 4 "Wenu sich zwei Axfcn C3I, <7JV iin I'unkt (7 schneiden, so liegen 
Hire conjugiripn Axen in eiuer Ebene, deren Focus C iat uiid treffen sicb in dem 
Focub der Ebene CMN. 

Es folgt dies damns, dass die Bewegtmgsrichtung eines jeden Punktes einer 
Creraden, die erne A^e schneidnt, nur dann senkreeLt zur Geraden ist, wenn sie 
aucb die conjugirte Axe trifl't 

Beisp. 5 Sind zwei beliebige Axen und ilirp conjugirten Axen gegeben, so 
liegen die vier Geraden auf deniselben Hyperboloid 

Beisp 0. Die Momentunbewegung eines Kurpers ist durcli die Translations- 
untl Winkelgehchwindigkeiten (, r, w), (cD l5 &, CD^) gegeben; man beveise, dass 
die Charukteriatik der Ebene 

As + y+ Oz + D = 
die Durch^ehnittslime derselben mit der Ebene 

A(u + oijj s co s y) + B(o -f 6) s i6 j oijj r) + C(w + 6?^ fl? 2 a:) = 
ist und dadd sich ihr Focus aus 

it + to^z o s y _ r - 



Denn die Charakteristik 1st der Ort der Punkte, deren Bewegungsrichtungen 
senkreclit zur Nonnalen auf die Ebene aind und der Focus ist der Punkt, dessen 
Bewegungarichtung senkrecht auf der Ebene stekt. 

Was wird aus diesen Gleichungen, wenn die Centralaxe die 2 -Axe ist? 

Beiap 7. Der Ort der Charakteristiken der Ebenen, die duroh eine gegebene 
(jerade gehen, ist ein einschaliges Hyperboloid; dabei ist der kiirzeste Abstand 
zwischen der gegebenen Geraden und der Centralaxe die Richtung eines Haupt- 
durchmebscrs und die beiden andern Hauptdurchmesser halbiren den Winkel 
zwiachen der gegebenen Geraden und der Centralaxe und seinen Nebenwinkel. 
Man beweisc aucli, dass der Ort aller Foci der Ebenen die aur ^egebenen Geraden 
conjugirte Axe ist. 

Beidp 8. Irgend eine Flache A liege in einem K5rper fest und bewege 
bich mit lion; die Normalebenen auf die Bahnen aller ihrer Punkte bilden die 
Enveloppe einer zweiten Flacbe B. Man beweise, dass, wenn die Fl'ache B in 
dem Korper festgelegt wird und sich mit inm bewegt, die Normalebenen auf die 
Bahnen ihrer Punktti die Enveloppe der Flache A bilden, so dass also die 
Fl&chen A und B conjugirte Eigenschaften besitzen, indem jede Flache der Ort 
der Foci der Beruhrungsebenen an die andre ist, Man beweise, dass wenn die 
eine Flache eine Flache zweiten Grades ist, es dann auch die andre ist 

Sich bewegende Azen mid die Enler'schen Gleiclmngen. 

248. In 230 ist gezeigt worden, dass sich die in der Zeit dt er- 
folgende Verrdekung eines Korpers, der sich urn einen festen Punfcfc be- 
wegty durchDrehung des Korpers um drei Gerade OA, OB, 00 construiren 
lasst y wobei der Korper gewisse Winkel m^di, &*dt, & & dt besckreibt. Ebenso 
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lasst sicli die Verriickung wahrend des nachsten Zeitintervalls fit da- 
durch darstellen, dass man den Korper um drei andre Grerade OA, OB', 
OG' rotiren und dabei gewisse andre Winkel o^dt, a* 2 'dt, o/dt be- 
schreiben lasst. Wenn die beiden Axensysteme unendlich nahe bei- 
einander liegen und die Bewegung des Korpers stetig ist, so unter- 
scheiden sich die Winkelgeschwindigkeiten co/, etc. von eo' etc. nur 
durch unendlich kleine Grossen. Die Bezugsaxen heissen in diesem 
Fall sich bewegende Axen. Man beachte, dass & s dt den Rotations- 
winkel um 00 nicht in Bezug auf die sich bewegende Ebene, die OA 
und OC enthalt, misst, sondern in Bezug auf eine im Raum fest- 
liegende Ebene, die durch die momentane Lage von OC geht. 

249. O x , O y , O s seien die rechtwinkligen im Raum festliegenden 
Axen und & x , & y , co~ die Componenten der Winkelgeschwindigkeit 
eines Korpers zur Zeit t. OA, OB, C seien drei rechtwinklige Axen ; 
die sich um den festen Punkt bewegen und GJ I? G7 2; co 3 die Componenten 
der Winkelgeschwindigkeit desselben Korpers zur selben Zeit. Fallen 
die beiden Axensysteme der Lage nach zur Zeit t zusammen, so ist 
cjj = (o x , o>2 =^ coy, o) 3 = G) Z ] zur Zeit t + dt haben sich aber die 
beiden Systeme getrennt und man kann nicht langer behaupten ? dass 
co 3 -{ ^#3 = co 5 + dco s ist. 

Wir wollen nun zeigen ; dass bis auf kleine Grossen hoherer Ordnung 
d(o s = da) 2 ist, wenn die sicli lewegenden Axen im Korper festliegen. 
OR, OR' seien die resultirenden Rotationsaxen des Korpers zu den 
Zeiten t und t + dt, d. h. eine Rotation &dt um OR bringe den 
Korper in die Lage, in welcher OC mit Os zur Zeit t zusammenfallt 
und eine weitere Rotation &'dt um OR' bringe den Korper in die 
benachbarte Lage zur Zeit t -f- dt, wahrend in demselben Zeitintervall 
dt sich OC in die Lage OC' bewegt. Nach der Definition des 
Differentialquotienten ist dann 

' cos R'C' Q 



co. T . 
- = Lua - 



dt 



dt -- 

Die Winkel RC und R0 sind nach der Voraussetzung gleich. Da 
in dem Korper festliegt, so macht es wahrend der Drehung des 
Korpers um OR r einen constanten Winkel mit OJi f \ daher sind auch 
die Winkel R'C f und R'z gleich. Mithin sind die Differentialquotienten 
ebenfalls gleich. 

250. Der vorstehende Satz ist der specielle Fall eines Funda- 
mentaltheorems der Theorie sich bewegender Axen. Das letztere all- 
gemeine Theorem gilt nicht nur fur Wirikdgeschwindigkeiten, sondern fur 
jeden Vector oder jede RiektMngsgrosse, die dem ParaUelogrammgesetz 
unterworfen ist, 

Bouth, Dynamik. X. 
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Nacli 215 dreht sich das bewegliehe Axensystem uin eine Mo- 
mentanaxe mit finer Wlnkelgeschwindigkeit, die 9 heissen inag. 1? 8 ,03 
seien die Coraponenten von urn die Axen OA, 
OS, OC. In der Figur steUt dann fl, die Ge- 
schwindigkeit dar, mit welcher sich ein jeder 
Punkt des Kreisbogens SC liings dieses Bogens 
\t; bewegt, 6*> diejenige, rait welcher sicli ein Punkt 
\ vou CA liings CA bewegt u. s. f. 
\ F,, 7 r J? F. und Fj. y F w? F r seien die Compo- 

^ A uenteu eines Vectors hi Bezug auf die beweglichen 
-^ * ^" AxeB OJ ; 01? ; OCbez. auf die festen Axen Ox, 

Oy, Oz. a, ]3 7 y seien die Richtungswinkel von 
z gpgeu 0^4, 05, 6'; es ist dann F= F-L cos a + F 2 cos jS + F 3 cos y und 



so 



* 1 

FaDfc die Axe 0$ zur Zeit ^ mit OC zusammen, so ist ax ? 
= ~x = und daher 



.7 

-JT 1st aber die Winkelgeschwindigkeit ; mit welcher sich die Axe OA 
von der momentan init OC zusammenfallenden festliegenden Geraden 
Oz entfernt; es ist daher ~ = 6 Z und ebenso - = r Man 
erhiilt mithin 

2I*~2I* V A 4- F 
d* *~ ds x 3 ^ - 1; 

und ahnlicli 

~ ~~~ " ~ L ~' 



Ist der Vector F die resultirende Winkelgeschwindigkeit 1 eines 
Korpers um die Momentanaxe (233)^ so ist V^&i, F 2 =G3 2? F 3 = cj 3 
und Fi = * F = CD F c = CD,. Es wird somit 



Liegen die beweglichen Axen im Korper fest ; so haben sie dieselbe 
Momentajoaxe wie der Korper; es ist also 6 = Si und daher auch 

(2O) JJ-Q 

B l w 1? fl a = cjjj. Daraus folgt dann sofort -^~ == -^- 

251, Wir wollen noch ein zweites Beispiel geben. # ; y, ^ 
seien die Coordinaten irgend eines Punktes G, z. B. des Schwerpunktes 
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eines sich bevegenden Korpers und mogen sieh auf die beweglichen 
Axen OA y OB, 00 beziehen. u, v, tu seien die Componenten der 
Geschwindigkeit von G parallel zu diesen Axen und X, Y, Z die 
Componenten der Beschleunigung. Da sowohl die resultirende Ge- 
schwindigkeit als die resultirende Beschleunigung Vectoren sind, so ist 



Diese Resultate werden spater von Nutzeu sein. 

Der hier gegebene Beweis dea Fimdamentalttieorems fiir bewegliche Axen 
berulit auf der Methode, die Prof Slesserin dem Quarterly Journal, 1858 angewendet 

hat, um zu beweisen, dass -~ = -=^- ist. Einen zweiten sehr einfachen Beweis 

dt dt 

findet man in dem Eapitel fiber bewegliche Axen im A.nfa.Tig des 2. Theiles dieses 
Buches. 



252. Eider's dynamische Gleichungen. Man soil die 
BewegungsgleicJmngen eiiies JZorpers bestimmen, welcher sich um einen 
festen Punkt bewegt. 

Xj y, seien die Coordinaten eines materiellen Punktes m auf 
im Raum festliegende Axen Ox, Oy, Os bezogen. Nimmt man die 
Momente um die 5f-Axe, so erhalt man nach D J Alembert's Princip 



Sind <o x , <x>y, & g die Winkelgescliwindigkeiten des Korpers um 
die Axen ; so ist 

dx dii dz 

=G>y0 ^y, -JL = a zX a> x0y = & x y OyX. 

Daher 



Diese Werthe sind nun in die Momentengleichung einzusetzen. 

Es seien CD I? <o 2? &$ die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um 
drei rechtwinklige im Korper festliegende Axen OA, OB, 00 und 
diese Axen mogen zur Zeit t mit den im Raum festliegenden zusajnmen- 

fallen. Alsdann ist* o x = c 1; etc. und nach 249 7 -^ = -j, etc. 

Bei der Benutzung von Axen, die im Korper festliegen, hat man 
den Yortheil, dass die Tragheits- und Deviationsmomente Constante 



228 Kujatfcl V WP Bev'gung <turr^r Knrper im Kaum von drei Dimensionen 

siod. WJihlt man dann feruer zn diesen Coordinatenaxeu die Haupt- 
axen fiir den iesten Purikt, so konnnt uoch die Vereinfachung hinzu ; 
duss alle Deriationsmomente Xull werden. Substituirt man nun die 

WertliH von 4"V, -n? ' m ^ ie Moinenteugleichung, so kann man also 
t/ 1 " dt" 

alle Grlieder in der Gleichung fiir -^, die nicht \j und in der fiir 
'1'$^ j ie nicht x enthalten, ^veglassen. Man erhalt auf diese Weise 



Sind A, jy ; C die Haupttragheitsmoinente fur den fasten Punkt 0, 
so wird 

0^-(JL JBjOidg .V 
und liimlich 

A ( S 



Diese Gleichungen lieissen die Eiiler'schen dynamisclien GleicJiungen. 

253. Wir wissen, dass nach. dem D'Alembert' schen Princip das 
Moment der Effectivkraffce um eine Gerade dem der gegebenen Krafte 
gleich ist Aus den Euler'schen Gleichungen ergiebt sich daher, 
dasx dip Momenta for Effertivkraft? nm dip Hauptaxen fiir dm festen 
Piwkf (lurch die Ihikrn Sriten dteser Gldchmgm ausgedruckt werden. 
Liegt kein Punkt des Korpers im Raum fest, so ist die Bewegung 
des Korpers um seinen Schwerpunkt dieselbe ? als lage dieser Punkt 
fest. Wenn dann A ? S } C die Hauptmomente fur den Schwerpunkt 
bedeuten, so lief era die linken Seiten der Euler'schen Gleichungen die 
Momente der Eftectivkrafte um die Haupfcaxen des Schwerpunktes. Das 
Moment um eine andre durch den festeu Punkt gehende Gerade lasst 
sich dann einfach dadurch ermitteln, dass man diese Momente nach 
den Gesetzen der Statik zerlegt. 

Beisp 1 Ibt i3 T Ac*!* + B^ + &<*>&*! & das Moment der gegebenen 
Krafte um die Momentanaxe und & die resultirende Winkelgeschwindigkeit, zu 

dT 
beweisen, dass -JT- G& ist. 

Boisp. 2. An einem KGrper, z. B. der Erde, der sich urn einen festen Punkt 
dreht, greifen Kraffce an, wie die Anaiehung der Sonne und des Mondes, die eine 
Eotiition nm eine zur Momentanaxe aenkrechte Axe hervorzubringen suchen. Man 
dasft die WinkelgeBchwindigkeit nur dann gleichfSrmig sem kann, wenn 
ni d<r Haupttraghfitsmomente fur den festen Punkt gleich sind Die Axe, um 
loht' die Krilffce eine Drehung hervorzubringen suchen, ist diejenige, um welche 
der Kr>n>*'r, wenn (>r sich in Ruhe befilnde, zu rotiren anfangen wurde. 
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254. Mem bcstimme den Druck auf den fcsten Punld, 
# ? y, seien die Coordinaten des Schwerpunktes; sie mogen auf recht- 
winklige im Raum festliegende Axen bezogen werden, die sicli in dem 
festen Punkt sckneiden und P, Q, R seien die Componenten der Druck- 
krafte im festen Punkt auf den Korper in der Richtung der Axen. 
Versteht man unter ^ die Masse des Korpers, so erhalfc man 



und zwei ahnliche Gleichungen. 

d^x 

Driickt man -r^ durch & x , & y , co~ aus und substituirt ? so erhalt 
man weiter 



[cl to do),, 

-jf- V -jf 



mit den entsprechenden beiden andern Grleichungen. 

Lassen wir nun die im Raum festliegenden Axen in dem be- 
trachteten Moment mit den Hauptaxen fur den festen Punkt zusamoien- 

cl(0 C?CD __ 

fallen, so konnen wir fiir -jj- und -^ die Werthe aus den Euler'sclien 
Gleichungen' substituiren, Es wird dann 



mit ahnlichen Ausdrucken fur Q und E. 

% 255. Beisp. 6r sei der Schwerpunkt des Korpers; man zeige, dass die 
Ausdriicke auf den linken Seiten der Grleiclmngen, welche die Dnickkraffce auf 
den festen Punkt angeben, die Componenten zweier Eraffce sind; die eine, &*>GrH, 
ist parallel zu GH, einemLoth auf der Momentanaxe OJ T unter 1^ die resultirende 
Winkelgeschwindigkeit verstanden; die andre, &*-G-K, ist senkrecht zur Ebene 
OGK, wenn GrK normal auf der Geraden OJ steht, deren Richtungscosinusse 

~ ~^ ffl 8 "i i ^ ffl i ^a proportional sind und &' 4 die Summe 



-r 

J3. 

der Quadrate dieser Gr5ssen bedeutet. 

256. Euler^ geometrische Gleichungen. Man lestimme die 
geometrischen Gleichungen, tceldie die Beivegung des Korpers im Eaum 
mit den Winkelgesclncindigkeiten des Korpers im drd lewegliclie Axen 
OA, OB, OC verbinden. 

Man nekme den festen Punkt zum Centrum einer Kugel, deren 
Badius die EinJieit ist; Xy T, Z und A } B, seien die Punkte ; in welchen 
die Kugel von den festen bez. den beweglichen Axen gescknitten word. 
ZC und BA oder ihre Verlangenmgen mogen sich in E treffen, Es 
sei der Winkel ZZO ^, ZC= 6, ECA = <p; man soil die geo- 
metrischen Beziehungen zwiscten 6, g?, ^ und o 1? o 2; co s bestimmen. 
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Ziehe ON senkrecht zu OZ. Da # der Winkel ist, den die Ebene 
CO Z mit der im Raum festliegenden Ebene XOZ bildet, so ist die 

Geschwiudigkeit yon C senkrecht 

zur Ebene ZOO gleich CN^, 

was dasselbe ist wie sin fl - , 

weil der Radius OC der Kugel 
der Einheit gleichkommt. Die 
Geschwindigkeit von C langs 

ZC ist ferner ^- Die Be- 




wegung von C wird daher durch 
-=T und sin 6 - langs ZC bez. 

senkrecht dazu dargestellt. Die 
Bewegung von C wird aber auch 
durch die Winkelgeschwindig- 
keiten o^ und a> 2 langs BC bez. 

ausgedrtickt. Diese beiden Darstellungen derselben Bewegung 
miissen daher Equivalent sein. Die Componenten langs ZC und senk- 
recht dazu ergeben daher 

dB 

= co-t sin <p + co 2 cos 9 

siu 6 -37 coj cos 9 -f- G?<> sin <p 
und ahnlich die Componenten langs OS und (Li 

r/0 . dty . . 

Wj = -y sui 9 -, - sin a cos 9 

<a, = ^T cos <p + -5? sin 6 sin a? 
dt ^ * dt y 

Diese heiden Gruppen von Gleichungen sind identisch; die eine 
liisst sich aus der andern durch algebraische Umformung ableiten. 

Auf dieselbe Art, indem man ein Loth von E auf OZ fallt, lasst 
sich zeigezi, dass die Geschwindigkeit von E senkrechj; zu ZE gleich 

-jT sin ZE ist, was dasselbe ist wie -^ cos 6. Die Geschwindigkeit von 
A in Bezug auf E langs EA ist ebenso -* sin C A und dieses ist 



dasselbe wie ~ 

eft 



Die ganze Geschwindigkeit von A im Eaum langs 

AS wird daher durch ^r cos ^ + ^f dargestellt. Diese Bewegung 
wird aber auch durch o 3 ausgedrEckt. Wie zuvor mfissen die beiden 
Darstellungen derselben Bewegung Equivalent sein. Man erhalt daher 



Die Euler'schen Gleichungen ( 256258). 231 

Hatten wir in aluoliclier Weise die Bewegung eines andern Punktes 
des Korpers, z. B. S 9 sowohl durcb a> 17 o 2 , o 3 , als durck ; cp, ip aus- 
gedrtickt, so batten wir andre Gleichungen erbalten; da wir aber nicht 
melir als drei voneinander unabbangige Relationen erhalten konnen, 
so waren wir nur zu Gleichungen gekommen, die algebraiscbe Um- 
fornmngen der friiberen sind. 

257. Manchmal 1st es nothig, die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers 
um die festen Axen OX, Y, OZ durch 0, cp, ip auszudrucken. Das kann auf folgende 
Art geschehen. co^., oo y , co g seien die Winkelgescliwuidigkeiteii um die festen 
Axen, SI die resultirende Winkelgesahwindigkeit Geben wir dem Eaum und auch 
dem Korper ausser seiaer thatsachlicben Bewegung noch eine WinkelgesclrsTiadig- 
keit ift um die resultirende Rotationsaxe , so werden die Axen OA, OB, 00 
zu festliegenden Axen und die Axen OX> OY, OZ bewegen sich mit den Winkel- 
geBchwindigkeiten oo^, o co s . Wenn wir daher in den obigen Formeln 
<p joit ^ e mit 6, tff mit 9 vertauschen, so wird co l7 ca a , co s zu & x , 

co to und wir erhalten 
y * 

dO . . dm 



d9 . dtp . . . , 

-= cos ty -\- -~ sin sm ip, 
dt dt 

dtp . , dib 

- 



258 Beisp 1 jp, q, r seien die Richtungscosinusse yon OZ in Bezug 
auf die Axen 0-4, OP, 0(7; man zeige, dass man zweien der Euler'schen 
geometrischen Grleichungen die symmetrische Form 

^f ~ 2 3 + ro>s = 0, || r^ + po>s = 0, po> 9 + q^ =* 

geben kann. Die letzte Gleichung kann man durch Differentiation der letzten 
der drei Beziehungen 

p = ain cos qp, q_ = sin B sin cp , r cos 

^7 A 

und Substitution des Werthes ron -r- aus 256 erhalten. Die andern lassen 

at 

sich nach den Begeln der Sjmmetrie ableiten. 

Beisp. 2. Man beweise, dass die Bichtungscosinusse einer der beiden Gruppen 
der Enler'schen Axen in Bezug auf die andre durch die Formeln 

cos X A = sin iff sin <jp + cos ip cos cp cos B "j 
cos YA = cos iff sin qp -J- sin TF cos cp cos d > 
cos ZA = sin cos 9 J 

cos XB = sini/> cos qp cos y sin qp cos j 
cos YB = cosi/> cos qp sin -^ sin qp cos 9 1 
cos ^JB = sin B sin qp j 

cos XC *= sin & cos V> 1 
cos y (7 sin 6 sin ^ | 

cos ZC = cos a J 

gegeben sind. 

O 
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Um difi divi ersten zn bowei^n, verlangerp man XY bis es AB in M 
srhnouM; w ^t <lnnn I!*T Wmkel XJ/-J. = 0, J/Y=^, J/X = 90 + y 9 
31 A On 93. Dan zweite System lubbt sich aus dcm ersten ableiten, indem 

man qp + ^ 'tatt 9 setzt 

Diffl* 1 Iif^-ultate wind hi^r zum Nachsrhlagen zusammengestellt, da sie bei 
d^n Probli'nifn dor hohcreii Dynamik yon Nutzen Bind 

259 Offfnltsir kann man, slatt die Bexregung des Korpers auf die Haupt- 
axon fiir iln fasten Punkt zu liezi^hen, ^vie es Euler getlian hat, beliebige in 
dt-m KOrper t''htlieg< j n(le Axcn bonutzen. Sie machen aber im Allgemeinen das 
Yerfahirn so complicirt, das- <if fa&t nutzlos sind Wenn jedoch ein Korper 
kl j in<i hJeh^iiiguugen nm einen test(, j n Punkt macht, so dass drei rechtwinklige 
in ik'iu Kur]jt:r i'e^tliogendt* Axun ^i'h niemals \veit yon drei im Raum festen Axen 
fiitiV'nien , so ist ^ oft von Vortlieil, die Beweg-ung auf sie zu beziehen, auch 
w^nii -lie k^iiiH Hauptaxun Kind In dieeem Fall sind o^ , co 2 , o> 8 kleine Grdssen 
mid ihrt^ Produiite und Qua,drtiti i kunnen Ternachlassigt werden Die allgemeine 
y' 252 reducirt t-ich al.sdann auf 



worm flip CoellUcicntpn die ga \vubnliche, ihnen in Kap I gegebene Bedeutung 
haben. Wir erhalten so drei Gleichangen ersten Grades, die man auf die folgen.de 
Art sehreibon kann 



fc? 2CO. fentrifn^ale Krafte. Aus den Euler'schen Gleichungen geht hervor, 
da^ <litt ganzen Acndurungen der w^ ca a , o3 s nicht lediglich der directen "Wirkung 
dir Krafte, riondern zum Theil auch den centrifugalen Kraften der materiellen 
I'unkte zu veidank*n sind, die hich TOII der Axe, um welche sie rotiren, zu ent- 
iernvn *-uchen. Denn man nehme z B. die Gleichung 

da s N . AB 

~df^'c + c^ 03 ^' 

Von deiu Zuwachs (7o) s in der Zeit dt ruhrt der Theil ^ dt von der directen 

Wirkung der Krufte her, deren Moment N" ist, und der Theil A ~~^ B ^ o> a dt von 
den Centrifugalkraften. Es liisst sich dies auf folgende Art beweisen 

Da* Moment der centrifugalen Krdfte ewes Korpers, der um erne Axe 01 
wit der WmMgeuchtandigkeit a rotirt, um die Axe Oz ist (A B) e^ o 2 . 

P Bei die Lage eines materiellen Punktes m und x, y, z seine Coordinaten 
Dunn iKt as OR, y *. RQ, s = QP PS sei ein Loth auf 01, OS = u und 
P*S' = r. Die Centrifugalkraft des materieUen Punktes m ist dajin o> a rm die von 
01 wegstrebt 7 

Die Kraft aVm iat offenbar den m'er Kraffcen a*xm, o>*ym, a>*0m und 
- O)MW aiiuivalent, die an P paraUel zu x, y, z bez. u angreifen. Das Moment 
von w*.zw um Os let m*xym, wahrend <o*y<ni dasselbe Moment mit dem ent- 
gcg^ngeaetzten Vorzeichen hat und das Moment von v*8W, um Oz NuU ist. Sie 
bringen daher keiae Wirkung hervor. 
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Die Kraft a*um parallel OJist den drei Kraffcen toto^im, a>to z um, 
mm s wm aquivalent, die an P parallel zu den Axen angreifen unrl ihr Moment 
um Oz ist offenbar coum(co 1 y o> a as). Da nun die Bichtungscosinusse von 01 

. , sind. so erhalt man durch Projection 

CD CO CO J 

der gebrochenen Linie #, $/, g auf 01 
u = ^&-\-^ ?/+ 

CD CO J CO 

und durch Substitution dieses Werthes von u das 
Moment der Centrifugalkrafte um Os 




Schreibt man S vor jedes Glied und nimmt an, die Axen der x^ y, z seien Haupt- 
axen, so wird das Moment der Centrifugalkrafte um die Hauptaxe Oz 

= ojj co 2 2m(y* a? 2 ) = cox co s (J. JB) 

Die Moments der Centrifugalkrafte um die Hauptaxen des Korpers mo'gen 
mit J7, M', N' bezeichnet werden, so dass 

U = (B C] co 2 co s , M' = (6 r 



ist und G sei ihr resultirendes Paar. Das Paar G Jieisst dann in der Hegel das 
Centrifugalpaar. 

Daraus, dass U c^ + M ' c a + tf s = ist, folgt, dass die Axe des Centri- 
fugalpaares auf der Momentanaxe senkrecTit steht 

Man beschreibe das Tr'agheitsellipsoid for den festen Punkt und die 
Momentanaxe moge seine Oberflache in I schneiden OH sei ein Loth von 
auf die Beruhrungsebene in I. Die Bichtungscosinusse von OH sind Aco^, l?co 2T 
<7co 8 proportional. Daraus, dass Aco^IS + B(o z M' -\- Oco s ^7"'= ist, folgt, dass 
die Axe des Centrifugalpaares rechtwinklig auf dem Loth OH steht. Die Ebene 
10 H ist daher die Ebene des Centrifugalpaares 

Ist fi& a das Tragheitsmoment des KSrpers fur die Momentanaxe, so erhalt 

4 

man W^-fij* un< ^ ^ T=B= ^^ 2c 2 ^ 8 doppelte lebendige Kraft des Kc5rpers. Es 



lasst sich dann leicht zeigen, dass die Grosse des Centrifugalpaares G = 
ist, wenn cp den Winkel 10 H bedeutet. 

Das Paar erzeugt eine Winkelgeschwindigkeit von bekannter GrrSsse um den 
Diameter seiner Ebene Setzt man sie mit der thatsachlichen Winkelgeschwindig- 
keit zusammen, so erhalt man die Aenderung in der Lage der Momentanaxe. 

Ausdrttcke fttr die WinkelbewegungsgrSsse. 

261. Wir wollen nun geeignete Pormeln for die Winkelbewegungs- 
grosse eines Korpers um irgend eine Axe zu ermitteln suchen. Auf 
ikre Wichtigkeit ist schon in 74 hingewiesen -worden. In der That 
konnen die allgemeinen Bewegungsgleichungen eines starren Korpers, 
wie sie 77 gibt 7 nicht eher vollstandig ausgedruckt werden ? als man 
nicht diese Formeln gefunden hat. Es gibt zwei allgemeine Methoderu 

Erstens kann man die Bewegung auf drei im Raum festliegende 
Axen Ox, Oy, 00 beziehen. Zu diesem Zweck muss man die Winkel- 
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bewegungsgrosse urn eine feste Gerade auf liinreicliend einfache Art 
durch die Coordinaten des Korpers auszudriicken suchen ( 72). Wir 
benutzen dazu den allgemeinen in 77 bewiesenen Satz 

d AVinkelbewegungsgrosse\ _ / Moment der \ 
Tt \ um eine feste Gerade / ~ Vgegebenen Krafte/ 

Zmitens kann man die Bewegung auf ein geeignetes System recht- 
winkliger beweglicher Axen beziehen. Ji i} 7z 2 , 7^ 3 seien die Winkel- 
bewegungsgrossen um drei rechtwinklige Axen OA y OB, 00, L, M, N 
die Momente der gegebenen Krafte um diese Asen. Da die Winkel- 
bewegungsgrossen sicii nach dem Parallelogrammgesetz zusammen- 
setzen und zerlegen lassen, so hat man nach 250 



262. Die Winkelbewegungsgrosse um die #-Axe. Die Momentan- 
lewegnng eines Eorpers um einen festm Punkt ist durdi die Wirikel- 
gesckwindigkeiten <x* xj co y , a> M um drei Axen, die sick in diesetn Punkt 
trcffen, gegdtcn; man soil die Winkelbewegungsgrosse um die 0-Axe findm. 

x, y, z seien die Coordinaten eines materiellen Punktes m des 
Korpers und u', v, w f die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes 
parallel zu den Axen, Nach 76 ist dann das Moment der Winkel- 
bewegungsgrosse um die a-Axe 



Substituirt man u f = & y $ & s y, v = co s x G) X 2 nach 238, 
so erhalt man 



7/ 2 ) C3 S (Zmxss) a> x 

und auf ahnliche Weise die Winkelbewegungsgrossen um die x- 
und - 



&x (Emxy) co y ( 
y (Swtyi) a) s (Emyx) o x . 

Die Coefficienten von & Xf o y? ra. sind hierin die Tragheits- und Deviations- 
momente fur die sich in dem festen Punkt schneidenden Axen* 

263. Gibt es in dan SSrper Jceinen festen Purikt, so muss man 
die sammtlichen sechs Gamponenten der Bewegung benutzen. Die 
Form des Resultates hangt von dem Punkt ab> den man zum Beductions- 
punkt macht ? imd wird sehr einfach, wenn man den Schwerpunkt dazu 
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nimmt. Aus den in den 73, 74 angefohrten Griinden ist er im 
AUgemeinen der geeignetste Punkt. 

00 sei die Axe, fur welche die Winkelbewegungsgrosse gesucht 
wird, Ox, Oy die beiden andern Axen, die mit Os ein System recht- 
winkliger Axen bilden. x, y, I seien die Coordinaten des Schwerpunktes. 
Die Momentanbewegung des Korpers sei, wie in 238, durch die 
Translationsgeschwindigkeiten u, v, w des Schwerpunktes parallel zu 
den Bezugsaxen und die Winkelgeschwindigkeiten a} x , co yj & s um drei 
parallele sich im Schwerpunkt treffende Axen dargestellt. 

Nach 74 ist die Winkelbewegungsgrosse um 0& der um eine 
parallele Axe, welche durch den als festen Punkt betrachteten Schwer- 
punkt geht, gleich, zusammen mit der Winkelbewegungsgrosse der 
ganzen im Schwerpunkt vereinigten Masse. Die erste ist im vorigen 
Paragraphen gefunden worden und die letzte ist offenbar M(xv 
Die gesuchte Grosse ist daher 

M (xv yu} + Sm(x* + ^ 2 ) (Zlrnxz) & x 



M ist hierin die ganze Masse des Eorpers und die Coeffieienten 
von (Oa,, Oy, GJ. sind die Tragheits- und Deviationsmomente fur die 
Axen, welche sich im Schwerpunkt schneiden. 

264. Bewegliche Axen. Wenn die Bezugsaxen sich im Raum 
bewegen, so wird die Bewegung des Korpers wahrend der Zeit dt 
mittelst der Componenten der Bewegung so construirt, als db die Axen 
fwr den Moment im Baum fesflagen. Siehe 248. In den soeben ge- 
fundenen Ausdrucken fur die Winkelbewegungsgrosse sind die Axen 
zwar als im Raum festiiegend angenommen ; aber sonst durchaus be- 
liebig. Wahlt man sie derart, dass das System der beweglichen Axen 
zur Zeit t mit ihnen zusammenfallt, so geben die Formeln die Winkel- 
bewegungsgrossen um die beweglichen Axen fur diesen speciellen 
Moment, mogen sie nun dieselben Lagen im Raum noch langer ein- 
nehmen oder nicht. Die Formeln sind daher dwrchaus aUgemem gultig 
und liefern die augeriblicJclicJien WinTwThewegungsgr'ossen, 'mogen die 
Axen festtiegen oder nidht. 

Liegen die gewahlten Axen im Raum fest, so sind die Coefficienten 
von G} Z , co y , G? a in dem Ausdruck fur fe s im AUgemeinen veranderlich 
und ihre Aenderungen konnen complicirten Gesetzen unterliegen. Als- 
dann ist es vortheilhafter, in dem Korper festiiegende Axen zu wahlen, 
wie es Euler in seinen Bewegungsgleichungen, 252, gethan hat. 

Bewegt sich ein Korper um einen festen Punkt und ist seine 
augenblickliche Bewegung durch die Winkelgeschwindigkeiten <a ly <D 2 , CD S 
um die im Korper festen Axen Ox 9 Oy', Otf gegeben, so ist die 
Winkelbewegungsgrosse um die /-Axe 
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worin C, E, D absolute Constanta sind, namlich 
C Zwu /s + 2T), E = Smdst, D 
Siud die im Korper festen Axen Hauptaxen, so verschwinden die 
Deviationsmomente und man erhalt die Winkelbewegungsgrossen in 
den einfachcn Formen 



worin .1, i* ? (7 die Haupttragheitsmomente des Korpers ^ fur den 
Coordinatenanfang sind, von dem angenommen ist, dass er im Raum 
festliege. 9 

Auf dicse Art Immmt man $u eimm neuen Beweis der Euler schen 
Gkiflinngen. Substituirt man diese Werthe von 7^, g , \ in die 
Gleidiungeu fiir die bewegliclieu Axen ( 261), so wird die erste 

^ t (A^\ (B&JOs + (Co 3 )8 2 = L 

und, da die bewegliclieu Axen im Korper festliegen, also 2 = a s , 
^ = 0J ist ( 250j, so nimmt die Gleichung die Euler'sche Gestalt an 



Der Beweis scheint kurzer zu sem als der in 252 gegebene; in der That 
sind beide dieselben Beide hangen von einem speciellen FaU des Fundameixtal- 
satzes uber bewegliche Axen al ( 249, 250); der eine erfordert die Substitution 

fur t !*~]L mit Weglassung gewisser GrHeder, der andre die gleiclrwerthige 
Substitution fur w', v' ( 262), 

265. Eine far die Praxis tequem Anleitmig, die WinkeTbe- 
iretlHHffSffriiSMn e*ms Korpers urn etn System fester oder leweylicUer Axen 
zu fintteu. 

Suchen wir unter der Toraussetzung ; der Korper drehe sich um 
einen ib&ten Punkt 0, nach einem Asensystem Ox, Qy', Q#', fiir 
welrhes sich die Winkelbewegungsgrossen leicht ermitteln lassen ; so 
wird dies im Allgemeinen ein im Korper festliegendes Asensystem sein 
und die Grossen 7// ; 7^' ; li$ sind alsdann im letzten Paragraphen ge- 
geben vorden. 

vSind die Riclitungscosinusse eines jeden der beiden Axensysteme 
in Bezug auf das andre durch das Diagramm wie in 217 



gegeben, so ist die Winkelbewegungsgrosse urn die -Axe ? da Momente 
dem Parallelogrammgesetz unterworfen sind ? 
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Die Einfaehheit des Yerfahrens hangt von der geeigneten Wahl des 
Hiilfsaxensystems Ox, Oy' } Oz f ab. Im AUgemeinen sind die Haupt- 
axen des Korpers fiir am vortheilhaftesten. Alsdann wird 



Es sind noch co^ o 2; co s ; <z 3 , 6 3; c s durch die Coordinaten des Korpers 
auszudrucken ( 72). Sind diese Coordiuaten die Euler'sclien Winkel 
8, cp, $, so findet man die gesuchten Ausdrficke ausfiihrlich in den 
256 nnd 258. 

266. 1st der Korper einaxig, so class also zivei Haupttragheits- 
momente A und S einander gleich sind, so lassen sich zwei einfaclie 
Ausdriicke fur die Winkelbewegungsgrossen um die A%en Ox, Oy, Os 
finden. 

Erstens. Zwei Coordinaten des Korpers seien die Euler'schen 
Winkel 6, ty der Symmetrieaxe. Die Axen Ox, Off mogen mit OE, 00 
(Fig. S. 230) zusammenfallen. Alsdann ist <p=0 und aus der Figur ergibt 

sich, dass w^ = sin0 ? o 2 = -JT ist. Da die Winkelbewegungs- 

grossen um Ox, Oy, Od gleich Aca^, AG>^ 0& B sind, so findet man 
durch einfacte Zerlegung 



= A\ sint^-^r sin 8 cos 6 cos ^777!+ 
= A\ COS^-TT si 



Man konnte fur co 3 seinen Werth aus der dritten Euler'schen 
geometrischen Grleichung einsetzen; damit wiirde man aber - in die 

Grleichungen einfuhren und im AUgemeinen ist es Yortheilhafter, statt 
dessen co s beizubehalten. 

Auf diese Weise werden die WinTteTbewegungsgrossen eines eirb- 
axigen Korpers um beliebige Gerade dwrdi die Bichtungsivinkel der Axe 
des Korpers und die Winkelgeschwindigkeit um sie ausgedruckt 

Zw&itens. Statt der unsymmetrisclien Coordinaten 0,ip kann man die Richtungs- 
cosinusse |, 1], f der Axe des ESrpers benutzen. Nach dem in 75 angegebenen 
Yerfeliren wollen wir den KSrper durch ein System von Massenpunkten gleichen 
Tragheitsmoments ersetzen. 

Die WinkelbewegungsgrSssen des KCrpers um die Hauptaxen fur den festen 
Punkt sind -4.0^, -4.o> 2 , Ccog. An die Axe OC m8gen nun ein oder mehrere 
imaginare materielle Punkte derart befestigt werden, daas ihr vereinigtes Tragheits- 
moment fiir ein von aus auf OC errichtetes Loth gleich A ist. Diese Massen- 
punkte m5gen sich mit der Axe herumdrehen. Die Bewegung der Axe ist durch 
die Winkelgeschwindigkeiten fi) l7 <o a gegeben und die WinkelbevegungsgrBssen 
dieser Punkte um die Axen OA, OB sind daher oenbar An^, Aca^. Sie sind 
dieselben, me die des KSrpers Die Winkelbewegungsgrosse der Punkte um 
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OC ist offenbar Null Die WinkelbewegungKgrossen des Korpers um OA, 03, 
OC j-ind ruithiii dieselben, wie die der Massenpunkte zusammen mit einem Moment 
(Ja> 3 um OC. Aus dem Parallelogramingesetz folgt, dass dieselbe Gleichheit fur 
idle Axen besteht. 

Folglick iti die Winkellcwegungsgrosse eines emaxigen Korpers um eine 
leliebige (lurch gehende Axe, dieuelbe, wie die eines oder mehrerer derart an seiner 
Are (mgebracliUn Massenpw&te, das* ifir vereinigtes Trdgheitsmoment fur gleich A 
ist, zmamiuen nut der WiuMbeiceguugsgrowe Ca> s um die Axe. 

Ein einzelner materieller Pimkt werde in einem Abstand vom. Coordinaten- 
anfang, welcher der Einheit gleich wt, auf die Axe des Korpers gesetzt Seine 
Mass*' wird daher durch A dargestellt (| r t f) seien die Coordinaten des materiellen 
Punktep, auf die Axen a;, T/, z bezogen, also aucJi die Michtungscosmusse der Axen. 
Die Winkelbe^egungsgruysen um die Coordinatenaxen sind also 



Wollen \vir Ueber 0, q>, i/> statt der Richtungscosinusse |, TJ, ^ benutzen, so 
setzen wir fur |, r h g ihre Werthe | = sind cos-^, 73 = sin 6 sin ip t f = cos0. 
Die Substitution in die letzte Grleichung ist leicht auszufiihren , wenn man sich 
an den Satz der Differenzialrechnung erinnert: %dri -qdg == r^d^ (Vergl 76.) 
Wir kommen BO wieder zu denselben AusdrCLcken fur die Momente \, ^ 4 , h s 
wie ZUTOT. 

Wenn der ewiaxige IZdrper Heine Schwingungen macht und die Axe OC der 
Axe Oz immer so nahe bleibt, dass man die Quadrate von B vernachlassigen 
so ist 



Dieae Formeln fiir die Winkelbewegungsgrossen um die festen Axen sind sehr 
einfacb 

Bewegt sich der K^rper frei im Rauna, so benutze man den Sclrwerpimkt 
statt des festen Punktes. Es ist dann am beaten, an die Axe zwei gleiche materielle 
Pwikte auf beiden Seiten und in gleichem Abstand vom Schwerpunkt so zu be- 
featigen, daes der Schwerpunkt des gedaehten Systems mit dem, des KSrpers zu- 
sammenfallt. Die WinkelbewegungsgrOsse des fireien KSrpers um irgend eine 
Gerade ist akdann dieselbe, -wie die des Punktesystems zusammen mit dem Paar 
Co s um die Axe. 

Beiep. l Ein Kdrper, der nicht nothwendigerweise einaxig zu sein braucht, 
dreht aich um einen festen Punkt 0. Drei materielle Punkte werden in solchen 
Abstanden <z, 6, c von an die Hauptaxen befestigt, daas 



}(B + C-^), JC6 - i (C + ^L - B) t Jf c - | (^L + B - 0) 

iet. Man beweise, dass die Winkelbewegungsgr5sse] des KSrpers um eine be- 
kebige durch gehende Gerade derjenigen der Punkte gleich ist. Es folgt dies 
unmittelbar aus 75, 



Ausdriicke fur die Winkelbewegungsgrosse ( 26G 267) 239 

Beisp 2. Ein der Schwerkraft unterworfener Stab wird gezwungen auf dem 
Mantel eines glatten TJmdrehungskegels zu bleiben, dessen Spitze zugleich der Auf- 
h'angungspunkt des Stabes ist Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit des Stabe,-* 
um die Axe des Kegels dieselbe ist, wie die eines einfachen Pendels von der Lange 

|- a . | , wo a die Liinge des Stabes , a den halben Winkel an der Spitze des 

Kegels und den Winkel bedeutet, den die Axe des Kegels mit der Verticalen 
macht. [St. John's Coll] 

Um die Momente der EfFectivkraffae zu finden, vereinige man die Masse in 
einem Punkt gleichen Tragheitsmomentes und zur Ermittlung der Momente der 
gegebenen Kraffce im Schwerpunkt. Setzt man die Momente rim die Axe dea 
Kegels gleich, so ergibt sich das Resultat sofort 

Beisp 3. Die Haupttragheitsmomente eines KQrpers fur den festen Punkt 0, 
um den er sich dreht, sind sammtlich gleich 0, g>, ty sind die Euler'schen Coordi- 
naten der in dem KSrper festliegenden Axen OA, OB, QG; man zeige, dass die 
Winkelbewegungsgrossen um die im Raum festliegenden Axen bez. 

dq>' 



/ dO dw\ 

^A \ sin^ + sin 6 COST/; -^J , 



A cos ^ - + sin 6 sin ^ - , 



sind. 

267. Beisp 1 Die Bewegimg eines Korpers ist durch die Translations- 
geschwtndiglieiten (w, ?, w) des Schwerpunktes und die Winkelgeschwindigkeiten 
(0)^, o> y , co y ) gegeben; man beweise f dass die Wirikelbewegungsgrosse um die G-erade 

T = - - = dem AusdrucJc 



M 



l, m, n 
*, v. to 



f, 9, 



gleich ist, worin M die Masse des Korpers bedewtet, \, \, \ die in 262 an- 
gegebenen Werthe hdben und (I, m, ri) dte augeriblicklichen Eichtimgscosinusse der 
gegebenen Geraden sind. 

Dies kann mit Hulfe des in 74 bewiesenen Satzes geschehen Die Winkel- 
bewegungsgrSsse um eineParallele zu der gegebenen Axe ist offenbar ^+w?* 2 +wA a ; 
alsdann hat man die WinkelbewegungsgrSsse der ganzen im Schwerpunkt ver- 
einigten Masse um die gegebene Gerade zu ermitteln und beide Eesultate zu 
addiren. 

P (siehe die Figur S. 216) sei der Punkt (fg h). Wir wollen zuerst die Winkel- 
bewegungsgrtfsse um ein System von Axen suchen, die den gegebenen Coordinaten- 
axen parallel sind und P zum Anfang haben. Offenbar ist die Yerlangerung von 
NP die neue z-Axe. Das Moment der Geschwindigkeit des Coordinatenanfangs 
um NP ist, wie man sieht, u - MN v- OM, was das NamJiche ist, wie 
ug ^/", und dreht in positiver Bichtung um NP. Ebenso sind die Momente 
der Geschwindigkeiten von um die zu x und y Parallelen vh wg und 
wf ' Mb. Multiplicirt man diese drei Momente bez. mit (n, 7, m), so erhalt man 
das Moment der G-eachwindigkeit des Schwerpunktes um die G-erade. Multiplicirt 
man dieses mit Jf, so findet man die Winkelbewegunsgro'sse der im Schwerpunkt 
vereinigteu Masse. Das gesuchte Eesultat ergibt sich daraus unmittelbar, 
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267. Beisp 2 Die Winfalbeiregungsgrowe eines Korpers urn die Momentan- 
axe und ebewo vm eine Axe zu finden, welclie die Momentanaxe rechtwmkhg 
ftclmeidet. 

Ninunt man die Momentanaxe zur 2 -Axe, so kann man die in 262 ge- 
Auidriiuke fur 7^, 7i 2 , 7z s benutzen 

Im vorliegenden Fall 1st x = 0, a y und o,. = &, unter & die resul- 
Winkelge&chwindigkeit des KGrpers ver&tanden. Die Winkelbewegungs- 
grossen um die #-, y-, s-A^en sind daher bez 

h v = (27m a*; , 7z 2 = (J?ny) ^, ft s = -Swz(o; 2 + 2/ 2 ) ^- 

Darans folgt, dass die Winkelbewegungsgrdsse um irgend eine auf der 
Momentanare Qz senkrechte Grerade Ox nur danu Null ist, weim das Deviations- 
moment fur die beiden Axen Null ist 

Um %ich dies vollstandig klar zu machen, bedenke man, dass die Winkel- 
gescnwindigkeiten G?^, a , to. nur dazu benutzt mirden, die Bewegung des 
Korpert wahrend der Zeit dt zu construiren. Ist Os die Momentanaxe (vergleiche 
die Figur S 216), so bevegt sich der in P liegende materielle Punktdes Kbrpers 
t-^nkrecht zur Ebene PLO, die Eichtung seiner Geschwindigkeit ist also nicht 
parallel zu OJT und schneidet auch Ox nicht Die Geschwindigkeit des Punktes 
hat dalier ein Moment um Ox, obwokl Ox senkrecht auf der Momentanaxe steht. 
Ver-teht man unter 6 den Winkel PMN und unter 9- die Gerade PM , so ist 

, dB dz dy . 

7 di = y Tt ~ * dt * r ** - Mffl * *" ^"^ 
ri fi 

uo dass also die Winkelgeschwindigkeit -7- des materiellen Punktes P um 0#, 

at 

vorausgesetzt dass a> z = 0, CD = ist, nur dann versch^windet, wenn der Punkt 
eutweder in der xy- oder der yz -Ebene liegt. 

Beisp 3 Eine Gerade OL dreht sich um den festen Punkt so, dass 
= N ist, unter h die Winkelbewegungsgrosse eines Kdrpers um OL und unter 

ut 

JV doh Moment der gegebenen Krkffce verstanden. Man beweise, dass jeder Punkt 
von OL wich 4,enkrecht zu der Ebene bewegt, die inn und die resultirende Axe 
der \Vinkelbewegungsgrdsse fur entbalt 

Beisp 4. Eine dreieckige Lamelle ACB, deren Masse M ist, dreht sich mit 
<ler Winkelgtischwindigkeit o nm die Seite OA. Man zeige, dass die Winkel- 

bewegungsgrocsse um die Seite CB gleich Mai) sin a Ceo ist, wenn a und b 
die Spiten tind, die den "Winkel einschliessen. 



Beisp. 5. Zwei Stilbe OA, A B sind bei A durch ein Gelenk verbunden 
nnd an dem featen Punkt aufgehtingt. Das System dreht sich mit der Winkel- 
geschwindigkeit CD um erne durch gehende verticale Gerade so, dass die beiden 
Stabe in einer verticalen Ebene liegen. 0, g? yind die Neigungen der Stabe gegen 
die Verticale, , b ihre Langen, M, M' ihre Massen; man zeige, dass die Winkel- 
bewegungBgrOsae um die verticale Axe 



j$ ~j- 3.T') d* sin*0 -j- jjf' <c6 sind i 
ist 

Beisp. 0. Einem graden Kegel, dessen Spitze festliegt, wird die Winkel- 
geschwindigkeit to um seine Axe OC mitgefcheilt, wahrend seine Axe zugleich im 
Raum in Bewegung gesetzt wird. Der halbe Winkel an der Spitze des Kegels 
it ~7t und seine H5he 7*, die Neigung der Axe gegen eine feste Gerade 00 
und 9 der Winkel, den die Ebene zOC mit einer durch Oz gehenden festen 
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Ebene macht Man beweise, dass die Winkelbewegungsgrosse um Os gleich 
|- M 7i* ( sin 9 6 -^ + -|- co cos 6 j ist, unter M die Ma&se des Kegels verstanden 

Beisp 7. Ein Stab AB ist mittelst eines Fadens an dem fasten Punkt 
aufgehiingt nnd bewegt sich auf irgend eine Art (7, m, n), (p, q, ?) sind die 
Richtungscosinusse des Fadens und des Stabes in Bezug auf rechtwinklige Axen 
Ox, Oy, Oz\ man zeige, dass die Winkelbewegungsgrdsse um die s -Axe 



dm dp , _ di 

ist, wenn M die Masse des Stabes und a, & die Langen des Stabea und des Fadens 
bedeuten. 

268. Als Beispiel ; wie diese Ausdriicke fur die Winkelbewegungs- 
grosse eines Korpers anzuwenden sind, wollen wir sie zur Losung 
zweier Probleme iiber die Bewegung eines Korpers im Raum von 
drei Dimensionen benutzen. Die Bezugsaxen liegen bei ihnen im 
Raum fest, die Benutzung beweglicher Axen behalten wir uns fur 
spater vor. Weiteres findet man in dem zweiten Band, in welchem 
ein ganzes Kapitel von Beispielen und Erlauterungen den verschiedenen 
Methoden zur Bestimmung der Bewegung der Korper im Raum von 
drei Dimensionen gewidmet ist. 

Bewegnng eines Kreisels, 

Problem 1. Em emaxiger Ereisel dreht sidi auf einem vollJcommen rauhen 
Tisch derart, dass seine Axe nabezu vertical bleibt; man finde die Meinen Schwingungen 
des Kreisels 1 ). 

sei die Spitze, OC die Axe des Kreieels C und A 
seien die TrEgheitsmomente fQr die Axe OC und ein durch 
gehendea Loth auf OC. Da der Schwerpunkt G- des 
Kreisels in seiner Axe liegt, so haben die gegebenen Kraffce 
kein Moment um OC. Es ist ferner A = B und daher nach 
Euler's dritter dynamischer G-leichung 




Die Winkelgescliwindigkeit des Kreisels um seine Axe bleibt daher immer die- 
selbe. co & = n sei diese constante Winkelgeschwindigkeit 

6, 93, t seien die Richtungscosinusse von OC in Bezug auf Axen, die im 
Raum festiiegen, namlich Ox, Oy, Oz, von denen Oz vertical ist. Da die Axe 
des Kegels stets nahezu vertical bleibt, so hat man 1, wahrend g, 13 kleine 
Grdssen sind, deren Quadrate man vernachl&ssigen kann. Es sei Z= OCr und 
die Masse werde durch die Einheit dargestellt. 



1) Die allgemeine Bewegung eines Kjreisels untet der Wirkung der Schwere 
wird im zweiten Band besprochen werden. Die kleinen Schwingungen unsym- 
metrischer und geneigter Kreisel ebenso wie eine kurze historische Ueberaicht 
findet man an derselben Stelle. 

Eouth, Dynamik. L 
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Die Momente der an G angreifenden Schwerkraffc um die Axen findet man 
naeh den gewohnlichen Formeln 

L = yZ sY == gli], 

wobd X~ 0, r= 0, Z = fj die Componenten der Schwere sind Die Winkel- 
des Korpcrs urn ilieselben Axen sind nach 265 



Daraus folgt nach 26 



Die Gleichung, die man aus der Winkell/ewegungsgrosse um die j 
erhillt, zeigt nur wieder, dass co s constant ist, was wir schon ana den Euler'schen 
Gleiclningen abgeleitet haben 

Um die Gleichungen aufznlOsen, seize man 



man findet durch Substitution dieser Wertlie 



nnd damns 

Es int nicht nothig, beide Vorzeichen auf der rechten Seite zn nehmen. 
Wlihlen wir das eine, so be&teht die "Wirkung des andern nur darin, dass es das 
Vorzeicben von ji und damit nur die bis jetzt unbestimmten Constanten Q und f 
iindert Ohne Einbusse an Allgemeinheit konnen wir daher das obere Zeichen 
wuhJen Dadurcb werden die beiden resultirenden Werthe von ^ positiv und 
P = Q t Die Wertbe von ^ sind 

i_ 

On (C*n*-igAl)* 
^ ZA^ 2A 

Bezeicbnet man sie mit ^ und fa, so erhklt man 

+ f,) 



worin P x , P s , /J , fa \ier Constante sind, die durch die Anfangswertbe von 
i ?, -^y, ^y beshmmt werden Die Anfangswerthe der Coordinaten wollen wir 
durcb den Index Null darstellen. Es wird dann 

| =P! COBfr +P 2 COS/ 2 , 
7 ?0 = P X sin/; +P 2 sin/ s? 



cos/; . 
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Daraus folgt 



kind 6, ty die Winkelcoordinaten der Axe, so erhalt man 



Nimmt man an, P 1 und P 2 wkren einander nicht gleich, so kann, wie man sieht, 
6 niemals verschwinden , d h die Axe des Kreiaels kann niemals genau vertical 

werden Ebenso kann -^ nur dann verschwinden, wenn Pj P 2 (^ + k u 2 ) grosser 

Cut 

als PL Vi + P 2 Vs ist, d IL die Ebene ZOO dreht sich urn OZ entweder mit 



zeitweisen Umkehmngen der Richtung oder imnier in derselben Eichtnng, je nach- 

JP jti 

-= zwischen und der Einheit lie 

Soil P 1 = P 8 sein, so muss Anfangs 



JP 

dem -= zwischen und der Einheit liegt oder nicht 



sein Dies eifordert, dass -^ Anfangs von (11^ + /u 2 ) nm kleine GrSssen von der 

Ordnung P difl ? erii't Alsdann behalt -^- wahrend der Bewegung aein Vorzeichen 

ut 

und die Axe wird in constanten Intervallen - vertical 

ft Ps 
Wir haben angenommen, die Werthe von /LC seien sowohl reell als ungleich. 

1st der Wertli von n so klein, dass die Werthe von ft imaginar werden, so ent- 
halten die Werthe von | und rj reelle ExponentialgrQssen Alsdann bleiben diese 
Werthe im Allgemeinen nicht klein Es zeigt dies an, dass der Kreisel nicht 
so schnell um seine Axe rotirt, dass die Axe vertical bleiben konnte Er ver- 
lasst seine Anfangslage. 

1st C 2 w 2 = kgAl^ so sind die beiden Werthe von ft reell und gleich. Als- 
dann wird, wie man leicht sieht, den Gleichungen durch 

| = P, COS(^t + /i) 4- P 2 iCOS(fL* + ft), 

TJ - P, Bin(p* + f,) + P a t sin(^ + /;) 

genugt, so dass also die Bewegung im Allgemeinen unstabil ist. Die Axe des 
Kreisels kann nur dann nahezu vertical bleiben, wenn die Anfangsbedingungen 
derart sind, dass P 2 = ist 

Beisp. Ein einaxiger Kc5rper rotirt um seine Axe mit der Winkelgeschwindig- 
keit n. Zwei unausdehnbare Faden sind an zwei Punkten der Axe in gleichen 
Abstanden 6 von dem Schwerpunkt Gr des KSrpers befestigt Die andern Enden 
der Faden werden an zwei im Raum festliegende Punkte geheftet. Die Lange 
eines jeden Fadens ist a und seine Spannung T. Die Masse des K5rpere ist die 

Einheit Man beweise, dass die Periode der Linearschwingungen von Gr durch 
ap 2 = 2T, die Perioden der Winkelschwingungen der Axe dagegen durch 
Aq* Cng, = 2T(a + fy gegeben sind. 
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Bewegung einer Kngel. 

209 Problem 2. J>te Beu'rytniy enwr Kitgrl auf einer collkommen rauhen 

Die Ebene moge ditj xy -Ebene sein und 

x-~T^x F. F' (lit: ComponPnten der Reibung am Be- 

/ j \ nibrimgbpunkt paraDel diosen Axen. X, Y seien 

/ , \ ^ y. di(i Componentim der gogtibenen Kraffce, die am 

^\ * Mittolpnnkt angreiff n sollen a sei der Radius 

/- , dM* Kngpl, 7: dor TrkgLoitaradius fiu* einen Durch- 

~>JF * iu**ih*r und ihro JMasse sci die Einheit 

Die Winkelbewe^ungrigrossen um die der 
.r- und y-Axe parall^len Durchmesser sind l^co^ 
und /-^ Din-^ Richiuii^eii lie^-n im Raum fet; nach g 77 oder 161 



Miul /e und rf' din <iyboh \vindigkeiteu des 



parallel den Axen, 



und da der Benikrung&puiikt der Ku^el und dfr Ebeue nicht gleitet, 
u -- rtfl) y = 0, v 0^ ~ 0. 

4 

Ihireh Elimination von 7* T , F', w, und w s ergibt sicn 



n wnd dies die BewegungBgleichungen einer Kugel, die sich me ein mate- 
Punkt ohne Rotation aut' einer glatten Ebene unter der Wirkung derselben, 

alwr im Vwbaltniss von rr zu a 2 + Z' s reducirten Krafte bewegt. Da A s = ^- a* 
v^t, so llt.^t sich dies so aus^-prechen: 

from L'/w Jwmogt'tit! Kwjd unter der Wirkung guns leliefager Kr&fte, deren 
ItnMtnh' (turrit f/^/.s Centrum der Kugel gelit, auf emer vollkommen rauJien festen 
JKfone r<Mt* t*o itf die Beicegiuig (7e,s Centrums dieselbe ah ol> die Ebene glatt ware 
Kmftc aitf'funf tiwlxntel ilires fruheren Werihs reducirt umrden 1 ). 

1. Die Ebene iat nicht vollkommen rauh, der Beibungscoefficient jedooh 

2J? 

als ^ , unter It die resultirende gegebene Kraft parallel zur Ebene und 



unter Z die Normalkraft verstanden. Mazi beweise, dass die Reibung immer gross 
genug 1st, um die Kugel vor dem Gleiten zu Lewahren 

Beisp 2. Eine Kugel wird auf eine schiefe Ebene gesetzt, die rauh genug 
iat, um Uleiten zu verhilten und ihr eine G-encbwindigkeit in irgend einer Richtung 
mitj^etheilt Man zeige, dass ihr Mittelpunkt eine Parabel beschreibt Wenn 
V die horizontale Anfangsgeschwindigkeit des Mittelpunktes und a die Neigung 

der Ebene gegen den Horizont bedeutet, so ist der Parameter ^ 

5 



1) Dieer Sfttz wurde von dem Verfaeser als Problem in den Mathematical 
Tripos, 1860 gegeben ; siehe die LSsungen von diesem Jahr. Eiaen andern Beweis 
tindet man im 2 Band, aus welch em sich auch der entaprechende Satz fur den Fall 
ergibt, in welchem die Kugel auf einer andern Kugel rollt 
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Beiap 3 Eine homogene Kugel rollt auf eincr vollkommen rauhen Ebene 
unter der Wirkung einer Kraft, die dem Quadrat des Abstandes von emem Punkt 
in der Ebene , in der sich das Centrum bewegt, umgekehrt proportional ist. Man 
beweise, dass ihr Centrum einen Kegelschnitt beschreibt und dass, wenn die Kugel 
in dem Augenblick, in welchem der Abstand ihres Centrums von dem Sitz der Kraft 
ein Viertel der Hauptaxe der Bahn wird, an einen glatten Theil der Ebene kommt, 
die Eauptaxe der Bahn pldtzhch in dem Yerhaltniss 7 ; 13 reducirt word 

[Trin Coll.] 

Beisp. 4 Eine homogene Kugel bewegt sich ohne Rotation unter der Wirkung 
einer Centralkrafb derart auf einer glatten horizontalen Ebene, dass das Centrum 
der Kugel eine Ellipse beschreibt, in deren Brennpunkt sich der Sitz der 
Kraft befindet Die Kugel gelangt an einen Theil der Ebene, der vollstandig 
rauh 1st, zu einer Zeit, zu welcher der Abstand ihres Centrums von dem Sitz 

der Kraft tel der grossen Axe ihrer Bahn ist; man zeige, dass die grosse 
n 

Axe in dem Yerhaltniss 7 : 5 + %n kleiner wird. Kommt die Kugel wieder an 
den glatten Theil der Ebene, wenn der Abstand ihres Centrums von dem Brenn- 
punkt derselbe Theil der grossen Axe ist, wie zuvor, so wird die Lange der 
grossen Axe wieder in demselben Yerhaltniss vermindert 

Beisp 5. Zwei Kugeln von gleichem Yolumen, aber verschicdenen Massen, 
ziehen sich nach dem Newton' schen Gesetz an und rollen auf einer rauhen Ebene 
Man zeige, dass beide in Bezug auf ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt Ellipsen 
beschreiben, die diesen Punkt zu einem Brennpunkt haben. 

270 In der Regel werden die Hauptaxen zu Bezugsaxen gewahlt, weil die 
Momente der Effectivkrafte fur sie ausserst einfach sind. Die etwas langen Glei- 
chungen in 252 reduciren sich auf die einfache Euler'sche Gestalt, wenn man 
sie auf die Hauptaxen bezieht. Manchmal jedoch ist es von Yoitheil, andre 
Axen zu wahlen, falls diese den geometrischen Bedingungen des Problems besser 
entsprechen. Die Discussion solcher Axen behalten wir uns for den zweiten Theil 
vor. Wenn aber die Bewegung stetig ist, die Winkelgeschwindigkeiten alao con- 
stant sind, so nehmen die Gleichungen in 252 auch ohne Reduction manchmal 
eine so einfache Form an, dass sie ohne Schwierigkeit aufzulosen sind 

Beisp. Mn sohwerer Korper ist mittelst zweier G-elenJce an eine horizontale 
Axe lefestigt, um welche er sich frei drehen kann> Die Axe Idsst man wit gleich- 
formiger Winkelgeschwindigkeit co um eine verticale, sie im Punkt schneidende 
Gerade rotiren. Man soil fmden, unter welchen Bedingungen der Korper einen con- 
stanten Winkel mit der Verticalen macht 

Die horizontale im KBrper befestigte Axe nehme man zur ii-Axe. Die Yer- 
ticale liegt dann in der #/- Ebene und m6ge mit der x- bez. 2/-Axe die Winkel 
und -i- * ~ machen. Das ganze System dreht sich um die Yerticale mit 
der Winkelgeschwindigkeit co. Durch Zerlegung erhalt man daher & x =* co cos &, 
co = co sin 6, oj,. = 0. Da diese Winkelgeschwindigkeiten constant sind, so wird 
die allgemeine Momentengleichung des 253 

SmxypJ + G>^ + Zm(x* + y*) o^ = N. 

Um N zu finden, zerlegen wir das Gewicht Mg parallel zu dea Axen; ee 
ist dann Z = $f0rcos0, r= Hgsi&B, Z=Q, und wenn (#, y, z) die 
Coordinaten des Schwerpunktes sind, N= xT #X. Die gesuchte Beziehung 
zwischen & und 6 ist daher 
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Die Integral Sutxy und Sm(x* 2/ 2 ) kann man durch die Triigheits- und 
Deviiitionsiuomente de-* Korperd auf die gowuhnliche Art ausdriicken 

Problems fiber gleiohformifre Bt3wegung lassen sich oft leicht durch directc 
Anwtndung i[^ D'Alembert'schon Princips lusen So beschreibt in clem eben be- 
Problem jedy* Element des Korpers mit gleichforrdger "Winkelge- 
eit dn*n horizontalen Kreis, desscn Mittelpunkt in der verticalun Axe 
1st r rtw Radius (Us Kroines, feo hat die Eflecthkraft za> 9 r, die an dem 
Element anpreii't, flio Richtung des Radius Der Koiper lasst sich daher so an- 
-jjhen, als ob er im Glwchgewicht w'die unter der Wirkung seines Gemchtes 
und oint- Systems von Kriiften, die direct von der verticalen Axe aus wirken und 
dem Ab-stand von dieser Axo proportional sind Die oben gefundene Gleichung 
orhillt man, w^nn man die Momenta um Oz nimmt. 

TJjMMp. 1 Wircl dem Korper t'in Stoss in der Eichtung der ^-Axe gegeben 
und kisst man ilin um die Veiticaly mit dcrwelben Wmke]geschwindigkeit , wie 
Kiivor, rotirvn, so hat dies, wo man zeigen mogc, keinen Einfluss auf die Neigung 
<le^ Kurptjns gegon dif; Vorticalo 

Beisp. ^. Der Koqjer sei eine schwere Scheibe, dio sich um erne horizontale 
Ebenp liejj^nde Axe Oz drehen kann; man zeige, dasa die Ebene der 
vertioul 4eht, bolange /: S Q* mcht grussor als gh wird, unter 7i den 
di.s Schwcrpiinkto-s der Scheibe von Oz und unter Z; den Tragheitsradius 
iiir Oz \erstanden 

Beinp 3 Wenn der Korper eine kreisfonnige Scheibe ist, die sich um eine 
horizontal** auf ihrer Ebene senkrechta und ihren Umfang schneidende Axe drehen 
kann, ho liisist pich zeigen, dasa die Winkelgeschwindigkeit eo, wenn 6 den Winkel 
bedeutet, den die Tangente an die Scheibe bei dem Gelenk mit der Verticalen 
durch co a a suiO = g gegeben ist. 



Beisp. 4 Zwei gldche Balle A und B werden an die Enden zweier gleicher 
duuner StH.be jdrt, J?& befoaligt Die Enden a und b sind durch Gelenke mit 
cinom fasten Punkt verbunden und das Ganzo -wird um eine verticale durch 
g^ht'nih' Ax<*, wie boi dem Regulator einer Dampfmaschine , in Rotation gesetzt. 
Went* <he Mann? der Stale wrnaclilfWMgt uird, zu zeigen, class die Rotationszeit der 
SrhiriHffitHgMlftupr cine* Pendeh gkichkommt, dessen Lange der verticale Abstand 
jedrr Kiigrf imi drtt Gelenken bci ist. 

B*,'i^p, 3 \V r onn in dem vorigen Beispiel m die Masse eines jeden du'nnen 
Stabf"?, n/ die ciner Kugrel, / die Lange einea Stabes, r der Radius einer Kugel, 
k die Tiefe eine.< jeden Mittelpunktes unter dem Gelenk bedeutet, so ist die Lange 
des PendeL 



Endliche Rotationen. 

271. Sind die Rotationen, welche zusammenzTisetzen sind, ihrer Gr6sse 
nach ondlich, so ist das Verfahren zur Ermittlung ihrer Resultanten etwae com- 
plicirt. Wie schon in 229 erwahnt wurde, sind solche Botationen in der Dynamik 
der Systeme starrer KSrper nicht von grosser Bedeutung Wir wollen daher nur 
einige Stltze kurz erwfchnen, welche dieselben fur den Fall unendlich kleiner Be- 
wegung schon beeprochenen Sutze in besseres Licht zu setzen im Stande sind. 
Wir beginnen mit dem Satz > der dem Parallelogramm der Winkelgeschwindig- 
keitcn entspricht. 



Endhche Rotations ( 270 27,Hj. 247 




Der Satz von Rodriguez. Em Korper erleidet nncfieinmuler zwei 
1) eine Rotation wn cine Axe OA von der Amplitude Q, 21 cine damuf folcjende Rota- 
tion urn eine Axe OB von der Amplitude '; die beiden Axen lieyen im Raum fest. 
Man soil die Rotationen zusammensetsen 

Die auf OA, OB aufgetragenen Langen C' 

solicit diese Rotationen auf die in 231 er- *''"' ~^*^ 

kUrte Art daistellen 

Die Richtungen der Axen OA, OB 
mttgen eine Kugel, deren Centrum in 
liegt, in A und B treffen Auf dieser Kugel 
trage man an BA in der der Rotation urn 
OA entgegengesetzten Richtung den Winkel 
B A C gleich y 6 an und ebenso den Winkel 
ABC gleich y 0', doch in derselben Rich- 
tung, in der die Rotation um OB erfolgt und die Bogen mdgen sich in schneiden. 
Schliesslich trage man noch die "Winkel BAG' und ABC' gleich BAG bez 
ABC auf der andern Seite von AB auf. 

Die Rotation um OA bringt jeden Punkt P in OC in die G-erade OC' 
und die folgende Rotation 6' um OB bringt den Punkt P wieder zuriick nach 
OG. Die Punkte von 00 sind daher nach der doppelten Rotation in ihrer 
friiheren Lage und OG ist deshalb die Axe der einzelnen Rotation, duroh welche 
die gegebene Verruckung des Korpers sich herstellen Itisst Die Gerade OG heisst 
die resultirende Rotationsaxe Wird die Reihenfolge der Rotationen umgekehrt, 
so dass der Ktfrper zuerst um OB und dann um OA rotirt, so wiirde OC' die 
resultirende Axe sein. Lagen die Axen OA, OB in dem Korper fest, so wurde 
die Rotation um OA die Axe OB in eine Lage OB' bringen, Der Korper kann 
dann von seiner ersten in seine letzte Lage durch die Rotationen 0, B' um die 
im Raum festliegenden Axen OA, OB' gebracht werden. Dieselbe^ Construction 
liefert mithin wieder die Lage der resultiienden A^e und die Rotation um. sie 

Um die GrSsse &' der Rotation um die resultirende Axe OC zu finden, be- 
merken wir, dass ein in OA angenommener Punkt P durch die Rotation & um 
OA nicht in Bewegung gesetzt wird und durch die darauf folgende Rotation tf 
um OB in eine solche Lage P' kommt, dass PP* durch die Ebene OBG recht- 
winkHg halbirt vrird Die Rotation 0" um OG mnss aber dem Punkt P dieselbe 
Verschiebung geben; daher ist fur den Normalfall &' dafl Doppelte des Aussen- 
\nnkels zwischen den Ebenen OCA und 0GB. Wird die Folge der Rotationen 
umgekehrt, so ist die Rotation um die resultirende Axe OC' das Doppelte des 
Aussenwinkels bei C\ welcher dem bei C gleich ist. Obwohl also die Lage der 
resultirenden Rotationsaxe von der Folge der Rotationen abhangt, so ist doch der 
resultirende Rotationswinkel von ihr unabhangig 

272, Eine Rotation, deren Amplitude das Doppelte eines Innenwinkels 
des spharischen Dreiecks ABC betragt, ist der Rotation gleich und entgegen- 
gesetzt, deren Amplitude das Doppelte des zu ihm gehorigen Aussenwinkels ist. 
Denn da die Summe der beiden Winkel n iet, so unterscheiden sich die zwei 
Rotationen nur durch 2 und es leuchtet ein, daes eine Rotation um einen Winkel 
2sz? die Lage eines Punktes des Korpers nieht andern kann. Es ist dies nur eine 
andre Art den Satz auszusprechen , dass ein Kfirper, der sich ttm eine feste Axe 
dreht, von einer gegebenen Lage in eine andre durch Drehung um die Axe sowohl 
in der einen als der andern Richtung gebracht werden kann. 

273 Dem Satz ubcr die Znsammensetzung endlicher Rotationen kann man 
folgende Fassung geben: 
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Zsf AB C ein sjjhdrisches Dreieck, so ist eine Rotation um OA von C nach B 
Inn ron der Amplitude gleich (Jem doppeUen inneren Wwlcel lei A, gefolgt von einer 
Rotation inn OB ron A nach C Jim von einer Amplitude gleich dem doppelten 
in wren Winkel lei B der Rotation um 00 von B nach A Tiin, derm Amplitude 
dem doppelten, inncren Wnikel 1m C gleichkommt, gleich und entgegengesetzt 

Man merke, dass die Reihenfolge, in welcher die Axen zu nehmen sind, bei 
dem Umgang um rlas Dreieck den .Rotationen entgegengesetzt ist 

Da die Beweise des 271 in ihren Grundzugen von Rodriguez herruhren, 
so hat man dem Satz semen Namen gegeben Die Abhandlung von Rodriguez 
findet man im 5 Band von Liou\ille's Journal, 1840. 

Beisp Wenn zwei Rotationen 0, 6' um zwei Axen OA, OB, die senk- 
recht aufeinander stehen, zu einer emzigen Rotation <p um die Axe OC vereinigt 

werden. so ist 

' 



tg COA 



tg- 2 cosec-, 

ffl 
COS^- : 



tg COB = tg cosec und 



e 



e f 



COS - COS y 



274 Der Sylrester'sclie Satz. Aus dem Satz von Rodriguez lasst sich 
sich der Sylvester'&che dadurrh ableiten, dass man das Polardreieck A'B'C' 
zieht. Da die Seite B' C' das Supplement des Winkels A ist, so unterscheidet 
sicn eine der Richtung und Grosse nach durch ZB'G' dargestellte Rotation von 
der Jurch 2 A in der entgegengesetzten Richtung dargestellten durch eine Rotation 
von der Amplitude 2ar Eine Rotation 2^ kann aber die Lage des KSrpere nicht 
andern, daher sind die beiden Rotationen %B'C' und 2 A der GrOsse nacn 
Hquivalent, dagegen der Richtung nach entgegengesetzt. Ist dalier A'B'C' ein 
behebiges sphari&ches Dreieck; so bewirkt eine Eotation ssweimal B'G', gefolgt von 
einer Rotation zweimal C'A', die^elbe Verriickung des Korpers wie eine Eotation 
siceimal B'A'. Unter einer Rotation B' C' versteht man dabei eine Rotation um 
eine zur Ebene B'C' senkrechte Axe, die den Punkt B' nach C' bringt. 

275 Den folgenden Beweia des vorstehenden Satzes hat Prof. Don kin 
in dem Pfnl Hag fiir 1851 gegeben. ABC sei ein beliebiges Dreieck auf einer 
im Raurn featliegenden Zugel, ajSy ein Dreieck auf einer gleichen und con- 

centrischen Kugel, die sich um ihren Mittelpunkt 
bewegen kann Die Seiten und Winkel von apy 
sind denen von ABC gleich, aber anders an- 
geordnet, indem das eine Dreieck das umgekehrte 
oder Bild des andern ist. Wird das Dreieck 
a (3 y in die Lage I gebrachfc, so dass die den 
Winkel a enthaltenden Seiten in denselben grSssten 
Ereisen mit den den Winkel A enthaltenden liegen, 
so kann es offenbar laiigs AB in die Lage II 
und dann langs B C in die Lage 777 gleiten und 
kann ebenso auch durch Gleiten langs AC in diese 
letztere Lage gebracht werden. a^y aber 





gleiten laasen ist Equivalent damit, sowohl j5 als a langs eines Bogens, der 
doppelt so gross als AB ist, um eine auf die Ebene AB senkrechte Axe be- 
wegen. Dasselbe gilt, wenn das Dreieck langs BC oder AC gleitet, Zweimal 
die Rotation AB, gefolgt von zweimal der Rotation JBC, bewirkt mithin dieselbe 
Verruckung wie zweimal die Rotation AC. 

276, Rotationspaare. Sollen die Rotationen um zwei paiallele Axen zu- 
fiammenge*etzt werden, so bedarf das Yerfahren von Rodriguez nur einer ge- 
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ringen Aenderung. Statt Bogen auf einer Kugel zu ziehen, lege man Ebenen 
durch die Axen, welche mat der die beiden Axen enthaltenden Ebene dieselben 
Winkel wie zuvor machen. Ihre Durchschnittslinie ist die resultirende Axe Ein 
specieller Fall verdient Beachtung. Wenn 6 = 6' ist, so liegt die resultirende 
Axe im TJnendlichen Eine Rotation um eine im Unendlichen liegende Axe ist 
aber offenbar eine Translation Eine Rotation 6 daher um eine Axe OA, gefolgt 
von einer gleichen und entgegengesetzten Rotation um eine parallele Axe O'B, im 
Abstand a von OA, ist einer Translation 2 a sin 4~ aquivalent, welche die 
Richtung der Sehne cles von einem beliebigen Punkt in OA beschriebenen Bogens 
hat und senkrecht auf der Ebene steht, die durch OA geht und mit der die Axen 
enthaltenden Ebene den Winkel ^ 6 macht Dies folgt auch auf einfache Art 
aus 223. 

277. Conjugirte Rotationen. Jede gegebene Verritckung eines Korpers Wsst 
sich durch zwei endlicJie JRotationen darstellen, von denen die eine um eine leliebige 
gegebene Gerade und die andre um eine ziceite Gerade stattfinclet , welche die erste 
nicht nothwendigerweise schneiden muss- Wenn eine Verruckung so dargestellt 
wird, so heissen die Axen conjugirte Axen und die Rotationen conjugirte JRotationen. 

OA sei die gegebene Gerade und die gegebene Verruckung sei durch die 
Rotation cp um eine Gerade Olt und die Translation OT dargestellt Wir 
wunschen die Rotation um Olt in zwei Rotationen zu zerlegen, eine um OA, 
die andere auf sie folgende um OB, wenn OS eine auf OT senkrechte Gerade 
ist Zu diesem Zweck verfahren wir, -wie in 271 und beschreiben eine Kugel, 
deren Mittelpunkt und Radius die Einheit ist OA, OB, OT mSgen sie in 

A, E, T schneiden Den Winkel AEB machen wir dem SupplementT7inkel von -|- 

gleich, verl^ngern EB nach J5, so dass TB = ist und verbinden A und B. 

& 

Nach dem Sylvester'schen Satz wird nun die Rotation 9 durch eine Rotation 
um OA, die wir 6 nennen wollen, und die darauf folgende um OB, die 6' 
heissen mag, dargestellt. 

Nach 276 ist die Rotation 6' einer gleichen Rotation 6' um eine parallele 
Axe CD zusammen mit einer Translation aquivalent, welche man so einrichten 
kann, dass sie die Translation OT aufhebt. Dieser Fall tritt ein, wenn der 
Winkel, den OT mit der Ebene von OB, CD macht, -| (a 00 ist und auf 
der einen oder andern Seite von OT je nach der Richtung der Rotation liegt 
und wenn der Abstand r zwischen B und CD derart ist, dass 2r sin y 6'= OT ist. 

Auf diese Art ist die ganze Ver- 
ruckung auf die Rotation 6 um OA, 
gefolgt von der Rotation 6' um CD 
reducirt worden. 



278. Zusammensetzmig von 
Schrau1>enlewegungen. Zwei aufein- 
ander folgende Verruckungen eines 
Korpers Jcann man durch zwei succes- 
sive Schrauberibewegungen darstellen. 
Mom soil diese eusammensetgen. 

Der K8rper mOge zuerst eine 
Rotation B um die Axe OA mit der 
Translation a und dann die Rotation & 
um CD mit der Translation a' haben. 




OC sei der kurzeste Abstand zwischen OA 



und CD und m8ge der leichteren Darstellung wegen die y-Axe 



sei der 



2f)0 Kapitol V. Dio P>'v,'fnm stain-r Korper im Raum von rlrei Dimensionen 

Coordinaifimnfang und die ,/j-Axe parallel zu <7Z>, so dass also 0J. in der ocz- 
Ebw lipgt Es ci OC*= r und der Winkel A Ox = or. Man ziehe die Ebene 
xOT M>, <lav* hie mit d.r jijs-ELene den Winkel ~ 6' macht; sic schneide die 
y j- Ebenu in T Feincr ziehe man eine zweite Ebene J. J?, die mit der 022; -Ebene 
don WinkC'l * (9 macht and di Ebene xOT in. OB schneidet 

}hm ^riling AO bis ssu cinem in der Figur nicht angegebenen Punkt P, so 
dun PO fl 1st. und P H dor Reduetionsptmkt, auf welchen die ganze Ver- 
riVkimg- des KurpL-rs Lozogeu \vird Die dotation tf ist einer Rotation & urn Go: 
zusanimon mit cmer Tranblation 2 /-sin 4-^' I2^gs OT nach 223 aquivalent. 
Xiirh i>71 irf di*' Rotation um 0^4, gefolgt von 0' urn 00 gleichverthig mit 
der Kotation um OJ?, wenn ii flr doppelte Winkel J..R2 1 ist, so dass 

sin i 51 = cos i cos i 6' + sin y sin i 0' cos of 

i^r. Die j?anze Vurrfickung wird nun dargestellt durch (1) erne Translation des 
l^iluetionspimktes P nacli 0, ^2) die flotation ^i und (S) eine weitere Translation, 

wi-k-h'i di^ Ptosultantft der Tranalationcn arsin-J-^' l an g s OTund a' liings Ox 
L-t 2such 2111 konnen dieso Venfickungen in beliebiger Reihenfolge vor- 
p< 'iionnnt'ii wfrdcn, da aio sir'b sammtlick auf denselben Reductionspunkt be- 
zii'lu-n Man kanu sie dahcr in innft emzige Schraubenbewogung auf die in 225 
unypj^beno Art zu.Natrimensetzen Sie heisst die resultirencle Scliraubenlewegimg 
Kint Schraubenliewugung, die dieaer resultirenden gleicn und entgegengesetzt ist, 
bringt den Koq^er wieder in seine ursprunglicbe Lage zuriick 

Die* Rotationyamplitude der resultirenden Schraubenbewegung ist & und ihre 
Axr 1 ist nacb 220 parallel zu OE Aus 271 ergibt sieh , dass der Sinus der 
halbcn Rotatiomamplitude einer jeden Schraulenbewegung dem Sinus des Wirikels 
swisclien dm Awn der beiden andem ftchrauben'bewegungen proportional ist. 

Um die Translation liings der Axe der resultirenden Schraubenbewegung zu 
fin<k'n, muss man nacli 222 die Projectionen der drei Translationen OT, a, a 
anf 71 addirpn Die Projection Ton T ist 2 r sin i Q' cos T R = 2 r cos Z 7 ^ cos T R, 
also der doppolten Projection des kiirzeaten Abstandes r auf die Rotationsaxe 
glt'ieh Bezoicknet J die geeuchte Translation, so hat man 
I = 2r cos Ry + cos Jf J. + ft' cos .Rtf. 

^ U7i>. Sincl flip zusammenzusetzenden Schraubenbewegungen einfache Rota- 
tionwu, ^a ist a = 0, ' = und es lasst sich leicht zeigen, dass 

T sin -J- & 2 r sin 4* s in y 0' sin a 

fct In 277 idt bewiesen worden, dass man jede Yerriickung durch zwei con- 
jugirie Rotationen auf unendlich verschiedene Art darstellenkann; aus demYorigen 

ergibt sich nun, dass in alien diesen Fiillen r sin sin ^B' sin a sich gleich 
bleibt. Sind die Rotationen unbegrenzt klein und dt bez. codt gleich, so wird 
daraus -J- ra>(Q'(dt)* pin a, d h das Product aus einer Winkelgeschwindigkeit und 
dem Moment ihrer coujugirten Winkelgeschwindigkeit um ihre Axe ist far alle 
dieselbe Bevegung darstellenden conjugirten Winkelgeschwindigkeiten dasselbe. 
Beipp. 1 Sind die zusammenzusetzenden Schraubenbewegungen einfache 
endliche Rotationen, so lasst sich zeigen, dass die Gleichungen fur die Axe der 
resultirenden Schraubenbewegung 

y sin j& + ss cos i0' = r sini0', 



y cos -j 0* s sin i 0' == r sin i 0' cos q> cotg ~ & 
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sind, worin cp' den Winkel xOR und 51 die lesultirende Rotation bedeutet Die 
erste Gleichung driickt aus, daws die Centralaxe in der Ebene liegt, welche die 
von aus auf OR in der Ebene xOR senkrecht gezogene, die Translation in 
dieser Richtung daistellende Gerade rechtwinklig halbirt; die zweite, dass die 
Centralaxe in einer zu TO It parallelen Ebene liegt, welche den in 225 be- 
stimmten Abstand yon TO E hat. 

280. Die Gesclrwindigkeit der Punkte. Die Formeln Find etwas compli- 
cirter als die entsprechenden in 238 fur unendlich kloino Bewegungen. 

Die Verruclcung ernes Korpers ist durch eine Rotation von der endhchen 
Amplitude um eine Axe 01 gegeben, die durch den Coordmatenanfang gent und 
deren JRiclitungscosinusse (l,m,n) sind Man soil die 
daditrcJi ledingten Aenderungen der Coordinaten (x, y, s) 
eines Purities P fmden. 

Statt den Korper zu vernicken, wollen wir die 
Coordinatenaxen um den gleichen Winkel 6 und um 
dieselbe Axe J, jedoch in entgegengesetzter Richtung 
lotiren lassen Das Problem wird dann die Umkehrung 
des in 217 besprochenen 

Die Axen Ox, Oy, Oz mogen nach dieser Ro- 
tation die Lagen Ox, Oy \ Oz einnehmen; die neucn 
Coordinaten von P seien ^^y?' 

und a, |3, y die Richtungswinkel von 01 auf beide Axensysteme bezogen Die 
Axen mogen eine Kugel vom Radius gleich der Einheit in A, B, C; A' , JB', C' treffen. 
Durch Projection erhalt man 

x' = x cos A A' + y cos B A + s cos CA', 
aus dem spb&rischen Dreieck I A A' 

sin Y A A' s sin a sin -i 6 

und aus den beiden sph'arischen Dreiecken BIA, JBIA' 

= cos a cos (3 + sin a sin {3 cos Z, 
cos BA = cos a cos |3 + s i n a sin p cos (Z-\- 6), 

worin Z den Winkel A IB bezeichnet Beachtet man, dass I cos a, m = cos p, 
w=scosy ist, so ergibt die erste Gleichung igZ = r und die zweite 

cos BA'= Im Im (cos 6 tg Z sin 0) = sin 6 ( n 4- Im tg ~ 0V Auf ahnliche 
Weise erha.lt man durch Aenderung des Yorzeichens von 0, 

cos CA = sin 6 nn + I n tg 6 j , 
also 

cosec 8x x tg -i- B + inz ny + I tg i B (Ix + m y + nz) . * (1) 

und ahnliche Ausdrucke fur $y, 82 

Wenn der Coordinatenanfang eine Translation hat, deren Componenten 
parallel den Axen Ox, Oy, Oz durch a, &, c dargestellt werden, so miiasen diese 
zu den obigen Werthen von $x, 8y, 8z addirt werden 

Nimmt man an, die Verruckung sei durch eine Translation (a, b, c) und eine 
Rotation 6 um die Asse (Z, ?, n) gegeben, so ergeben sich die Gleichungen der 
Centralaxe ohne Schwieriglceit, Die gesuchte Axe ist parallel zu 01 ( 225) und 
die Translation langs derselben der Projection der Translation des Coordinaten- 
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anfangs auf sie gleich ( 222} Jeder Punkt auf der Centralaxe muss daher den 
Gleichungen 

a + mb + n c - - (-A-) 



_ 
I m n 



Sind f,g, h die Coordinaten des Fusspunktes des vom Coordinatenanfang 
uuf the Centralaxe gefrillten Lothes, so ist 

2/"= a I(a1 + bw + cn) (& cm) cotg -i0 

rait dhnlichen Ausdrucken fur g, 7i Die Gleichung der Centralaxe nimmt dann die 
emfache Gestalt an 



I m n 

Um den Ausdruck fur f zu erhalten, setze man f,g,lb statt x, y, z in den 
Worth en von da, 1 , ?/, 8z Bezeichnet man die rechte Seite der Gl (A) der Kiirze 
wegen mit K und Ijeachtet, daa? fl + gw> + 1m = ist, so erhalt man 

IK a = ( f tg ~ + mh ngj sin 9 

untl z-w^ei ithnliche Gleichungen Multiplicirt man diese drei Gleichungen mit 
tg JL ^^ n }jez m und addirt, so wild 

(a ZZ) tg| (6 w cw) /"(I + tg a | 0) sin 6, 

woraus sich der gesuchte Werth von / sofort ergibt, 

Wenn | t ij, J die Coordinaten des Mittelpuriktes der gan&en Verschiebung eines 

Punktes P bezeichnen, so ist g = x + i ^o;, etc Die Ausdriicke fur die Compo- 
nenten der Verschiebung nehmen dann die Gestalt an 

(2) 



stimmt mit den von Rodriguez gefundenen Resultaten uberein. Um die 
ftleiclmngen (2) zu erhalten, beachtc man, dass ein Eorper, der urn 01 durch 
einen "V\ r inkel 6 gedreht wurde r wenn man ihn nickwarts urn denselben Winkel 
rotiren lils&t, f>eine friiherc Lage wieder einnimmt. Setzt man daher &-}-x, etc. 
anstatt x> y, z auf der rechten Seite der Gl. (1) und andert das Vorzeicnen von Q, 
so erhiilt man dieselbe linke Seite mit Sx und 6 an Stelle von 8 x und 6. 
E& vdrd also 



Bedenkt man, dass l8x-\- m8y + n$z = ist, weil nur Eotation stattfindet, 
222, so findet man durch Addition 



worin. g x = x + y 6x , etc. die Coordinaten des Mittelpunktes der durch die Eota- 

tion allein bewirkten Verriickung sind. Hat der Coordinatenanfang ebenfalls eine 
Translation, die durch a, &, c dargestellt vdrd, so schliessen wir diese in die Werthe 
von 8x, ^y, Sz ein. Weil |, r h J die Coordinaten des Mittelpunktes der ganeen 

Verruckung sind, so setze man | t = | i, etc. Man erhSJt dann unmittelbar 
die Gleichungen (2), 

Da die ganze Verschiebung eines Punktes der Centralaxe langs dieser Axe 
stattfindet, BO sind J, TJ, g auch die Coordinaten eines Punktes der Centralaxe, 
Die Gleichungen der Centralaxe kann man daher auch bilden, indem man die 
Werthe von $x, 8y, 8z in (A) substituirt. 
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281. Durch Benutzung der Formeln fiir dx, <5y, 8z kann man die Compo- 
nenten der ganzen Verschiebung ernes Pmiktes P in Folge siceier ticliraulen- 
lewegungen finden, die der Hethe nacli urn zuei dwell behelige Punfcte (/", g, h), 
(/", g', W) genende Axen (7, w, ), (Z', 7/i' ? M') statt finden Bezeichnet man die Eotationen 
und Translationen mat (0, ?;), (0', v'), so smd die Verschiebungen von (xyz) in 
Folge der ersten 

dx = vl + sin0[ t(x f) + fln(j* A) n(y g) + UP}, 
worin 

p = Z(^j _ /") -f m(2/ #) + (0 /O und t = tg -i 6 

ist, mit ahnlichen Ausdrucken fiir d'j/, 5^ 

Die Yerschiebungen d'.r, ^y, 5'^ in Folge der zweiten Schraubenbewegung 
ergeben sich, wenn man x-\-8x /", etc. fiir #, ^/, 5; Z', ',%' fiir 7, w,w und 0',?;' fiir 0,v 
setzt Addirt man beide, so erhalt man die ganze Yerschiebung dx=6x-\-6'3 t , etc 
in Folge beider Schraubenbewegungen Das Yerfahren bietet weiter keine Schwierig- 
keiten dar, nur iat das Resultat im Allgemeinen etwas lang Wir kommen so zu 
drei linear en Ausdrucken for die Componenten ^#, 4y, 4s der ganzen Yer- 
schiebung in Folge beider Schraubenbewegungen Sie haben die Form 

dx = a + Ax + By + Qz 
und ahnlich for dy, dz 

Um die Centralasce der leiden Sclirauben'bewegungen su finden, beachte man, 
dass der Ort yon Punkten, deren Yerschiebungen gleich und parallel sind, eine 
der resultirenden Schraubenaxe parallele G-erade ist, 220. Setzt man daher 
//o:==a, zfy & T ^5 = 5, so erhklt man drei G-leichungen ersten Grades, von 
welchen immer zwei die YeihaJtnisse von .T, y, s bestimmen und daher die 
Eiehtungscosinusse der Centralaxe angeben Sie seien A, /LI, v Die Gleichung 
der Centralaxe ist dann 

dx Ay Js . , . 

r- = - = = Aa + ill + VC 

i r- i 



Kapitel VI 
Die Bewegungsgrosse. 

282. Das Kapitel liat die Ueberschrift ,,Bewegungsgrosse" er- 
halton, obgleich nur ein Theil seines Inhalts durch sie ausgedriickt 
wird. Am besten liisst sich der Lihalt des Kapitels in dem folgenden 
Problem ausspreclien. Die Umstande der Bewegung eines Systems 
zur Zeit / sind gegeben; zur Zeit t bewegt sich das System unter 
anderen Umstiiuden; man soil die Beziehungen bestimmen, welche 
xwifechen den beiden Bcweguugen existiren. Die Art 7 auf welche 
diese Aeiiderungen durch die Krafte bewirkt werden, ist nicht Gregen- 
stand der Untersuchung. Wir wollen nur bestimmen, welche Aende- 
rungen in der Zeit t L t Q vorgegangen sind. Ist die Zeit ^ t Q sehr 
klein und sind die Krafte sehr gross, so wird es zum aJlgemeinen 
Problem der Moinentankrafte. Auch dieses soil in dem Kapitel be- 
handelt werden. 

Das System moge auf beliebige feste Axen Ox, Oy, Oz bezogen 
werden. Die sechs allgemeinen Bewegungsgleichungen lassen sich dann 
nach 71 in der Form schreiben 



= ZmZ, 

) = Zm(xY 
Integi-irt man sie von t = f bis t= ^ ; so ergibt sich 



Eine beschleunigende Kraft F greife an einem in Bewegung be- 
findliehen materiellen Punkt m wahrend der Zeit ^ t Q an und diese 
Zeit werde in Intervalle getheilt ; yon denen jedes gleich dt ist. In 
der Mitte eines jeden solchen Intervalls ziehe man von der Lage aus, 
die m in diesem Augenblick hat ; eine Linie ? welche den Werth, den 
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mFdt in demselben Augenblick besitzt, der Bichtung und Grosse nach 
darstellt. Die Besultante dieser Krafte, wie man sie in der Statik 
findet, heisst die gauze in der Zeit ^ t Q zur Yerwendung gekommene 

*i 
Kraft. So ist imZdt die Componente der ganzen Kraft parallel der 

* 

#-Axe. Aus den Gleichungen gelit nun hervor, dass 

(1) die dwell "beliebige Krafte JiervorgebracJite Aendemng der Compo- 
nente der Bewegungsgrbsse eines Systems zu einer "beliebigen Zeit der 
ganzen Componente der Kraft in derselben Eiclitunrj gleieJi ist und dass 

(2) die durch leliebige Krafte lewirltie Aendenmg des Moments der 
Bewegungsgrbsse des Systems um eine Gerade zu einer leliebigen Zeit 
dem ganzen Moment dieser Krafte um dieselbe Gerade gleicli ist. 

Ist das Intervall t l t sehr klein, so ist 3; die ganze Kraft", die 
zur Verwendung gekommen ist, das gewohnliche Mass einer Momentan- 
kraft und die vorstehenden Gleichungen sind identisch mit denen 
in 85. 

Es ist nicht nothig, die beiden Satze aus den Bewegungsgleichungeu, 
wie wir es gethan haben, abzuleiten; das folgende allgemeine Theorem, 
das den beiden obigen Satzen in Wirklichkeit aquiralent ist, ergibt 
sich leicht aus dem D'Alembert'schen Princip. 

283. Pundamentalsatz. Wenn die Bewegungsgrosse eines Massen- 
punJctes eines sicJi 'bewegenden Systems, wie in der Statik, so zusammen- 
geset&t und serlegt wird, als ob sie eine an der augenUicldielien Lage des 
Massenpmiktes angreifende Kraft ware, dann sind die Bewegungsgrossen 
aller Massenpunkte zur Zeit ^ den Bewegungsgrossen m einer frutieren 
Zeit t zusammen mit den ganzen Krdften, die wdhrend des Intervalls 
gewirkt haben, aquivalent. 

Die Sache lasst sich auf Grund des D'Alembert'schen Princips klarer dar- 
stellen, wenn man sie etwas ausfiihrliclier behandelt MultipKcirt man die Masse 
7/1 eines Punktes P mit seiner Geschwindigkeit ^, so ist das Product die Bewegrmgs- 
grQsse mv des Massenpunktes Wir wollen sie der Eichtung und Grosse nach durch 
die Gerade PP' darstellen, die von dem Massenpunkt aus in der Eichtung seiner 
Bewegung gezogen wird Zum Zweck der Zusammensetzung und Zerlegung kann 
man (naoh den Eegeln der Statik) diese darstellende Gerade in der Eichtung der 
Bewegung in eine beliebige Lage bringen; sie moge sich also mit dem Punkt be- 
wegen. Greifb an dem Massenpunkt in irgend einem Augenblick eine aussere Kraft 
mF an, so inrd in der Zeit dt eine neue Bewegungsgrflsse mFdt erzeugt. Sie 
kann ebenfalls durch eine Gerade dargestellt und mit dem mv des Punktes zu- 
sammengesetzt werden, Agiren und reagiren zwei Massenpunkte wahrend der 
Zeit dt mit der Kraft E aufeinander, so werden den Punkten zwei gleiche und 
entgegengesetzte Bewegungsgr5ssen (na.mlich J?(Zf) mitgetheilt. Nimmt man alle 
Punkte zusammen, so ist, wie man sieht, die Aenderung ihrer BewegungsgrSssen 
der Eesultante aller mFdt, die auf das System gewirkt haben, gleich. Da dies 
for jedes Zeitelement gilt, so ist es auch fur je des endliche Intervall ^ t Q giiltig 
Weil aber die Resultante aller mFdt als die ganze Kraft definirt worden ist, so 
ergibt sich der obige Satz unmittelbar. 
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Falls keine Krafte mit Ausnahme der gegenseitigen Einwirkungen 
der llassenpunkte aufeinander an dem System angreifen, sind, wie man 
sieht, die Bewegungsgrossen aller Massenpunkte des Systems zu be- 
liebigen zwei Zeiten aquivalent. 

Die beiden Principien der Erhaltung der Translationsbewegungs- 
grosse und der Flachen kann man so aussprechen: 

Wean die an eineni System angreifenden Krafte derart sind, doss 
sie langs einer gewlssen festen Geraden 'keine Componente besitzen, dann 
ist die Bewegung derart, dass die Componente der Translationsbewegungs- 
grosse twigs clieser Linie constant ist. 

W&m die Krafte so sind, dass sie um eine gewisse feste Gerade 
kein Moment hab&n, dann ist das Moment der Bewegungsgrosse oder die 
tieetorenbewegungsgrosse ( 76) uni diese Gerade constant. 

Offenbar sind diese Satze nur specielle Falle der in 78 be- 
wiesenen Theoreme. 

284. Die Centralkraft als Beispiel. Ein einzelner Massenpunkt 
m beschreibe eine Baku urn ein Kraffccentrum 0. v, v seien seine 
Greschwindigkeiten in irgend zwei Punkten P, P f seines Wegs. mv', 
welclies langs der Tangente in P' wirkte, wiirde dann^ wenn umgekehrt, 
im Gleichgewicht mit dem langs der Tangente in P wirkenden mv 
zusammen mit der ganzen Centralkraft von P bis P' stehen. Sind 
p, p die Langen der von auf die Tangenten in P 7 P' gefallten 
Lothe, so ergeben die Momente urn O y vp = v'p'-, mithin ist vp 
wahrend der Bewegung constant. Treffen sich ferner die Tangenten 
in T y so muss die gauze zur Verwendung gekommene Centralkraft 
langs der Linie TO wirken und lasst sich nach den Regeln fur die 
Zusammensetzung der Geschwindigkeiten durch v, v' ausdrucken. 

Beisp. Zwei Punkte von den Massen w, m bewegen sich urn dasselbe Kraffc- 
centrum. Sind h, h' die Sectorengeschwindigkeiten eines der beiden PunMe, zu 
beweisen, dass mh,-\-w,'h f durch einen Zuaammenstoss zwischen den Punkten nicht 
geEndert wird. ( 76.) 

285. Drei MasseBpunkte als Beispiel. Drei Massenpunkte mogen 
vom Zustand der Rube ausgehend einander anzielien ; ohne dass aussere 
Krafte an ihnen angreifen. Die Bewegungsgrossen der drei Punkte sind zu- 
sammen in jedem Augenblick den drei Anfangsbewegungsgrossen aqui- 
valent und sind daher im vorliegenden Pall im Gleichgewicht. Daher 
miissen sich in jedem Augenblick die Tangenten an ihre Bahnen in 
einem Punkt schneiden und wemi man Parallele zu ihren Bewegungs- 
richtungen so zieht, dass sie ein Dreieck bilden, so sind die Bewegungs- 
grossen der einzelnen Punkte den Seiten dieses Dreiecks proportional. 

Sind es n Massenpunkte ? so Esst sich auf dieselbe Art zeigen, 
dass die n durch mv, m'v', etc. dargestellten Krafte im Gleiehgewicht 
sind und dass die Geraden ; welche man parallel zu den Bewegungs- 
richtungen und proportional den Bewegungsgrossen der Punkte, an 
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einem beliebigen Punkt beginnend, zieht, ein geschlossenes Polygon 
bilden. 

Die Richtungslinien der an den drei Punkten angreifenden resul- 
tirenden Anziehungskrafte JF, F', F" sclineiden sich ebenfalls in einem 
Punkt. Denn sind X, Y, Z die Wirkungen zwischen den Punkten 
m'm", m"m > mm' der Reihe nach, so ist F die Resultante yon 7 
und Z; F' von Z und X, F" von X und Y. Die drei Krafte 
F 9 F', F" stehen daher im Gleichgewicht 1 ) und ihre Richtungslinien 
mtissen sich in einem Punkt 0' schneiden. Auch ist die Grb'sse einer 
jeden dem Sinus des Winkels zwischen den Richtungen der beiden 
andern proportional. Der Punkfc 0' liegt im Allgemeinen nicht fest 
und fallt mit nicht zusammen. 

Ist die Anziehung dem Abstand direct proportional, so fallen die 
beiden Punkte 0, 0' mit dem Schwerpunkt G zusammen und liegen 
wahrend der Bewegung im Raum fest. Denn es ist aus der Statik 
bekannt, dass unter dieser Voraussetzung die ganze Anziehung eines 
Systems von Massenpunkten auf einen der Punkte dieselbe ist, als 
wenn das ganze System in seinem Schwerpunkt vereinigt ware. 0' fallt 
daher mit G- zusammen. Da ferner jeder Punkt vom Zustand der 
Ruhe ausgeht, so ist die Anfangsgeschwindigkeit des Schwerpunktes 
Null und daher, nach 78, G ein fester Punkt. Da weiter jeder Punkt 
vom Zustand der Ruhe ausgeht und einem festen Punkt Gr zugetrieben 
wird, so bewegt er sich auf der Geraden, welche seine Anfangslage 
mit G verbindet. fallt daher mit G zusammen. Wenn die An- 
ziehung dem Abstand direct proportional ist, so hangt, wie in der 
Dynamik der materiellen Punkte bewiesen wird, die Zeit, welche dazu 
nothig ist, das Centrum der Kraft von der Ruhelage aus zu erreichen, 
von dem Abstand dieser Ruhelage nicht ab. Daher erreichen alle 
Massenpunkte des Systems G zu derselben Zeit und treffen sich da. 
Bezeichnet Sm die Summe der durch ihre Anziehungen auf die gewohn- 

liche Art gemessenen Massen, so ist diese Zeit, wie bekannt, -J- 



Aehnliche Theoreme gelten, wenn die Krafte anderen G-esetzen 
folgen. Beispiele dazu werden am Ende des nachsten Paragraphen ge- 
geben und ihre Auflosung knrz angedeutet. 

286. Die drei Punkte von Laplace als Beispiel. Drei Punkte, deren 
Meissen m, m' f m" sind und die sich gegenseitig anziehen, werden so geworfen, dass 
das dwrch Verbindung ihrer Lage in jedem Moment gebildete Dreieck seiner An-* 
fangsgestalt immer ahnlich bleibt. Man soft bestimmen, writer wdchen Bedingungen 
der Wurf stottfinden muss. 

Der Schwerpunkt mnBs sich entvreder in Ruhe befinden oder sich gleich- 
fbrmig auf einer Greraden bewegen. Wir k6nnen daher annehmen, er befinde sich 

1) Der Beweis ist nur eine nahere Ausfuhrung des folgenden: Die drei 
Krafte JP, F', F" stehen nach D'Alembert's Princip im Gleichgewicht , veil 
sie die inneren Beactionen eines Systems dreier ESrper sind. 

Bo nth, Djnaxnfk. I 17 
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in Ruho und nachher (lie Bedingungen fiir den Wurf verallgemeinern, indem wir 
jedein Mastenpunkt erne Zusatzgeschwindigkeit ertheilen, die der Kichtung parallel 
iat, in welcher der Schwerpunkt sich bewegen soil sei der Schwerpunkt, 
I\ P' r P" die Lagen der Masbenpunkte zur Zeit t. Nach der Yoraussetzung sollen 
dann die Liingen OP, UP', OP" stets proportional und die Wmkelgeschwindig- 
keiten um gleich sein Da das Moment der Bewegungsgriissen des Systems 
uiu sieh immer gleich bleibt, bo ist 

mr*n -f- mr^n-\- ni'r'^n = Constante, 

wenn r, r\ r" die Abbtande OP, OP', OP" und n ihre gemeinschaffchche Winkel- 
geschwindigkeit bedeuten Da die Verhaltnisse r : / : /' constant bleiben, so 
tblgt aud dieaer (jrleichnng, dass m r*n constant ist, d. h. dass OP gleiche Sectoren 
in gleichen Zeiten besckreibt. Nach Newton's zweitem Princip ist daher die 
residtirende an P angreifende Eraffc nach genchtet. 

9, e', Q" seien die Seiten P'P", P"P, PP' des durch die Massenpunkte 

gebildeten Dreiecks und die Anziehung sei der - - proportional. Dann ist, 

(Abstand)* 
da <lie resultirende an in angreifende Anziehung von w', m" durch geht, 



9" Q 

und, weil der Schwerpunkt ist, 

m f Q" sin P'PO ?n" g em P"P0. 

Entweder liegen daher die drei Massenpunkte in einer Geraden oder es ist 
^"*+i _ ^'^H" 1 . 1st 7j 1, so ist die Anziehung dem Abstand proportional, 
ist k dagegen nicht = 1, so wird Q = Q" und das Dreieck muss gleich- 
seitig aein. 

Nimmt man an, die Massenpunkte wurden in Eichtungen geschleudert, die 
gleiche Winkel mit ihren Abstanden vom Schwerpunkt machen und mit Ge- 
Hchwindigkeiten, die diesen Abstanden proportional sind und setzt man ferner 
Torau^, die resultirenden Ajiziehungen nach dem Schwerpunkt hin seien diesen 
Abbtonden proportional, so gelten in alien drei Fallen dieselben Bedingungen am 
Knde der Zeit dt und so bestitndig weiter. Die drei Punkte beschreiben daher 
ilLnhclje Bahnen auf uhnliche Art um den Schwerpunkt. 

Ertfenb wollen wir annehmen, die drei Massenpunkte lagen in derselben 
U^raden. Um eme bestimmte Vorstellung zu gewinnen, liege m' zwischen m und 
M" und zwischen m und m'. Da die auf jeden Punkt wirkende Anziehungs- 
kraft dem Abstand des Punktes von proportional sein muss, so miissen die drei 
Anziehungen, in der Eichtung PP" gemessen, namlich 

ni , m" m" ___ m _ m m 

tfP) 1 (PP"/ ' (P"P7 " (PP? ' "" (PP") A " (P'P") A 

proportional OP, OP', OP" sein. Da 2mOP= ist, so liefern die sich daraus 

P'P" 

ergebenden beiden G-leichungen im Granzen nur eine Gleichung. Setzt man z = , 

HO dass also ^^ 

OP OP' _ PP' 



so erhalt man 



was mit dem Eesultat ubereinstimmt, welches Laplace fand, der sich zuerst 
mit dieaem Problem beschaftigte, 
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Falls die Anziehung dem Newton'schen Gesetz folgt, ist 1: = 2 und wird die 
Gleichung 

mz*[(l + 2) 3 1] m ' (1 + z)* (1 s 3 ) m" [(1 + *) s 8 s ] = , 
welche vom fdnfben Grad ist und daher immer eine reelle Wurzel hat. Die linke 
Seite der Gleichung hat entgegengesetzte Vorzeichen fur z = und z = oo , daher 
ist diese reelle Wurzel positiv. Es ist also immer moglich die drei Massen so 
zu werfen, dass sie in einer G-eraden bleiben Laplace bemerkt, dass, wenn in 

die Sonne, m' die Erde, m" der Mond ist, z nahezu den Werth 

erhalt. Waren daher urspriinglich die Erde und der Mond in dieselbe Gerade 
mit der Sonne gebracht worden in Abstanden von der Sonne, die zu 1 und 

1 + -^- proportional sind, und waren ihre Geschwindigkeiten anfanglich diesen 
Abstanden parallel und proportional gewesen, so wiirde der Mond stets in Opposition 
zur Sonne geblieben sein. Der Abstand des Mondes von der Erde ware zu gross 
gewesen, als dass er im Zustand bestandiger Yerfinsterung hatte sein kOnnen und 
es wurde deshalb jede Nacht Vollmond gewesen sein Liouville hat indess in 
den Additions a la Connaissance des Temps , 1845 nachgewiesen, dass eine solche 
Bewegung unstabil ware. 

Die Bahnen der Punkte sind ahnliche Ellipsen, die den Schwerpunkt zum 
gemeinsohaffclichen Brennpunkt haben. 

Zweitens sei die Anziehung dem Abstand proportional In diesem Fall ist 
die an jedem Massenpunkt angreifende Anziehungskraft dieselbe, als wenn die 
drei Punkte im Schwerpunkt vereinigt waren. Jeder Punkt beschreibt eine Ellipse, 
die den Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat, in derselben Zeit. Nothwendige Be- 
dingungen fur den Wurf sind, dass die Wurfgeschwindigkeiten den Anfangs- 
abstanden vom Schwerpunkt proportional sind und dass ihre Richtungen gleiche 
Winkel mit diesen Abstanden machen. 

Drittens mogen sich die Massenpunkte m den Ecken eines gleichseitigen 
Dreiecks befinden. Die resultirende , am Punkt m angreifende beschleunigende 
Kraft ist 

^- cos P'PO + ^ cos P"PO. 
9" ^ 

Die Bedingung, dass die an den Punkten angreifenden Krafte ihren Ab- 
standen von proportional sein mussen, zeigt, dass das Yerhaltniss dieser Kraft 
zu dem Abstand OP dasselbe for alle Massenpunkte ist. Da nach einem Satz 
uber den Schwerpunkt 

m' Q" cos P'PO + m" q cos P"PO = (m + ?' + w") OP 

ist, so wird dieser Bedingung offenbar anfangs genugt, wenn 9 = 9' = ^". Wenn 
daher die Massenpunkte mit Geschwindigkeiten geworfen werden, die diesen Ab- 
standen proportional sind und in Richtungen, die gleiche "Winkel mit OP, OP' 
bez. OP" machen, so werden sie aus demselben Grand, wie zuvor, stets in den 
Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bleiben. 

Eine Besprechung der Stabilitat dieser Beweguag findet man im zweiten Theil 
dieses Werkes. 

Beisp. 1. Man zeige, dass, wenn die drei Massenpunkte sich in den Ecken 
eines gleichseitigen Dreiecks befinden und einander nach dem Newton'schen 
Gesetz anziehen, ihre Bahnen ahnliche Ellipsen sind, die zum gemeinschaft- 
lichen Brennpunkt haben. Man finde die Dauer der Periode 

Beisp. 2. Drei ungleiche Massenpunkte, die sich anziehen wie die umgekehrte 
ft te Potenz des Abstandes, werden im Zustand der Ruhe auf die Ecken eines 
gleichseitigen Dreiecks gesetzt. Man beweise, dass sie sich schliesslich in ihrem 
gemeinschaftlichen Schwerpunkt treffen. 

17* 
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Die Laplace'rtchen Wmfbedingungen sind erfullt Die Punkte bleiben daher 
auf den Eckcn einea gleichseitigen Dreiecks, und diese Ecken bewegen sich 
direct auf don Schworpuiikt zu. Die drei Massenpunkte beschreiben daher 
grade Linien und konnnen gleichzeitig in an. Die Uebergangszeit ist durch 







gegebcn, worin p = m -f m' -f- m" und Q eine Seite des anfanglichen gleich- 
<M'itigi*n Drfiecks ist Das Integral kann man in Gammafunctionen ausdrucken, 
wenu mail y 1 ~~* ** e oder -i setzt, je nachdem k kleiner oder grosser ala die 
Eiiiheit ist Wenn 7; *= 3 ist, kann die Integration ohne Schwierigkeit aus- 
gefiihrt werden. 

Beisp. 3 Wenn das Sonnensystem nur aus Sonne, Erde und Mond, die sich 
in t*iiMr Ebene bewegen, bestande, zu beweisen, dass 

S (JE +M)*H+(S+E+M) EMJi =* Consta-nte 

ist, worin h die Sectorengeschwindigkeit einea Punktes auf dem Mond um die Erde 
bedeutet, dessen Masse der Einheit gleich gesetzt -wild und J^die Sectorengeschwin- 
digkoit des Scliwerpunktes der Erde und des Mondes um die Sonne bezeicbnet 
Man beweise auch, dass, wenn die Sonne im Raum festliige, 



d JJ. /jJGyJjx Z\ /I 1 | 

~dt = (E + -ZM)* \P ^ 7V 

ist, wo r, r' die Abstande der M und JB von S und A den doppelten Inhalt des 
von den drei Kflrpern gebildeten Dreiecks bezeichnet. 

[St. John's Coll., 1896.] 

G sei der Schwerpunkt des ganzen Systems, K der von E und M. <a sei 
die "Winkelgeschwindigkeit im Raum von EM, & die von SK. Die doppelte 
SctorenbewegungsgrOssti des ganzen Systems um G ist nun constant, die von E 
untl M, nach 74, 

(E - KE* -f- M KM*) GJ + (J + M) - GK* - & 

und die von S fat S-GS*-tt. Gegeben ist h = EM* CD, H = SK* ; 
auch die Abstilnde KE, KM, GK, GS kann man, wie aus der Definition des 
Schwerpunktes bekannt ist, durch die Abstande EM , SK und die Massen 5, J, M 
ausdrucken Substituirt man und setzt die Summe der Sectorenbewegungsgro'ssen 
einer Constanten gleich, so ergibt sich die erste Gleichung sofort. Die zweite 
erhalt man dadurch, dass man die Momente um S und K nimmt 

Beisp. 4 Jacobi's Theorem. Ein freies System von Massenpunkten bewegt 
sicli nur unter der Einwirkung ihrer gegenseitigen Anziehungen und die Krafte- 
fanction U ist eine homogene Function w ten Grades, Man beweise, dass 

ist, worin Jfr n 2?,, etc. die Abstande der Massenpunkte 7?^, m^, etc. von ihrem 
gemeinschaffclichen Schwerpunkt und eine Constante ist. Wenn die Anziehung 
umgekehrt wie die dritte Potenz des Abstandes variirt, zu beweisen, dass 



. A + Bt + Ct* 

ist. (Vorleeungen fiber Dynamik, 1864, herausgegeben von A. 01 eb s c h . Supplement- 
band, S, 22.) 

Durch einfache Differentiation erhalt man 
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/dx\ d"3G dU 

m dt* ~~ m \di) ~~ mx ~dt* ~~ " X ~dt 

und, wenn man die Summen fur die Coordinaten #, y, 2 und fur alle Massen- 
punkte nimmt, da U homogen ist, 

d* 
dt* 

Nach dem Princip der lebendigen Kraft ( 138 oder 350) ist 
mv* = 2 U + C, C Smv Q * 2 U Q , 
wenn U Q der Werth der Kraffcefunction im Anfangszustand ist. Daraus folgt 

jp Smr* = 2(n + 2) Z7 + 2(7. 
Nun ist 



da aber keine ausseren Kr'afbe existiren, so ist constant und deehalb * 

Null. Da das Gleiche for y und gilt, so folgt daraus der zu beweisende Satz 
unmittelbar. 

Beisp. 5. Drei Massenpunkte, die einander umgekehrt wie die dritte Potenz 
des Abstandes anzienen, werden in leliebige Lagen im Zustand der Riihe gelrackt. 
Man leite aus Jacobi's Theorem ab, dass ein Zusammenstoss stattfinden muss, 

bevor die Zeit i, die sich aus t*2 ^- = 2m R* ergibt, yoruber ist. 

Da die Massenpunkte yom Zustand der Ruhe ausgehen, so ist J5 = und 
0= 2!!7 = S g , wenn Q die Seite des Dreiecks bedeutet, welche die 

Anfangslagen von m', m" verbindet. Ferner ist A das Anfangstragheitsmoment 
der drei Massenpunkte in Bezug auf ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt. Wir 
bemerken, dass C negativ und A positiv ist und dass die quadratische Gleichung 
A + Ct* = reelle Wurzeln hat. 

Stossen zwei Massenpunkte wahrend der Bewegung gegeneinander, so sind 
wie man aus der Gleichung der lebendigen Kraft ersieht, ihre Geschwindigkeiten 
in diesem Moment unendlich gross. Die ganze darauf folgende Bewegung wird 
durch den Zusammenstoss afficirt. Findet er nicht vor der durch Ct 2 = A 
gegebenen Zeit statt, so ist offenbar in diesem Moment 2m R* = 0; die Massen- 
punkte mtlssen daher in Beriihrung sein. 

Aus dem Jacobi'schen Theorem ergibt sich ferner, dass die Anordnung 
unseres Sonnensy stems nicht stabil sein konnte, wenn die Attraction dem ura- 
gekehrten Cubus des Abstandes proportional ware. Denn sind die Wurzeln 
der Gleichung A + Bt + <7# 2 = reell, so mussen sich die Massenpunkte nach 
einer endlichen Zeit treffen; sind sie imaginar, so muss, da A ein Tragheitsmoment 
und also positiv 1st, C positir sein und es mussen mithin die Radienvectoren 
einiger Planeten unendlich gross werden, wenn t unendlich gross wird. 

Gilt die Jacobi'sche Gkiclumg gang uribegrewst? 

Konnte man annehmen, dass zwei Massenpunkte, wenn sie sich treffen, 
ohne Widerstand der eine durch den andem hindurchgehen , so liesse sich er- 
warten, dass die Gleichung 



zu jeder Zeit ihre Gultigkeit behielte. Wenn aber C negativ und t hinlanglich 
gross ist, so haben die beiden Seiten der Gleichung entgegengesetzte Vorzeichen, 
so dass also die Gleichheit nicht unbegrenzt stattfinden kann, 
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Die Ursaehe dieses AViderspruchs liegt in der Unstetigkeit, welche bei dem 
Zusammentreffen zweier Massenpunkte eintritt 1 ) Wenn die Massenpunkte m, m 
den sehr kleinen Abstand x von emander haben, wird schliesslich (dx/dt)* = E*/x*, 
worin E* = HI + in ist. Daraus erhalt man durch Ausziehen der Wurzel 
dxfit^ i E!x Nabern sich die Punkte einander, so muss man der Wurzel das 
negative Vorzeichen geben, weil x popitiv und dx/dt negativ ist Wenn die Massen- 

1) Um die Sache klarer zu machen, wollen wir annehmen, ein einzelner 
MaBsenptmkt P gebe vom Zustand der Ruhe im Punkt A aus und werde von 

einer Centralkraft F^-, ^elche in liegt, angezogen. Ist OP = x, so er- 



halt man J -.0 

t/ X 

Anfangs ist for x = a , v = , daher C = ft/a*. Wenn der Massenpunkt 
durch. den Coordinatenanfang gegangen ist, gilt fur die Geschmndigkeit v der 
^leiche Ausdruck, wenn man C' statt C setzt. Sind , ^ ' die End- und An- 
fangygeseli-winfligkeiten der beiden Bewegungsperioden , so ist v ' 2 v o*> we ^ es 
dor doppelten von F auf einer Strecke ; die dbsolut Null ist, verrichteten Arbeit 
gleiehkommt, ffir jedes noch so grosse F Xull Daher ist C'= C 

Nimmt man die Quadratwurzel, so wird 



Bei der Annaherung des Maesenpunktes an muss das negative Vorzeichen ge- 
nommen werden, weil v negativ und x positiv ist. Wenn der Massenpunkt 
passirt hat, ist das positive Vorzeichen zu nehmen, weil v sein Vorzeichen be- 
hilt und x negativ wird. In unserm Problem wechselt daher die Wurzel das 
Zeichen und geht im Coordinatenanfang durch die Unendlichkeit, Diesem 
Zeichenwechsel kann man daditrch Rechnung tragen, dass man +|/^ negativ 
oder positiv nimmt, je nachdem der Massenpunkt sich auf der positiven oder 
negativen Seite des Kraftsitzes befindet. 
Es ist nun 



daher 

x* = A + Et i a 4 ' 

Die Zeit t werde negativ und positiv genommen von der Epoche an, zu 
welcher der Massenpunkt durch das Centrum der Eraffc geht. Fiir t = ist dann 
x = 0, xv = ^p yp und also 



wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem der Massenpunkt 
sich auf der positiven oder negativen Seite des Centrums der Kraft befindet. Der 
Punkt Rchwingt in gleichen Bogen auf beiden Seiten des Centrums der Kraft und 
ilie rechte Seite der Oleichung Trird nie negativ. 

Die Ansichten fiber die richtige Interpretation der G-leichungen fur die 
Punkte, an -welchen entweder die Geschwindigkeit oder die &aft unendlich gross 
vird, Bind sehr aupeinandergegangen. Wir verweisen den Leser auf eine Ab- 
handlung von Asaph Hall in Bd. 3 des Messenger of Mathematics, 1874, wo die 
sich etwas widersprechenden Besultate von Euler, Montucla, Laplace, Plana 
u. A. kurz zusammengestellt sind. Die Sache hat mehr theoretischen als praktischen 
Werth; in Wirklichkeit kommen solche Fallc nicht vor. 
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punkte einander passiren, wechselt der Abstand x sein Vorzeichcn bel dem Durch- 
gang clurch Null, der moinentane Werfh der Greschwindigkeit bleibt jedoch ungeandert, 

die Quadratwurzel muss also das positive Yorzeichen erhalten; x -=j wechselt da- 
rt & 

her das Zeichen; es muss mithin die Constante E unstetig sein und plo'tzlich bei dem 
Zusammentreffen der beiden Massenpunkte ein andres Yorzeichen annehmen Jeder 
Zusammenstoss markirt daher einen Abschnitt, mit welchem ein neues Problem 
beginnt und die "Werthe der willkurlichen Constanten yon Neuem bestimmt 
werden muss en. 

287. Lebende Wesen als Beispiele. Beisp 1. Ein Mann wird an eine 
verticale Axe gebunden, die ohne Reibung rotiren kann, und hat nur seine Anne 
frei Das System ist anfangs in Ruhe; man erklare, wie der Mensch durch Be- 
wegung seiner Arme im Raum seinen Korper herumdrehen kann. 

In welcher Weise der Mann auch seine Arme bewegen mag, die ganze 
Sectorenbewegungsgrosse um die Axe ist nach 283 jedenfalls Null. Er moge 
seinen rechten Arm dicht an seine Seite legen, ihn dann seitwilrts ausstrecken 
und so nach vorn bewegen, dass der Arm den vierten Theil eines horizontalen 
Kreises beschreibt. Er ziehe dann den Arm ein und bringe ihn so wieder in 
seine Anfangslage. Offenbar hat jeder Punkt des Armes und der Hand einen 
Sector um die Axe von der Rechten zur Linken beschrieben. Der Korper des 
Mannes muss sich daher um die verticale Axe von der Linken zur Rechten um 
einen solchen Winkel drehen, dass die ganze Sectorenbewegungsgrosse Null ist, 
Durch Wiederholung des Yerfahrens kann er seinen Korper um jeden beliebigen 
Winkel drehen. 

Auf diese Art kann eine Person, die auf einem vollkommen glatten Tisch 
aufrecht steht, eich um eine verticale durch ihren Schwerpunkt gehende Axe 
diehen und nach jeder beliebigen Richtung Front machen 

Beisp. 2. Eine Person liegt auf einem vollstandig glatten Tisch auf dem 
Riicken; man erkl'are, wie sie sich herumdrehen und mit dem G-esicht nach dem 
Tisch zu liegen kommen kann 

Sie strecke einen Arm aus und schlage mit ihm auf den Tisch; auf diese 
Art erhalt sie Winkelbewegungsgrosse um ihre Axe. Hat sie sich so um zwei 
rechte Winkel gedxeht, so schlagt sie wieder mit ausgestrecktem Arm oder Armen 
auf den Tisch und kann so die Bewegung zum Stillstand bringen. Dieselbe 
Wirkung bringt sie hervor, wenn sie einen Theil ihrer Kleidung seitwarts weg- 
wirffc. Schliesslich kann sie auch die im letzten Beispiel beschriebene Methode 
benutzen. 

Beisp. 3. Man erklare, wie es kommt, dass eine Katze, die man mit den 
Beinen nach oben aus hinreichend grosser H6he herabfallen lasst, auf ihre 
Fflsse faUt. 

WSirend des ersten Stadiums des Falles streckt die Katze ihre Hinterbeine 
fast senkrecht zur K5rperaxe aus und zieht die Yorderbeine dicht an den Nacken 
an. In dieser Lage dreht sie den Yordertheil des Korpers um einen so grossen 
Winkel, ale sie kann, waJirend der hintere Theil sich um einen kleineren Winkel 
in entgegengesetzter Richtung dreht, so dass die ganze SectorenbewegungsgrSsse 
um die Axe (wie in Beisp. 1) Null ist. In dem zweiten Stadium des Falles halt 
sie die Beine umgekehrt, indem die hinteren dicht am Ko'rper anliegen und die 
vorderen auagestreckt sind. Die Katze dreht nun den hinteren Theil ihres K6rpers 
um den grossen Winkel, wtoend der vordere Theil um den Ideinen Winkel 
rotirt. Das Resultat ist, dass sich beide Theile der Katze um die Axe durch 
etwa gleiche Winkel herumcLrehen. 

In der Natwe vom 22. Nov. 1894 findet man eine Reihe von Photographien 
einer faUenden Katze, die aus Marey's Artikel in den Comptes Rendus CXE, 
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1894 veproducirt smd Die riclitige Erklarung schreibt man Guy on zu, In dem- 
selben Band far Comptes Rendus bringt Maurice Levy eine mathematisclie 
Begriindung des* Vorganges und zeigt wie ein Mann in einem leeren Raum sich 
ohne AnfangsgeKchwindigkeit und ohne den Beistand einer ausseren Kraft um 
seine Axe herumdrehen kann. L ecornu (ibid.) erklart auch, wie eine Schlange durch 
ittnere btistiindig wiederholte Beicegungen ihren Kcirper um ihre Langsaxe drehen 
kann, o?ine ihre aussere Gresfrdt oder ihre Lage im Raum zu andern. Yergl. auch 
die Aufsatze von Marcel Deprez, Picard und Appell in demselben Bd. und 
das Bull, de la soc. math., Nov. 1894. 

Beisp. 4 Eine Person ist in einen leichten Verschlag eingeschlossen , der 
auf einem rauhen Boden steht Man zeige, durch welche Bewegungen er die 
Reibung dazu benutzen kann, den Terschlag und sich selbst beliebig weit langs 
des Bodens fortzubewegen 

Er pchreite von dem einen Ende aus den Verschlag entlang, aber nicht so 
schnel], dass die Reibung unzureichend ware, den Verschlag in Ruhe zu erhalten 
Er bewegt so seinen eignen Schwerpunkt und erlangt BewegungsgrSsse. Indem 
er tlann aut'springt, hebt er den Easten vom Boden in die H6he und tragt ihn 
mit sich Wena die Schwere den Kasten wieder auf den Boden senkt, wiederholt 
<r die Operation Erne andere Methode ist in Kap IE, Beisp 3 angegeben 

Man hat die Beobachtung gemacht, dass gewisse mexicanische Fruchthiilsen, 
die man Springbohnen nennt, sich mittelst einer Reihe von Sprungen in Bewegung 
setzen Man fand, dass jede Bohne ein Thierchen enthielt, das betrachtlich kleiner 
als die Hohlung war ? in der es eingeschlossen sass Die Art, wie das Thier die 
Bohne auf eine Entfernung, die zwei bis dreimal so lang als die Bohne ist, zum 
Springen bringt, hat sich nicht recht aufklaren Jassen. Man sehe Chamber's 
Journal, 1896; Eoyal Botanical Society, 1894. 

Beisp. 5. Zwei Eimer, deren Grewichte 7w, in sind, werden an einem dunnen 
unelastischen Seil, das u'ber eine feete Rolle 1'auft, aufgehangt; in dem Mittel- 
punkt des Bodens des einen Elmers sifczt ein Frosch, dessen Gewicht p ist. In 
einem Moment augonblicklicher Ruhe der Eimer springt der Frosch vertical so in 
die Hohe, dass er grade das Niveau des oberen Randes seines Eimers erreicht 
Man beweise, dasp das Yerhaltniss der absoluten Lange h' des verticalen Auf- 
stiegs dea Frosches im Raum zu der Lilnge h seines Eimers, und die Zeit t, welche 
v< j rfliesfit, bis der Frosch wieder auf dem Boden seines Eimers ankommt, durch 

I m + m ' 4. ^ ft ==: 2 m ' ( m + m ')k, m' g i 2 = 4 ( m + m') h 
gegcben ist, wobei die letzte Gleichung von dem Gewicht des Frosches nicht abhangt 

[Walton's Problem, Math. Tripos, 1864] 

Beisp. 6. Man zeige, dass eine Person, welche sich auf einer Schaukel 
schwingt, den Schwingungswinkel dadurch vergrossern kann, dass sie sich am 
hcSchsten Punkt zusammenkrummt und sich am tiefsten Punkt lngs des Seiles 
aufrichtet. 

2 a, 2J seien die Liingen des Mannes T wenn er sich biickt und wenn er auf- 
recht steht; If, m die Massen der Schaukel und des Mannes; I das Tragheits- 
moment der Schaukel und c der Abstand ihres Schwerpunktes von ihrem Auf- 
h&ngepunkt Zuerst kommt das System mit der Person, in gebuckter Lage vom 
Zustand der Ruhe aus einen Winkel a herab und hat in seiner tiefsten Lage die 
Winkelgeschwindigkeit 03. Wenn nun pletzlich die Person aufsteht, so wird die 
Winfcelgeschwindigkeit GJ in a>' umgeaaidert. Zuletzt steigt dann das Svstem 
einen Winkel /? hinan Man hat daher 



worm 

.(I- o) + ., A' = Jf c + - a) 
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1st und man 5, J? aus A, A' erhalt, wenn man & statt a schreibt Die erete 
imd dritte Gleichung ergeben sicli aus dem Pnncip der lebendigen Kraft, die 
zweite aus dem der Flachen. Daraus folgt sin 2 -I 0/sin 2 ya = AA'/BB' Es ist 
aber J/>.B', well &>a ist, und A>B, weil man bei Schaukeln die Lange ? 
des Seiles gewShulich grosser als die Hone der Person nimmt Folglich ist 
grosser als a. 

Man betrachte die G-leichung Aa} = Bco'; jedesmal, wenn die Person sich 
aufrichtet, verringert sich das Tragheitsmoment und wachst nntln:n die Winkel- 
geschwindigkeit. An dem hSchsten Punkt, an dem sich das System momentan 
in Ruhe befindet, wird die Winkelgeschwindigkeit durch das Biicken nicht ver- 
andert, dagegen das Tragheitsmoment vergrbssert Durch fortgesetztes Wieder- 
holen der beiden Bewegungen wird die Winkelgeschwindigkeit bei jedem Durch- 
gang durch den tiefsten Punkt grbsser. Das Moment der Schwere ist ferner beim 
Herabkommen der Schaukel grdsser, als beim Aufsteigen; aus beiden Ursachen 
vermehrt sich die Amplitude der Schwingung 

288. PlStzliche Fixirungen. Ein starrer Korper bewegt sich 
frei auf bekannte Art im Raum. Plotzlich. wird eine Gerade im Korper 
fixirt oder ihre Bewegung in irgend einer gegebenen Weise geandert. 
Man soil ftnden, welche Aenderungen in der Bewegung des iibrigen 
Korpers vor sich gehen. 

Probleme wie diese werden sammtlich mit Hiilfe desselben mecha- 
nischen Princips gelost. Die Aenderung der Bewegung wird durch 
Momentankraffce hervorgebracht, die an Punkten dieser Geraden an- 
greifen. DaJier ist nach 283 die Winkelbewegungsgrosse des Korpers 
um die Axe dieselbe nach wie vor der Aetiderutig. Dies dynamische 
Princip liefert eine Gleichung, die zur Bestimmung der folgenden 
Bewegung des Korpers um die Gerade ausreicht. 

Diesen Satz kann man auch in einem allgemeineren Fall benutzen. 
Man nehme an, wir hatten ein System in Bewegung befindlicher Korper, 
die plotzlich starr mit einander verbunden sind und gezwungen werden, 
sich um eine Axe zu drehen. Die darauf folgende Winkelgeschwindigkeit 
um diese Axe lasst sich dann dadurch finden, dass man die Winkel- 
bewegungsgrosse des Systems um diese Axe nach der Aenderung der- 
jenigen vor der Aenderung gleich setzt. 

Bei der Anwendung dieses Principes auf verschiedene Korper 
empfiehlt es sich, verschiedene Methoden zur Ermittlung der Winkel- 
bewegungsgrosse zu gebrauchen. Das folgende Verzeichniss soil den 
Leser bei der Auswahl des far jeden speciellen Pall geeignetsten Ver- 
fahrens unterstutzeru 

289. Fall 1. Der Korper sei eine Scheibe, die sich auf be- 
liebige Art in ihrer eignen Ebene bewegt und die A^e, deren Be- 
wegung geandert wird, stehe senkrecht auf ihrer Ebene. Die Losung 
findet man in 171. 

290. Fall 2. Der Korper sei eine Scheibe, die sich um eine 
in ihrer Ebene gelegene Momentanaxe Ox mit der Winkelgeschwindig- 
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keit w herumdreht. Eiue Axe Ox', die ebenfalls in ihrer Ebene liegt, 

werde plofczlich fixirt. 

In diesem Pall ist die Ermittlung der Winkelbewegungsgrosse 

so einlach, dass es am besten ist, wenn wir auf die Grundprincipien 

zurtickgreifen. dti sei ein 
Element der materiellen 
Flache der Scheibe; y y y f 
seine Abstande von Ox, 
Ox. Dann sind y&, y& 
die Geschwindigkeiten 
von dti grade vor und 
grade nacli dem Stoss. 
Die Moments der Be- 
wegungsgrosse um Ox 

grade vor- und grade nachher sind deshalb yy'adti und y' 2 G)'dG. 

Nimrat man die Summen fur die ganze Fl'aclie der Scheibe, so er- 

gibt sich 

u2!/' 2 d(S = G>Zyyd0 ....... (1). 

Erstens seien Ox, Ox einander parallel, so dass also im Un- 
emllichen liegt. h sei der Abstand der A^:en ; daher y'=y li. Es 
wird dann 




A, A' seien die Tragheitsmomente der Scheibe fur Ox bez. Ox } y der 
Abstand des Schwerpunktes von Ox, M die Masse der Scheibe. Man 
erhalt 

A'a'^aU my). 

Ziceitens seien Ox, Ox einander niclit parallel sei der Coordi- 
aateiianfang und der Winkel xOx'=u\ es ist dann y'=yco$cc x since. 
F sei das Deviationsmoment der Scheibe um Ox, Oy, wobei Oy senk- 
recht auf Ox steht. Durch Substitution in (1) findet man 

A'ai = &(A cos f sin ci). 

Bei-?p. 1 Eine elliptische Scheibe mit der Excentricitat e dreht sich um 
ciniin Parameter. Plotzlich wird dieser Parameter losgelassen und der andere 

1 4e 2 
fixirt Man zeige, dass die "WinkelgeschwiBdigkeit ,- a ihres friilieren Werthes 

Tetr8gt. 1 + 4e 

Beisp. 2 Eine Scheibe von der Gestalt eines reehtwinldigen Dreiecks A CB 
dreht sich um die Seite AC. PlOtzlich -wird AC losgelassen und EC festgehalten. 

SO 
Wenn C der rechte Winkel ist, so betragt die Winkelgeschmndigkeit 7-7= ihres 

friiheren Werthes. * AC 

Beisp. 3. Die Ebene eines Rechtecks ABCD steht vertical und seine untere 
Kante AB hat eine horizontale Lage und liegt im Raum feat. Bei einer leichten 
Sturung dreht sich das Rechteck urn A3 und in dem Augenblick, in dem seine 
Ebene horizontal ist, wird die Seite AD festgehalten und AB losgelassen. Es 
dreht sich jetzt um AD und wenn die Ebene wieder vertical steht wird AB fest- 
gehalten und AD losgelassen Man zeige, dass die Endwinkelgeschwindigkeit um 
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AB durch die G-leichung o 2 = * ^ ,^ 7 T" - gegeben 1st, worm JL2? 2 a 
und 



Beisp 4. Ein Punkt in einer Lamelle, welche um eine in ihrer Ebene ge- 
legene gegebene Momentanaxe rotirt, wird plotzlich festgehalten Man zeige, class, 
wenn die neue Momentanaxe senkreclit auf der fruheren stehen soil, der Punkt auf 
einer Hyperbel liegen muss, deren eine Asymptote rechtwinklig zur gegebenen 
Axe und deren andere in Bezug auf die Trkgheitsellipse fur den Schwerpunkt zu 
ihr conjugirt ist 

291. Pall 3. Der Korper drehe sich um eine Momentanaxe 01 
mit der bekannten Winkelgeschwindigkeit oj und eine Axe 1', welehe 
sie in einem Punkt schneidet, werde plotzlich festgehalten. 

I, m, n seien die Bichtungscosinusse von 01 in Bezug auf die 
Hauptaxen fiir und I', m, n' die Richtungscosinusse von I f . Dann 
sind nach 264 die Winkelbewegungsgrossen um diese Hauptaxen 
grade vor dem Stoss A&l, Bom, Can. Die Winkelbewegungsgrosse 
um OI f grade vor dem Wechsel ist daher nach 265 

(Air + Bmm' + Cnri} w. 

Ist CD' die Winkelgeschwindigkeit des Korpers um 01', grade nachdem 
T im Raum festgelegt wurde, so ist die Winkelbewegunsgrosse 



Durch Gleichsetzung der beiden Ausdriicke erhalt man dann . 

Beisp. 1. Ein massiver gerader Kegel, dessen haJber Winkel an der Spitze 
a ist, rotirt um eine Erzeugende. Plotzlich wird eine andere Erzeugende festgelegt 
und die beiden Ebenen, welche die Erzeugenden und die Axe enthalten, sind um 
den Winkel 9? gegeneinander geneigt. Man zeige, dass das Verhaltniss der 
Winkelgeschwindigkeiten 

[2 + (4 + n) cos 9] : [6 + n] ist, wo n = tg 2 a. 

Beisp. 2. Wenn ein KOrper um einen festen Punkt rotirt, so heiset das 
halbe Product aus dem Tragheitsmoment fur die Momentanaxe und dem Quadrat 
der Winkelgeschwindigkeit die lebendige Kraft. T sei die lebendige Kraft des 
KSrpers, wenn er sich frei um die Axe 01 dreht und T', wenn die Axe OT 
plStzlich festgelegt wird. Man construire das Tragheitsellipsoid fur den Punkt 
und sei der Winkel zwischen den excentrischen Linien ( 40) der beiden Axen 
0JT t OI f . Man beweise, dass T'= !Tcos a 0. Daraus folgt, dass die lebendige 
Kraft jedesmal verringert wird, wenn eine neue Axe festgelegt wird. 

292. Fall 4 Die Bewegung des Korpers sei durch die Bewegungs- 
componenten u, v, w, G} X , &y, & s gegeben und der Schwerpunkt sei der 
Eeductionspunkt. Die Gleichung der Geraden, deren Bewegung plotzlich 
geandert wird, sei 

a?-/ _ y 9 _ * ft 
I m n > 

worin Z ? m, n die augenblicklichen Eichtungscosinusse sind. 

Man nehme an, die Gerade werde plotzlich im Raum fisirt. Die 
Winkelbewegungsgrosse vor der Fixirung ist in 266 gegeben. Ist CD' 
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die Winkelgeschwindigkeit um diese Gera<Je nach der Fmrung, so 1st 
die Winkelbewegungsgrosse Ico', worm I in 17 ? Beisp. 9 gegeben 
ist. Setzt man beide Ausdriicke gleich, so ergibt sich of. 

293. Man nehme ferner an, die Bewegung, welche der Geraden 
plotzlich aufgezwungen wird, werde durch die Geschwindigkeiten 
U, V, W eines Punktes P der Geraden und die Winkelgeschwindig- 
keiten 0, (p, ty dargestellt. Die Beweguug des Korpers kann dann 
durch die Translationsgeschwindigkeiten U y V, W des namlichen 
Reductionspunktes P und die Winkelgeschwindigkeiten 6 + 11, 
y> -\-Qm, # + Sin ausgedrtickt werden, worin & die einzige unbekannte 

Grosse ist. 

Die Winkelgegchwindigkeiten 0, 9, ty kann man, um die gegebene Bewegung 
<]<>r Geraclen darzustellen, auf unendlich verschiedene Art wahlen, weil eine Winkel- 
tfeschwindiprkeit um die GeradtJ die Linie selbst nieht bewegt, WaMt man nun 
0, qp, ty so, class die Components Id + mcp + tity um die Gerade Null ist, und 
-incl (7, w, n) the augenblicklichen RicLtungscosinusse der Geraden, so ist SI die 
\Vmkelgeschwindigkeit des Koi-jiers um die Aie grade nach dcm Wechsel. 

Diese Grosse 5i ; ihre Bedeutung mag sein, welche sie wolle, findet 
man durcli Gleichsetzung der Winkelbewegungsgrossen um die Axe yor 
und nach dem Wechsel. Diese Momente kann man so aufstellen, wie 
in 266 erklart wurde. 

294. Wird die der Geraden plotzlieh aufgezwungene Bewegung 
dadurch dargestellt, dass man die Geschwindigkeiten zweier Punkte 
P ? P' der Geraden gibt ; und steflen die Bewegungscomponenten u', v, w' 9 
coj:', c?/, o/ fur den Schwerpunkt als Reductionspunkt die gesuchte 
Bewegung des Korpers nach dem Wechsel vor, so lassen sich die 
Wiukelbewegungsgrossen vor und nach dem Weehsel niederschreiben, 
wie in 266 angegeben wurde. Setzt man sie gleich ; so erhalt man 
die dynamische Gleichung. Die Componenten der Geschwindigkeiten 
von P und P' kann man nach 238 finden und den gegebenen 
Werthen fiir die erzwungenen Geschwindigkeiten gleichsetzen. Wir 
erhalten so im Ganzen sechs unabMngige Gleichungen zur Ennittlung 
der sechs Bewegungscomponenten nach dem Wechsel. 

Beisp. 1. Eine elliptische Scheibe befindet sich in Rulie. Pldtzlich wird 
das eine Ende der grossen und das eine der kleinen Axe gezwungen, sich senk- 
recht zur Ebene der Scheibe mit der Geschwindigkeit U bez. V zu bewegen, 
Man zeige, dass der Schwerpunkt sich mit der Geschwindigkeit -i (U+ V) zu 
bewegen anf&n#t. 

Beisp. 2. Eine elliptisehe Scheibe befindet sich in Ruhe. PlCtzlich wird 
das eine Ende ^ des Parameters gezwungen sich parallel zur grossen Axe mit der 
Ueechwindigkeit U zu bewegen , wahrend sich das aoidere eenkrecht zur Ebene 
der Scheibe mit der Geschwindigkeit W bewegt. Man zeige, dass die Compo- 
nenten der Geschwindigkeit des Centrums parallel den Asen der Scheibe 

- ~ Ue W 

eind. 2? 2(1 - e >)' 
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Beisp 3. Eine frei in ihrer Ebene, welche vertical ist, rotirende Kreisscheibe 
fallt auf eine andere ilir gleiche Kreisscheibe, deren Ebene horizontal ist und 
welche sich um eine feste verticale durch ihr Centrum gehende Axe dreht Im 
Augenblick des Zusammenstosses werden die beiden Scheiben starr miteinander 
verbunden. Wenn der Punkfc des Zusammenstosses einen Radius des horizontalen 
Kreises halbirt, zu zeigen, dass sich die Winkelgeschwindigkeit um die feste 
verticale Axe auf die Halfte reducirt 

Beisp 4 Die Bewegung eines freien Ko'rpers sei durch die Componenten 
, v, 7, oo , co , a> w , auf irgend einen Reductionspunkt bezogen, gegeben. Die 
plotzlich einer Geraden ertheilte Bewegung werde durch die Componenten U, F, IF, 
0, <p, ^ dargestellt und auf denselben Reductionspunkt bezogen. Die relative 
Bewegung ist dann durch die Componenten uU, v V, etc. gegeben. Man 
nehme an, sie seien die gegebenen Grdssen und finde die Componenten der Be- 
wegung nach dem Wechsel unter der Voraussetzung, dass die Gerade plotzlicli 
festgelegt wird. Diese Componenten seien w', ', etc. Manbeweise, dass die gesuchte 
Bewegung dann durch die Componenten U+ u\ V+ v', etc dargestellt wird 
Dies Verfahren, die Loswig zu finden, kann man das zur Ruhe Bnngen der 
Geraden nennen 

295. Fall 5. Manclimal wird statt einer Greraden ein einzelner 
Punkt P des Korpers ergriiBFen und gezwungen sich auf gegebene Art 
zu bewegen. Alsdann bleibt die Winkelbewegungsgrosse um jede durch 
den festgelegten Punkt gehende Gerade unverandert. Wahlt man drei 
geeignete sich in dem Punkt schneidende Axen und setzt die Winkel- 
bewegungsgrosse um jede vor dem Wechsel der nach dem Wechsel 
gleich, so erhalt man drei dynamische Grleichungen. Ausserdem hat 
man die geometrischen Gleichungen nach 238, welche ausdriicken, 
dass die Componenten der Geschwindigkeifc von P den gegebenen 
Componenten der dem Punkt aufgezwungenen Geschwindigkeit gleich 
sind. Auf diese Art kommt man zu sechs Gleichungen fiir die Er- 
mittiung der sechs Componenten der Bewegung. 

296. Wir wollen ein Beispiel zu diesem Verfahren betrachten. 
Man nehme an ; die Bewegung des Korpers sei durch die Componenten 
u, v, w, CQ X , Oy, 03 gegeben, sein Schwerpunkt sei der Reductionspunkt 
und der Punkt P mit den Coordinaten f, g y h werde plotzlich fest- 
gelegt. A, B, C, D, E, F seien die Tragheits- und Deviationsmomente 
des Korpers fiir die durch den Schwerpunkt gehenden Axen und die 
mit einem Strich versehenen Buchstaben mogen die entsprechenden 
Grossen fur die durch P gehenden parallelen Axen darsteUen. Q, x , fl y , fl, 
seien die gesuchten Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um die sich 
in P sehneidenden Axen, die denen des Schwerpunktes parallel sind, 
Dann liefern die Gleichungen der Bewegungsgrossen 



Fa> x + Boy Da, + M(wf ) =F'R x + 
Da> y + Cm, + M (ug vf) =&&* 
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Man rfieht, dass die Gleichungen sich viel einfacher gestalten, wenn 
man die Axen so wahlt, dass das eine System aus Hauptaxen besteht. 

297. Wenn der Korper grade ; ehe der Punkt P festgehalten 
wirdj urn eine durch den Schwerpunkt G gehende Axe GI rotirt, so 
versclnvinden aus den Gleichtmgen die Ausdrucke, welche ,die Ge- 
schwindigkeiten des Schwerpunktes enthalten. Sie lassen nun eine 
leichte geometrische Deutung zu. Die Gleichung des Tragheitsellipsoids 
fur den Schwerpunkt ist 



A%? + B Z 2 + CZ 2 2 D YZ 2 EZX 2 FX Y 

Es isfc daher klar, dass die linken Seiten der Grleichungen den Richttmgs- 
cosinussen der Diametralebene proportional sind, welche einer Geraden 
eonjugirt ist, deren Richtiingscosinusse (a*, , o.) proportional sind. 
Ebenso sind die rechten Seiten, wenn man das Tragheitsellipsoid fiir P 
construirt, den Richtungscosinussen der Diametralebene, welche zur Axe 
(&*, & y , Sis) gehort, proportional. Dieser Art steJwn die Momentan- 
axen wr und nach dem Festlegen von P in der Be&ielmng #u einander, 
dass Hire conjugirten Diametralebenen in Bezug auf die TragheitseUipsoide 
fiir G bez. P einander parallel sind. 

Dieses Resultat lasst sich auch ohne Schwierigkeit aus 118 ab- 
leiten. Die Bewegung des Korpers um die Axe G I kann durch ein 
Momentanpaar in der zu G I conjugirten Diametralebene in Bezug auf 
das Tragheitsellipsoid ftir G hervorgebracht werden. Nehmen wir nun 
an, der Korper beftnde sicli in Euhe und P liege fest, und lassen dieses 
Pacur auf ihn einwirken. Bs folgt dann aus 118, dass sich der Korper 
um eine Axe PI r zu drehen beginnt, deren zugehorige Diametral- 
ebene in Bezug auf das Tragheitsellipsoid fiir P der Ebene des Paares 
parallel ist. 

Die Richtung des Stosses bei P lasst sich auch leicht finden. 
Der Schwerpunkt, der sich in Ruhe befand, beginnt sich plotzlich 
senkrecht zu der durch ihn und die Axe PI' gelegten Ebene zu be- 
wegen. Dies ist daher offenbar die Richtung des Stosses. 

298. Beisp. 1. Sine Eugel auf deni Breitengrad 90 d ist an einem 
Punkt ihrer Ob&rfldche aufgehangt und lefindet sich vwter der JSinwirkimg der 
Schwere im Gleichgewicht. Pldtslich hort die Rotation der Erde auf; man soil die 
Bewegung der Kugd lestimmen. [Math. Tripos, 1857.] 

6r sex das Centrum der Kugel, ihr AufhangungBpunkfc tuid a ihr Radius. 
C aei der Mittelpunkt der Erde Man nehme an, die Figur, S. 271, sei so gezeichnet, 
daas sich die Kugel von dem Beobachter entfernt, Ist o die Winkelgeschwindigkeit 
der Erde und C6f = ^ot, so rotixt die Kugel xun eine zu <7P, der Erdaxe, parallele 
Axe Gjp mit der Winkelgesch-windigkeit o>, wahrend sich ibr Schwerpunkt mit 
der Geschwindigkeit fta sin 6 o> bewegt. 

OC, Op und das auf der Ebene OC, Op errichtete Loth seien die Axen 
der x, y bez. und & X1 & y , & g die Winkelgeschwindigfceiten um sie, grade 
nachdem die Rotation der Erde aufgehdrt hat. 
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Nach 205 sind die "WinkelbewegungsgrOssen um Ox grade yor und grade 
nach dem Stillstand einander gleich; daher 



worin Mk* das Tragheitsmoment der Kugel fur p 
einen Durchmesser ist Ferner sind die Winkel- 
bewegungsgrossen um Oy einander gleich; daher 

Mk*co sin -f- Mpa^co sin = M(k* -f- a 9 ) SI 
und schliesslich auch die um Oz^ daher 

= ]&&,. 

Lo'st man diese Gleichungen auf, so wird 

2 



sin 6 




<9 



und 



cos 6. Durch Addition der Quadrate von Q x , SI , 



erhalt man 



worin ^ die Winkelgeschwindigkeit der Kugel um ihre Momentanaxe ist 

Beisp. 2, Ein Punkt von der Masse M, der keine Geschwindigkeit besitzt, 
wird plbtzlich an die Oberflache der Erde in dem Endpunkt eines Radiusvectors 
befestigt, der den Wmkel B mit der Erdaxe macht Wenn E die Masse dei Erde 
vor dem Hinzukommen von M ist, A und ihre Haupttrdgheitsmomente fur den 
Mittelpunkt und GO die Winkelgeschwindigkeit um ihre Axe ist, zu beweisen, dass 



~ "" 



cotg <p = cotg + 



E+M 
- 



Mr 9 sin cos 



ist, unter Si die Anfangswinkelgeschwindigkeit um eine zur Erdaxe parallele Axe 
und unter <p den Winkel verstanden, den die Anfangsrotationsaxe mit der Erd- 
axe bildet. 

Beisp. 3. Ein regelmassiges homogenes Prisma, dessen Normalschmtt ein 
regelmassiges Polygon von n Seiten ist, rollt auf emer vollkommen rauhen Flache. 
Man beweise, dass die Winkelgeechwmdigkeit, wenn die JRotationsaxe von der 
einen Kante auf die andere iibergeht, in dem Yerhaltniss 



reducirt wird. 



2 + 7 cos : 8 + cos 
1 n ' n 



299. AllmiiHge Aenderungen. In den obigen Beispielea waren 
die Aendemngen der Bewegung plotzliclr, man verfalirt jedoeh. ebenso ; 
wenn sie fl-llnnalig vor sich gehen. 



Beisp. 1. Ein Kugelchen von der Masse m gleitet liings eines kreisf^rmigen 
Drahtes von der Masse M und dem Radius a und der Draht kann sich rei um 

Of ffl, 

einen verticalen Durchmesser drehen, Man beweise, dass = 1 + 2 -=% ist, wo 
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CD, & die Winkelgeschwindijrkeiten des Drahtes zu der Zeit sind, zu welcher die 
Kugel sicb an dem Ende eines horizontalen bez eines verticalen Durchmessers 
befindet 

Beisp 2 "Wenn die Erde sich allmalig durch Ausstrahlung von Warme so 
zusammenzieht, dass sie sich in Bezug auf ihre physische Beschaffenheit und 
(re&talt iiDmer ahnlich bleibt, zu beweisen, dass, wenn jeder Radiusvector sich 
urn den ??**'" Theil seiner Lilnge zusainmengezogen hat, sich die Winkelgeschwindig- 
keit urn den 2n tG11 Theil ihres Werthes vermehrfc hat, wobei n klein ist. 

Beisp 3 Zwei Eisenbahnzuge , von denen jeder die Masse M hat, gehen 
in entgegengesetzten Richtungen yon dem Pol langs eines Meridians ab und 
kommen gleichzeitig auf dem Aequator an; man beweise, dass die Winkel- 

geschwindigkeit der Erde urn _ ^ ihres Werthes abnehmen wurde: unter a 

den Radius des Erdaquators und unter Ek* das Tragheitsmoment der Erde um 
ihrti Axe der Figur verstanden 

Welche Wirkung wiirde es haben, wenn nur ein Zug von dem Pol nach 
dem Aequator fuhre? 

Beisp. 4. Eine Fliege Usst sich senkrecht auf einem Blatt Papier nieder, 
da^ auf einer glatten horizontalen Ebene liegt, und schreitet auf der Curve 
r = f(6) voran, die auf dem Papier aufgezeichnet ist und deren Gleichung sich 
auf den Schwerpunkt des Papiers als Coordinatenanfang bezieht Man nehme an, 
die Fliege sei im Stand sich ohne zu gleiten auf dem Papier zu bewegen und 
zeige, dass ihre Winkelgeschwindigkeit im Raum um den gemeinschaffclichen 

,i ! r^ i -i -m (M+m}k* dO . , . ,- 

Schwerpunkfc des Papiers und der Pliege f ^-\ hnrV - T ~JT 18 ^i w onn M. 

und m die Masaen des Papiers und der Fliege und ft den Tragheitsradius des 
Papierg um seiaen Schwerpunkt bedeuten. Man leite daraus die Bahn der Fliege 
im Baum ab. 

Beisp. 5. Nimmt man an, das Eis schmelze in den Polarregionen zwanzig 
Grad um jeden Pol herum etwa 31cm. dick, so reicht dies aus, jene Flachen 
3#em tief oder die ganze Erde 2cm tief unter Wasser zu setzen, wobei das 
Niveau des Meeres sich nur um die kaum merkbare DifFerenz von 2 cm oder 
2,5cm heben wurde. Die Geschwindigkeit der Erde als Chronometer wurde da- 
<lurch um den zehnten Theil einer Secunde pro Jahr verlangsamt werden. Dieses 
Beispiel wie das nachste sind dem Phil. Mag., 1866 entnommen. Man verdankt 
V^eide Sir W. Thomson, jetzt Lord Kelvin. 

Bedeutet E die Masse der Erde, a ihren Radius, k ihren Tragheitsradius filr 
die Polaraxe, to ihre Geschwindigkeit vor dem Schmelzen, so ist nach dem Prin- 



cip der Flachen -=: 31 cos C 1 + c s ^) j worin M die Masse des ge- 

schmolzenen Eises und 6 zwanzig Grad ist. Setzt man for die Buchstaben ihre 
bekannten Zahlenwerthe ein, so findet sich $& leicht. 

Beisp. 6. Durch das Fallen von Meteoren, die von alien Seiten die Erde 
erreichen, hat sich auf der Erde eiae h Meter dicke Staubschicht gebildet, wobei 
h klein ist Man zeige 7 dass die Aenderung in der Lange des Tages nahezu 
5A p 
~ euies Tages betragt, wenn a den Radius der Erde in Metern, ^ und D 

die Dichtigkeiten des Staubes bez. der Erde bedeuten. Man drficke das Resultat 
in Zahlen aus, wenn die Dichtigkeit des Staubes doppelt so gross als die des 
Wasaerg und h 0,015 ist. 

Oppolzer (Astranomtsche Nachrichten, Nr. 2573) und spater H. A. Newton 
(American Journal of Science, Vol. X^X, 1884) haben die Wirkungen untersucht, 
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welche das Aufschlagon von Metcoren und ilire Anzickungskrafl durcb die 

vvcnn sie in dir Nalie djr Erde kommen. ohne ^10 zn treflen, auf die Erde 

ausiiben 

Beisp 7. Eine spiralformige Rohre von Ideinem gleichma-igen Quersclimlt 
kann sich frei um eine verticale Axe drebcn, in wMuher ihre boidcii Enden ]ipgt. i n 
Eine variable Quantitat Q Fliissigkeit tritt pro Secunde in das obrrp Ende <?iu 
und fliesst aus dem unteren heraus. M ist die Masse der Ruhre, m dor in ihr 
enthaltenen Flussigkeit; man zeige, dass 



constant ist, wenn y dcr Winkel ist, den die Tangento an die R6hre in irgend 
oiiieni Punkt P mit der Ebene Lildet, welche P und die Axe entlialt Ma^ivell 
hat em ahnlickes Experiment gemacht, um zu Lefetimioen, oL die Elektncitat 
Bewcgungsgrosse habe Man sehe seine Electricity, Tol. II, Art. 074 

300. Das Princip der Translationsbewegungsgrosse kann ebenso 
wie das der Plilchen dazu benutzt werden, die allmaligeu durch eiueu 
Wechsel der Massen bewirkten Aenderungen zu bestimmen. Im All- 
gemeinen verfaJirt man wie folgt. 

An einem Korper von der Masse M f dessen Geschwindigkeits- 
componente parallel der a; -Axe v ist ? greife eine endliclie Kraft X 
an. Der Eofper moge einen kleinen Theil in = rZJJ seiner Masse 
in jedem Zeitelement cH rerb'eren. Man soil seine Bewegungsgleichimg 
finden. In der Zeit dt yergrossert die Kraft die Translate onsbewegungs- 
grosse um Xdt, wilhrend die durch Verringerung der Masse verlorene 
Bewegungsgrcisse mv ist. Der Grewmn an Bewegungsgrosse betriigt 
aber im Ganzen d(Mv)] dalier ist die Bewegungsgleichung 



(1). 



Man erhalt dieselbe Gleichung, wenn man unter M die Masse des Korpers 
grade nach dem Yerlust dets Elementes m verpteht. Setzt man dann die beideii 
Ausdrucke fur den Ge-winn an Bewegungsgrosse in dem nacnsten Zeitelement ein- 
ander gleich, so hat man Mdr = Xdt. 

"Wir wollen nun weiter annehmen, der Korper nehme um eine 
Masse m = dM in der Zeit dt zu und die Componente der Gresehwindig- 
keit dieses Zuwachses grade vor seiner Verbindung mit M sei v r . Der 
vollstandige Gewinn an Bewegungsgrosse ist nun Xdt in Folge der 
Kraft und mv' in Folge des Zusammenstosses, weloher durch die 
plotzliche Verbindung der Massen M und m- 9 die verschiedene Ge- 
seliwindigkeit haben ? hervorgerufen wird* Die Bewegungsgleichung 
lautet daher 

...... (2). 



1st v = v, so erhalt man wieder das friihere Resultat. 
Nach der in 85 gegebenen Regel sollte die endliche Kraft X 
bei der Bestiinmung der Wirkung einer Momentankraft vernachlassigt 

Bouth, Dynamik I. 18 
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werden, m ist aber als erne dM gleiche Grosse unendlich klein, die 
Aenderung der Bewegungsgrosse dureh den Stoss ist daher erne kleine 
Orrosse von derselben Ordmuig me Xdt. Die Kraft X muss mitliin 
tier in die Grleichung eingesclilossen werden. 

Die vorstehenden Siltze sollen durcli die Auflosung eimger Probleme uber 
die gradlinige Bewegung yon Fdden erliiutert werden, wahrend wir uns vor- 
Lehalten die knimmliiiige in dem zweiten Band zu besprechen. 

Beisp. 1. Ein gleichfcJrmiges Sell von der Lange ZL hangt uber eine kleine 
glatte Rolle J., die in der Eohe L Tiber einem unelastischen Tisch angebracht ist, 
and an jedeni Ende des Series ist eine Masse befestigt, die der Masse des halben 
Seiles gleichkommt. Anfangs befindet sich die erne Masse P sehr nahe bei der Rolle, 
wdhreml die andere Q auf dem Tisch neben dem halben aufgerollten Soil liegt 
Die ohere Masse vird nun losgelassen; man "be^weise, dass die grosste^ Hohe, bis 
zu welcher die untere sich eventuell erheben kann, |I/ ist, worin | sich aus der 

Uleichung { + 2 log (l y |) = -^ ergibt. |-g t JQ^'S CoU , 1896.] 

Eb gibt drei Stadien der Bewegnng. Zuerst senkt sich P und werden 
duccessive (mit der Geschwindigkeit v = 0) die G-lieder der aufgewickelten Kette 
von dem Hanfen Aveggenommen und der sich bewegenden Kette hinzugefiigt. Da 
die Masse von P der Masse einer Lange L der Kette gleich ist, so hat man, 

wenn x = J.P, 

d[(x -f 2iJ v] = xgdt. 

Multiplicirt man mit (x-\-%L)v und integrirt, so findet man, dass P auf 
dem Tisch mit der G-eschmadigkeit ^ ankommt, die aus v^^=^Lg folgt In 
diesem Augenblick findet ein Stoss statt; P mrd durch den Tisch zur Ruhe ge- 
bracht, aber die Kette und Q bewegen sich. Ist v a die Anfangsgeschwindigkeit 

von ^, so hat man 3mLv^ ZmLv^ , also v z =^^v ir Zuletzt steigfc das 
Gewioht Q in die Hohe und nacheinander werden die Grlieder der Kette auf dem 
Tisch aufgehauffc. 1st y die von Q erstiegene Strecke, so wird 



Setzt man - = j- und integrirt, so ergibt sich die Geschwindigkeit v von Q aus 
dt dy 



V- 



und daraus das gesuchte Resultat, wenn man L | fur y schreibt und v = setzt. 

Beisp. 2. Der eine Theil eines schweren gleichformigen Seiles ist auf einem 
Tisch in einen kleinen Haufen A aufgerollt, der andere, n&mh'ch AGB, lauffc uber 
eine kleine Rolle C (die sich vertical uber A befindet) und hangt auf der andern 
Seite der Kolle frei bis zu einer Tiefe CB = 'b herab. Es aei C A = a und b 
grosser als a ; man finde die Bewegung, wenn das System vom Zustand der Ruhe 
autigeht [Taat und Steele's Dynamics, 1856.] 

Bedeutet re die Lange von CB, so ist die Geschwindigkeit durch 

(x + a?** = lg(x - &) (a 2 + &* + 1>* - 3a 2 ) 
gegeben. 

Beisp. 3. Eine biegsame Kette ABCDE hangt im Gleiehgewicht uber 
einem glatten yerticalen Kreis und das eine Ende A ist an dem Endpunkt eines 
horizontalen Durchmessers befestigt. Ein Theil ABC h'angt auf der einen Seite 
und ein anderer Theil DE auf der andem Seite des Kreises vei-tical herab. Das 
befestigte Eude A wird losgelasaen ; man zeige, dass 
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die Gleichung zur Bestimmung des Abstandes y des tiefsten Ptmktes der Eette 
von dem horizontalen Durchmesser wahrend des ersten Theils der Bewegung 1st. 
Dabei ist I die ganze Lange des Seiles und 2c der Umfang des Kreises 

[Math. Tripos, 1870.] 

Ehe A losgelassen wird, sind die Langen AB, BC, DE sammtlich gleich 
und ABC bildet eine Kettenlinie, deren Parameter Null ist. Wird nun A los- 
gelassen, so bewegt sich AS zuersfc abwkrts. Jedes Element von AB fallt frei 

unter dem Einfluss der Schwere; ist daher x = AB, so erhalt man y x = gt*. 

Die Elemente von AB werden eines nacli dem andern auf BC ubertragen, wobei 
ein jedes die Geschwindigkeit v' = gt und die Lange dx hat. So ist die Be- 
wegungsgleichung von BODS fiir die Zeit, in welcher sich BC abwiirts und 
BE aufwarts bewegt, 

d [0 0)0] = ( dx)v' + g(Zy + x-\-c l)dt. 

v ist hierin die Geschwindigkeit der Kette BCDJE und diese ist der Geschwindig- 
keit gleich, mit der sich E aufwarts, nicht aber B abwarts bewegt. Da 

DJ0 Z c a:-y, so ist u = ^ + !^. 

at at 

Setzt man fur und v' ihre "Werthe ein, so erh'alt man das Resultat ohne 
Schwierigkeit. 

Beisp 4. Ein unelastischer Faden von der Lange L ist mit seinem einen 
Ende an den unteren Rand eines glatten horizontalen feinrandigen Tisches be- 
festigt, auf welchem der Rest des Fadens liegt, wahrend er am andern Ende 
rechtwinklig zum Rand durch eine Kraft straff angezogen wird Das letztere 
Ende wird losgelassen; man zeige, dass die Geschwindigkeit, mit welcher es den 
Tisch verlasst, ]/[2sr.L(Z4 1)] ist. [June Exam] 

Beisp. 5. Eine dimne gleichformige Kette liegt in einen Haufen zusammen- 
geraffb auf einem horizontalen Tisch; an ihr eines Ende ist ein d\3nner Faden 
befestigt, der iiber eine glatte vertical uber der Kette befestigte Rolle lauft und 
ein Gewicht tragt, das dem Gewicht einer Lange a der Kette gleichkommt. Man 
beweise, dass die Lange der Kette, die in die H5he gehoben wird, ehe das 
Gewicht zur Ruhe kommt, a)/3 ist, und finde die L&nge der noch hangenden 
Kette, wenn das Gewicht znm zweiten Mai zur Ruhe kommt. [May Exam.] 

Beisp. 6. Eine Kette von der Lange a liegt zusammengerollt auf dem 
hflchsten Punkt einer rauhen schiefen Ebene und ihr eines Ende Tasst man 
hinabgleiten. Man zeige, dass die Kette sich am Ende der durch f = SacotgZ 
gegebenen Zeit * frei bewegt, wenn die Neigung der Ebene doppelt so gross als 
der Reibungswinkel I ist. [Coll. Exam., 1887.] 

Beisp. 7. Ein Lufbballon befindet sich in einem gewissen Moment in der 
Hbhe h, fallt mit der Geschwindigkeit V und bewegt sich in horizontaler Richtung 
mit der Geschwindigkeit F', die der Geschwindigkeit des Windes in dieser H6he 
gleichkommt. Wenn die Geschwindigkeit des Windes der Ho*he proportional ist 
und wenn das Entweichen des Gases, urn sich auf einen gewissen Punkt herab- 
zulassen, so regulirt wird, dass die Geschwindigkeit des Fallens constant bleibt, 
so bringt ein Fehler dh in der Berechnung der AnfaoigshOhe an dem zu er- 
reichenden Punkt einen Irrtlram 



hervor, worin F*c gh ist. [Math. Tripos, 1871.] 

18* 



276 Kapitcl VI Die BewegungsgrOsse 

Bpip 8. Ein kugelfimiiiger Hegentropi'en, der durch die "Wirlning der Schwere 
heraljfaJlt, erfiihrt bpptandig dureL das Xiederschlagen von Dampf emen Zuwachs 
au Mas^e. dor gainer Uberflache proportional 1st; e 1st sein Kadius im Beginn des 
Fallens, r .^in Badiu*. nach dcra Zeitintervall t; man zeige, dass seine G-eschwindig- 
keit V duicli die Gleichung 



ist, wenn man den "Widerstand der Luffc nicht in Rechming zieht 

[Smith's Prize Ex,, 1853 ] 

Die inyariable Ebene. 

301. Wir wollen die Bewegujigsgrosse mv eines Massenpunktes 
P durch die von dem Punkt aus in der Eichtung seiner Bewegung 
gezogene Gerade PP r darstollen. (Siehe 283.) Nach den Lehren 
der Statik ist diese BeTvegungsgrfJsse einer gleichen uud parallelen ; an 
eincin willkurlicheu Punkt angebrachten Translationsbewegungagrosse 
Jiquivalent mit einera Paar zusammen, dessen Moment mvp ist, wenn 
p das Loth von auf PP' bedentet. Wir wollen diese transferirte 
Translationsbewegungsgrosse durch die Grerade OM darstellen ? die 
selbstverstandlich PP' gleicli und parallel ist. Das Paar liegt in der 
Ebene, die OM und P enthalt und sei durch eine auf seiner Ebene 
senkrechte Axe ON der Richtung und Grrosse nach dargestellt. 

Nimmt man alle Massenpunkte des Systems zusammen, so kann 
man die Translations- und Paarbewegungsgrossen der verschiedenen 
Punkte in eine einzelne resultirende an dem beliebigen Punkt an- 
gebrachte Trauslationsl>ewegungsgrosse zusammen mit einem einzelnen 
Paar vereinigen. OF und OH seien die von aus gezogenen Greraden, 
die der Richtung und Grosse nach diese beiden Resultanten dar- 
stpllen. Die beiden Geraden stellen dann graphisch die augenblick- 
liehen Bewegungsgrossen der als ein System betrachteten Massen- 
punkte dar. 

Das System werde auf Cartesische Coordinateo bezogen. Da 

m -jj, m ^|, m ^ die Componenten der Bewegungsgrosse des Punktes 



m sind ; so ist der Vector OF die Resultante von 

Em - d - t - Perner ist, nach 14, m (y ~ g ||) das Moment der Be- 

wegungsgrosse desselben Punktes um die a?- Axe. OH ist daher die 
Resultante der drei Paar-Bewegungsgrossen 
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Wir wollen nun annehmen, es wii'kten keine ausseren Krafte auf 
das System, so dass es bei seiner Bewegung nur den gegenseitigen 
Actionen und Eeactionen seiner yerschiedenen Theile unterworfen ist. 
Alsdann sind die beiden Gcraden OF und OH, weil keine zusatzliche Be- 
wegungsgrosse dem System gegeben wird ; der Grosse und Richtung 
nach wahrend der Bewegung festliegend. (Siehe 283.) 

Die Componenten von 0V und OH mtissen constant sein. Daraus 
folgt, dass jede der Grossen 1i 19 k, ? A 3 constant ist Bezeichnen wir 
mit h die Winkelbewegungsgi'osse um OH, so ist 7a" = 7^ S + 72 2 B + /</ 

Die Verhaltnisse - 1 . -= ~ sind daher die Biehtungscosinusse eiuer 

h ; n ' fi 

Geraden (n'amlich 03), welche wahrend der Beweguug festliegt. 

Dass die Componenten A 1? 7^, h 6 der Winkelbewegungsgrosse 
constant sind, folgt auch sofort aus 77. Betrachtet man die zweite 
Gleichung dieses Paragraphen, so sieht man, dass die Winkelbewegungs- 
grosse um eine im Raum festliegende Gerade constant ist, wenn das 
Moment der ausseren Krafte um diese Linie Null ist. 

Die Gerade OH heisst die fur invariable Linie und eine auf 
OS senkrechte Ebene die fur invariable Ebene. Die Gerade OH 
heisst auch manchmal die resultirende Axe der Winkel- oder Paar- 
bewegungsgrosse fur 0. 

Wird durch eine Gerade OL gezogen, die den Winkel mit 
der fur invariablen Linie OH macht, so ist die Winkelbewegungs- 
grosse um OL alsdann li cos 6. Denn die Axe des resultirendeu Be- 
wegungsgrossenpaares ist OH und die Components um OL daher 
OH cos 0, Mithin kann die invariable Linie fur auch als die durch 
gehende Axe definirt werden, um welche das Moment der Be- 
wegungsgrosse am grossten ist. 

Fiir yerschiedene Punkte des Systems sind die Lagen der in- 
yariablen Linie yerschieden. Sie sind aber durch dieselben Gesetze 
miteinander yerbunden, wie die Axen des resultirenden Paares eines 
Systems yon Kraffcen, wenn der Coordinatenanfang geandert wird. 
Diese Gesetze sind bereits in 235 in Kap. V gegeben worden und 
hier brauchen wir uns nur im Allgemeinen auf sie zu bezieheu. 

Wenn an dem System iiussere Krafte angreifen, so konnen die Greraden 0V 
und OS beide im Raum nicht festhegencl sein. Man betrachte zuerst einen be- 
liebigen Massenpunkt; OM, ON; OM', ON' seien seine Translations- und Paar- 
bewegimgsgr5ssen zur Zeit t und * + dt. Dann steUt MM', NN' der Richtnng 
und Grosse nach die Translationsbewegungsgrosse und die Paar- oder Wmkel- 
bewegungsgrOsse dar, die in der Zeit dt hinzukoznmt Die Bfectiykrafb an einem 

Massenpunkt m ist daher einer einzehien an angreifeuden durch -^ dar- 

gesteUten linearen Effeetivkraffc und einem einzelnen EffeciiTpaar Equivalent, das 

WN' 
durch -- dargesteUt wird. 

at 

Alsdann nehme man das ganze System vonMassenpunkten. 07' und OM' inflgen 
seino Translations- und raarbewegungsgrSBsen nach dem Zeitintervall dt daxstellen. 
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V ist so die Resultante der alien Massenpunkten des Systems entsprechenden 

W 
Gmppe OM; 0V' die Resultante der Gruppe OM' ^- steUt daher die ganze 



lineare Effectivkraft des Systems zur Zeit t dar und ebenso j-- das resultirende 

Effectivpaar des Systems 

Daraus ergibt sich, dass die Punkte V und H zwei Kaumcurven beschreiben, 
deren Eigenschaffcen denen des Hodographen in der Dynamik der Massenpunkte 
analog sind. 

Es folgt daraus auch, dass, wenn V x die Componente der Bewegungsgrosse 

eines Systems in der Richtung einer Geraden Ox und H x das Moment der Be- 
wegungsgro'sse um dieselbe Gerade ist, -^ w & ^ die Componente und das Mo- 

fit UiV 

ment der Effectivkrafte des Systems langs dieser Geraden bez um sie sind. 

Nach dem D'Alembert'sehen Princip aber sind die Effectivkraffce eines 
Systems den gegebenen Kraften aquivalent Daher, was for Coordinaten man 
auch benutzen mag, wenn X und L die Componente und das Moment der ge- 
gebenen Krafte fur eine beliebige Gerade sind, die wir die #-Axe nennen wollen, 

dV x dH 

so ist -= X und =-- = L. Diese Gleichungen entsprechen den im 71 mit 
ctt dt 

(A) und (B) bezeichneten. 

Zu beachten sind die folgenden FaJle: 

(1) Wenn die gegebenen Kraffce sammtlich durch einen festen Punkt gehen 
nnd dieser Punlit zum Coordinatenanfang gewahlt wird, dann kann 0V variabel 
scin, OH liegt aber stets der Lage und Grosse nach fest. 

(2) Wenn die gegebenen Er&fte einem System von Paaren Equivalent sind, 
kann zwar OH veranderlich sein, OFdagegen liegt der Lage und GrSsse nach fest. 

In einer Abhandlung Differential coefficients and determinants of lines'' hat 
Cohen die Eigenschaffcen dieser resultirenden Linien besprochen. Phtl.Trans. 1862. 

302. Die Lage der invariablen Ebene fiir den SchwerpunM des 
Sonnensystems kann man folgendermassen finden. Man beziehe das 
System auf beliebige durch den Schwerpunkt gehende rechtwinHige 
Azen. <a sei die Winkelgeschwindigkeit eines Korpers um seine Ro- 
tationsaxe, MJf sein Tragheitsmoment um diese Axe und (a, ft, y) die 
Richtungswinkel der Axe. Die Umdrehungsaxe und zwei senkrecbie 
Axen bilden am Schwerpunkt ein System von Hauptaxen. Die Winkel- 
bewegungsgrosse um die Kokationsaxe ist IZPco und daher die Winkel- 
bewegungsgrosse um eine zur #-Axe parallele Axe Mtfco cos y. Das 
Moment der Bewegungsgrosse um die #-Axe fiir die ganze im Scbwer- 

punkt vereinigte Masse ist M (x -jr y -T|) ? woraus 



folgt. Ebenso erhalt man die Werthe von \ und \. Damit ist die 
Lage der invariablen Ebene gegeben. 

303. Die invariable Ebene kann in der Astronomic als Normal- 
bezugsebene benutzt werden. Man kann die Lagen der Himmelskorper 
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mit der grossten Sorgfalt beobachten und die Coordinaten eines jeden 
mit Bezug auf ganz beliebige Axen besthnmen; oftenbar haben wir 
aber ; wenn diese Axen im Kauin iiicht festliegen oder in Bewegung 
sind, okae dass ihre Bewegung bekannt ware, kein Mittel unsre Kennt- 
nisse der Nachwelt zu iibermitteln. Die Ebenen der Ekliptik und des 
Aequators sind allgemein zu Hauptbezugsebenen genommen worden. 
Sie sind beide in Bewegung und ihre Bewegungen sind bis zu einem 
grossen Grrad der Genauigkeit bekannfc und werden es spater wahr- 
scheinlich noch mehr sein. Es ist daher vielleicht moglich, in der 
Zukunft zu berechnen, welche Lagen sie im Eaum zu der Zeit hatten, 
als werthvolle Beobachtungen gemaclit wurden. In sehr langer Zeit 
jedoch kann ein Fehler von Jahr zu Jahr wachsen und schliesslich 
betrachtlich werden. Die jetzige Lage dieser Bbenen im Raum kann 
auch dadurch der Nachwelt uberliefert werden, dass man Beobachtungen 
an den Fixsternen anstellt. Diese Korper liegen aber nicht absolut 
fest und daher kann man aus diesen Beobachtungen die Lage der Be- 
zugsebenen mit der Zeit immer weniger genau ermitteln. Die dritte 
von Laplace vorgeschlagene Methode besteht in der Benutzung der in- 
variablen Ebene. Unter der Annahme, die Korper ; welche unser System 
bilden, namlich Sonne, Planeten, Satelliten, Eometen etc. unterlagen nur 
ihren gegenseitigen Anziehungen, folgt aus den obigen Paragi-apLen, dass 
die Bichtung der invariablen Ebene far den Schwerpunkt im Eaum 
absolut festliegt. Auch ergibt sich aus 78, dass sich der Schwer- 
punkt entweder in Euhe befindet oder sich gleichfdrniig in einer Gre- 
raden bewegt. Die Anziehungskrafte der Sterne sind hier vernach- 
lassigt worden; sie sind jedoch zu klein, als dass man sie bei dem 
jetzigen Zustand unserer astronomischen Kenntnisse in Eechnung zu 
ziehen brauchte. Wir konnen daher bis zu einem gewissen Grrad der 
Genauigkeit die Lage unserer Coordinatenebenen im Eaum bestimmen, 
indem wir sie auf die invariable Ebene beziehen ; welche von alien 
andern bekannten Ebenen des Sonnensystems dem Zustand des Pest- 
liegens am nachsten konomt. Ihre Lage lasst sich zur jetzigen Zeit 
aus dem jetzigen Zustand des Sonnensystems berechnen und in der 
Zukunft lasst sich eine ahnliche Berechnung auf Grund des dann be- 
stehenden Zustandes des Systems ausfuhren. So kann die Kenntniss 
ihrer Lage nicht verloren gehen. Die Kenntniss der Coordinaten der 
invariablen Ebene reicht ubrigens nicht hin ; umgekehrt die Lage 
uuserer Bezugsebenen zu bestimnaen. Wir miissen auch die Coordinaten 
einer graden in der invariablen Ebene liegenden Linie kennen ; deren 
Eichtung im Eaum festliegt. Eine solche Linie liefert, wie Poisson 
vorgeschlagen hat, die Projection der Bewegungsrichtung des Schwer- 
punktes des Systems auf die invariable Ebene. Wenn der Schwerpunkt 
des Sonnensystems sich in Ruhe befindet oder sich senkrecht zur in- 
variablen Ebene bewegt, so lasst uns diese Methode im Stich. Jeden- 
falls reicht unsere Kenntniss der Bewegung des Schwerpunktes gegen- 
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warfcig iiicht aus, mis die voile Benutzung dieser im Raum festen 
Kichtung zu ennoglichen. 

o04. Wenn man die Planet en und Korper, welche das Sonnen- 
system bilden, als Kugeln ansehen kann, deren Schichten gleicher 
Dichtigkeit conceutrisclie Kugelflachen sind ? so wirken ihre gegen- 
s^itigeu Anziehungskrafte llings der Geraden, die ihre Mittelpunkte 
verbinden. Alsclann bewegen sich ihre Centren ebenso, als ob jede 
llasse m ihrem Schwerpunkt vereinigt ware, wahrend die Bewegung 
eincs jeden Korpers um semen Schwerpunkt immer unverandert bleiben 
^urde. Wir erhalten so eine zweite feste Ebene ; indem wir die 
letzteren Bewegungen Qberhaupt weglassen. Dies hat Laplace ge- 
tlian und aus seineii Formeln die in den obigen Wertlien von Ji l7 7z a , 7& 3 
von deii Eotationen der Korper herriihrenden Glieder ausgeschieden. 
Man kaiin diese Ebene die astronomische invariable Ebene zum Unter- 
hrhied von der wain-en dynamischen invariablen Ebene nennen. Die 
er.ste stelit senkreclit auf der Axe des von den Translationsbewegungen 
der verscliiedenen Korper herriihrenden Bewegungsgrossenpaares ; die 
zweite auf der Axe des von den Translations- und Rotationsbewegungen 
lierriilirenden Paares. 

Die astronoiniscte invariable Ebene liegt niclit genau im Raum 
t'esfc ? weil die gegenseitigen Anziehungen der Korper niclit genau in 
der Richtung der ihre Mittelpunkfce verbindenden Geraden wirken und 
duher die in den Ausdrucken fiir \, 7/ 2 , ft s ausgelassenen Glieder nicht 
durchaus constant sind. Die Pracession bewirkt ; dass die Rotationsaxe 
ernes jeden Korpers einen Kegel im Raum beschreibt, in Folge dessen 
die Lage der astroiiomischen invariablen Ebene im Raum, obgleich die 
Winkelgesclnrindigkeit unverandert bleibt, sich um ein Geringes andern 
inu,ss. Erne Collision zwischen zwei Korj^ern des Systems, wenn dies 
moglieh wi'ire, oder die Explosion eines Planeten ahnlich derjenigen, 
durch die nuch der Anuahine von Olbers (1802) die Planeten Ceres, 
Pallas, Juno, Testa etc. entstanden sein sollen, konnte eine betracht- 
liehe Aenderung in der Summe der ausgelassenen Glieder hervorbringen. 
In dieseru Fall wiirde woibl die Lage der astronomischen invariablen 
Ebene, uicht aber die der dynamischen afficirt werden. Man konnte 
versucht sein, anzunehmen, der Gebrauch der wahren invariablen Ebene 
sei iu der Astronomic vorzuziehen. Es braucht dies jedoch nicht noth- 
wendig der Fall zu sein, weil die Winkelgeschwindigkeiten und Trag- 
heitsmomente der Korper, die unser System bilden, nicht sammtlich 
bekannt sind und wir mithin die Lage der dynamischen invariablen 
Ebene uicht bis zu einem sehr grossen Genauigkeitsgrad berecknen 
kounen, wahrend wir wissen, dass die Glieder, in welchen diese un- 
bekannten Grossen auftreten, sammtlich sehr klein oder nahezu con- 
stant sind. Da alle Glieder, die weggelassen wurden, im Vergleich zu 
den heibehaltenen klein sind, so muss die astronomische mit der 
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ilynamisclien invariable!! Ebene einen nur kleinen Winkel niacken. 
Obgleich nun die Ebene nahezu im Raum festliegt, so kann docli ihr 
Durchsclinitt mit der dynamischen in Folge der geringen Grrosse der 
Neigung betrachtliche Aenderungen der Lage erleiden. 

Li seiner Mecanigiie CfHeste, tome HI, p. 188 ; berechnete Laplace 
die Lage der astronomischen invariablen Ebene fur zwei Epochen 1750 
und 1950, indem er annahm, dass fur diese Periode seine Pormeln fur 
die Variationen der Excentricitaten, Inclinationen und Knotenlinien der 
Planetenbahnen correct seien. Indem er die Sectorenbewegungsgrossen 
in Folge der Bewegung der Satelliten um ilire Hauptplaneten, ebenso 
wie die des Planeten NTeptun vernachlassigte, kam er zu clem Resultat ; 
dass zur ersten Epoche die Neigung der Ebene gegen die Ekliptik 
1 35' 31" und die Lange des aufsteigenden Knotens 102 57 29" be- 
trug und dass zur zweiten Epoche die Neigung dieselbe bleibt, wie 
zuvor, die Lange des Knotens dagegen 102 57' 14" sein wird. 

In den Smithsonian Contributions to Knowledge Vol. 18, 1873, gibt 
J. N. Stockwell die Neigung der astronomischen inyariablen Ebene 
gegen die (als festliegend angenommene) Ekliptik von 1850 zu 1 35' 
19 7 "376 an. Er schliesst Neptun ein ? lasst aber die Satelliten aus. 
Die Neigung ist niclit constant, muss aber innerhalb der Grenzen 
und 3 6' liegen. Er berecbnete auch die Neigungen der Bahnen der 
acht Hauptplaneten gegen die invariable Ebene und ilire Maximal- und 
Minimalwerthe, ebenso \ne die Lagen der Knotenlinien und ihre mitt- 
leren Bewegungen fur das Julianische Jahr. 

Poinsot machte in einer Anmerkung zu seiner Statik darauf aut- 
merksam ; dass die Ebene von Laplace niaht die wahre invariable 
Ebene sei. Er bemerkt, dass die Sectorenbewegungsgrosse in Folge 
der Rotation der Sonne mindestens 25 mal so gross als die in Folge 
der Bewegung der Erde um die Sonne ist. Dieses Weglassen andert 
die Neigung der Ebene gegen die Ekliptik um einige Minuten und 
die Lange des aufsteigenden Knotens um mekrere Grade. 

305. Beisp. 1. Man zeige, dass die invariable Ebene fur einen beliebigen 
Punkt dea Raumes, welcher in der von dem Schwerpunkt des Sonnensystems bc- 
schriebenen Geraden liegt, der fiir den Schwerpunkt parallel itst. 

Beisp. 2. Wenn die invariablen Ebenen fiir alle Punkte einer gewisaen Ge- 
raden parallel sind, so ist diese Gerade der von dem Schwerpunkt beschriebenen 
Geraden parallel. 

Momentankrafte in dem Eaum YOU diei Dimensionen, 

306. Der einzelne Korper unter Zwangsbedinguiigen. Man 

sott die allgemeinen G-leicliungen der Beweguny elnes Korpers um ein&i 

festen Pwikt unter der Emwlrlamy gegebener Momentarikrafte lestimmen. 

Der feste Punkt sei der Coordinatenanfang und die Axen recht- 

winklig zu einander. (iJjj ; ii y; &^) 7 (G) AJ co y7 cj c ) seien die Winkel- 
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geschwindigkeiten des Korpers grade yor und grade nach dem Stoss 
und die Differenzen & x &,, & tj & y9 & ii, mogeu o?/ ? <D/ CD/ 
heissen. Dann sind co x ', co t/ ' } &~ die durch die Mommtankraft erzewgten 
WinMgescluiindiglseiten. Nach dem D'Alembert'schen Princip (siehe 
86j ist der Unterschied zwischen den Winkelbewegungsgrossen des 
Systems grade vor und grade Bach der Wirkung der Momentankraffce 
dem Moment der Momentankriifte gleich. Mithin ist nach 262 



CD/ (Zmxs) co s ' = L 
&,' (Smyx) co/ = M 
Co/ (Smgx) CD/ (Zmsy) co/ = .W 

worin L, JUT, 3 T die Momente der Momentankrafte um die Axen sind. 
Die drei Gleichungen reichen aus, die Werthe von <a/ ; o/, CD/ zu be- 
stimmen. Addirt man sie zu den Winkelgeschwindigkeiten vor dem 
Stoss, so findet man die Anfangsbewegung des Korpers nach dem Stoss. 

307. Beisp 1. Man Beige, dass die G-IeicJmngen unalikangig von einander 
sind und dasa keine der Wmkelgeschwindigkeiten <a x , o^, co s unendh'ch gross ist. 

Dies folgt aus 20, in welchem gezeigt wurde, dass die Determinante der 
Gleichungen nicht verschwinden kann 

Beisp. 2. Man zeige, dass die schliesslicne Bewegung eines XSrpers, auf den 
eine ondliche AnzaTil gegebener Momentankraffce einwirkt, die einander in unend- 
lich kleinen Zwischenrtlumen folgen, von ihrer Reihenfolge unabhangig ist. 

308. Man beachte, dass in diesen Gleichungen die Bezugsaxen 
\villkiirlich sind Man sollte sie so wahlen, dass die Werthe von A, 
HmMj) etc. sich moglichst leicht ermitteln lassen. Ist die Lage der 
Hauptasen fur den festen Punkt bekannt, so wird man im Allgemeinen 
am besten thun, wenn man sie wahlt. 

Die Gleichungen erhalten dann die einfache Form 



L, 5< = Jf, Ca> s '=N .... (2). 

Sind die Werthe von o/, o/, / bekannt, so lasst sich der Druck 
auf den festen Punkt finden. Denn nach D'Alembert's Princip ist 
die Aenderung der Trauslationsbewegungsgrosse des Korpers in einer 
beliebigen Richtung der Componenten der Momentankrafte gleich. 
Sind daher F, G, S die Druckkrafte des festen Punktes auf den Korper, 
so ist 



27X+ F=M nach 85 

= M (o/5 o/y) nach 238 
SY+G = M (oi/5 en/5) 
SZ H 



(3)- 
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309 Beisp. Der Scheitelpunlct emer gleichfinnigen Scheibe, die wn dem 
Bogen OP einer Paralel, der Axe ON und der Ordinate PN bcgrenzt wird, herjt 
feat Sie erhalt senJcrecJit zu ilirer Ebene auf den Endpwikt P deb gekrummten 
Theile Hires Umfanges einen Stoss IB Man finde die Anfnny&eicegung unter der 
Annalime, die Scheibe hale sicli, ehe sie den Stoss erhalt, in Ituhe befutiden 

Die Gleichung der Parabel sei y* = 4ax und die -Axe stehe senkrecht auf 
ihrer Ebene Alsdann ist Smxz = Q, 2 my = 0. a >ei die Masse der Flachen- 
einheit und ON=c. Man hat 

= P I I xy dx dy = p I x^- dx= Su, I ax* dx 
JJ J 2 J 



X 1 A X 

i / 3 , 15 Ta -D /"/? * 

3^jy v-tftM c, -Pjxy x-j-t 





L 1. 
^e 5 ' 



und (7= A + B nach 7. 

Die Momente des Stosses B um die Axen sind L = J5)/4ac, M = BC, N=Q. 
Durch Substitution dieser Werthe er- 
halten die Gleichungen in 306 die 
Gestalt 



'T^^X 



1 i 



A 

16 2 2 

-7 iia c < 
10 



i _L 

T^ 2 c '%"4 

= -^ C , ^ 

Diese Gleichungen bestimmen die An- 

fangsbewegung. Durch Elimination von 

B findet man das Verhaltniss von co y zu m x . Es ergibt sich leicht, dass die 

Scheibe um OQ zu rotiren anfangt, wenn man auf der Ordinate in JVdie Strecke 




310. Elne andre Fassung des ProWems. Wenn an einem Korper, 
der sich um einen festen Punkt frei drehen kann ; eine beliebige 
Anzahl von Momentankraffcen angreifen, so ist jede Momentankraft 
einer gleichen und parallelen an dem festen Punkt angreifenden 
Momentankraft zusammen mit einem Momentanpaar aquivalent. Die 
Momentankraffc an dem festen Punkt kann keine Wirkung auf die Be- 
wegung des Korpers ausiiben und kann daher ausser Betractt bleiben, 
wenn nur die Bewegung gesucht wird. Setzt man alle Paare zu- 
sammen, so lasst sich das allgemeine Problem so aussprechen: Auf 
einen Eorper, der sich um einen festen Punkt lewegt, wirkt tin gegebenes 
MomentaA^&ftepaar,' man finde die durck dassdbe lewirkte Aenderung 
der Bewegung. Die analytische Losung ist in den wi 806 aufgestdlt&n 
Gleichwigen enthcdten. Die folgenden Seispide drucken das Resulted in 
geotnetrischer Form CMS. 
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Beisp 1. Man weise aus den Gleichungen nach, class die resultirende Axe 
dor durch das Paar erzeugten Winkelgeschwindigkeit die der Ebene des Paares 
conjugirte Dkmetrallinie nut Bezug auf das Tmgheitscllipsoid ist Man sehe 
auch 118. 

Beisp. 2 G sei die Grosso des Paares, p das Loth von dem festen Punkt 
auf die Beruhrungsebene an dad Trtigheitsellipsoid parallel der Ebene des Paarea 
G SI sei die erzeugte Winkelgeschwindigkeit, r der Radiusvector des Ellipsoids, 
m'lcher die Axe Ton 1 ist. Schliesslich sei I der Parameter des Ellipsoids wie 
in 10 IMan Leweise, dass k&=prG ist 

Beisp 3. %, fl , &. seien die Winkelgeschwindigkeiten um drei conjugirte 
/>urchmcsser des TrUgheitselhpsoidB fur den festen Punkt deiart, class ihre Hesul- 
tante die von emem Sto,sspaar G erzeugte Winkelgeschwindigkeit ist, A\ 12, 0' 
die Tragheitsmomente uin die conjugirten Durchmesser; man beweise, dass 
A'Q.^ = G COB a , B' &>, = G cos (3 , G'Q Z =G cos y ist, wenn a, p, y die Winkel 
feind, welche die Axe von G mit den conjugirten Durchmessern macht. 

Beisp. 4. Wenn auf emen Kurper, der im Stande ist, sicli um einen festen 
Funkt zu drehen, em Momentanpaar G einwii'kt, deasen Axe der Radiusvector i- 
clcs ivciproken Tragb*itsellipaoids fiir ist und wenn y das Loth von auf die 
Burulirungdebene in dem Endpunkt von r bedeutet, dann ist das Loth p die Axe 
der durch den Stoss erzeugten Winkelgeschwindigkeit und die Gr6sse .Q durch 
die Gleichung G=*Mpr& gegeben 

Beisp 5. Man zeige, dass ; wenn an einem in Ruhe befindlichen Korper be- 
liebige Momentankrufbe wirken, man die Momente um die Anfangsrotationsaxe 
nach dem in 89 angegebenen Yerfahren so nehmen kann, als ware sie eine 
feste Axe. 

Beisp. 6, Wenn sich ein Korper um einen festen Punkt dreht, heisst das 
halbe Product aus dem Trligheitsmoment fiir die Momentanaxe und dem Quadrat der 
Winkelgeschwindigkeit die lebendige .Kraft. Die von der Ruhe aus durch eine 
Momentankraft erzeugte lebendigo Kraft sei T und dieselbe Kraft clurch den- 
yelben Sto?a er/eugt T\ wenn der KOrper gezwungen ist, um eine feste durch 
den fasten Punkt gehende Axe zu rotiren. Man beweise, class T' = T cos 2 6 ist, 
worin den Winkel zwihchen den excentrischen Linien ( 40) der beiden Rotations- 

in Bezug auf das Tragheitsellipsoid fui den festen Punkt bedeutet. 



Beisp. 7. Man leite daraus das Euler'sche Theorem ab, dass die von der 
Kuhe aus durch eine Momentankraft erzeugte lebendige Kraft grosser ist, wenn 
der Kurper ftich frei um den festen Punkt drehen kann, als wenn er gezwungen 
it, um eine duich den festen Punkt gehende Axe zu rotiren. Dieser Satz wurde 
spdter durch Lagrange und Bert rand in dem zweiten Theil des ersten Bandes 
der 3feeanig[ue Analytigiie verallgemeinert. 

311. Der freie einzelne Korper. Man soil die Beioegimg eines 
frcien Korpers b&stiumten, auf den eine gegebene Mowentanlcraft wirU. 

Da der Korper frei ist ? so tewegt er sich um seinen Schwerpuntt 
ebensOy als ob dieser Punkt fest lage. Daher findet man auch hier die 
Winkelgeschmndigkeiten des Korpers nach den Grleichungen (1) und 
(2) des 306, wenn man als Axen drei beliebige sich rechtwinklig 
ini Scliwerpunkt schneidende Gerade nimmt. 

Tim die Bewegung des Schwerpunktes zu ermitteb ; seien (J7, 7 ; W\ 
(u, v } iv) die Componenten der (Jeschwindigkeit des Schwerpunktes grade 
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vor und grade naclt dem Stoss. X, Y, Z seien die Coinponenten des 

Stosses und M die ganze Masse. Man hat dann dureh Zerlegung 
parallel zu den Axen 



Die Differenzen w U } v V 7 w W kann man ; wie in 306, 
u' 9 v', w nennen. 

312. Beisp 1. Auf emen in Ruhe befindlichen Kurper ^nrkt cine Momentan- 
kraffc, deren Componenten parallel zu don Hauptaxen fur den Schwerpunkt X, Y 9 Z 
sind und deren Angrift'spunkt in Bczug auf diese Axen die Cooidinaten (/*, #, r) 
hat. Man beweiac, dass, wenn die resultirende Bewegung rnn in einer Rotation 
nm irgend eine Ase besteht, 



ist 1st diese Bedingung sowohl ausreichend, wie nothig? Siehe 241 

Beisp. 2. Emem liomogenen Cricketball wird eine Rotation um cine hori- 
zontale in der verticalen Wurfebene liegende Axe mit der Winkelgeschwindigkeit 1 
ertheilt. Wenn er den Boden trifFfc, der vollkommen rauh und unelastiscli voraus- 
gesetzt wird, bewegt sich sein Centrum mit der Grcschwindigkeit V in einer 
Kichtung, die den "Winkel a mit dem Horizont macht; man beweise, daps die 
Richtung der Bewegung dea Balls nach dem Aufstossen mit der Wurfebene einen 

Winkel bildet, deesen Tangente -=- -^ - ist, unter a den Radius des Balls yer- 
' & 5 V cos a ' 

standen. 

313. Die Bewegung ernes Punktes des Korpers. Man beweisc, 
dass die Componenten der Aendcrung der Gesclwciiidigkeit eines PimJites 
des Korpers lineare Functionen der Componmten der Momentcuikraft smd. 
Die Gleictiungen in 311 bestimmen die Bewegung eines freien Korpers 7 
auf den eine gegebene Momentankraft wirkt, vollstandig und aus ibaen 
lasst sicli nacli 238 die Anfangsbewegung eines jeden Punktes des 
Korpers ableiten. (j> ? q, r) seieu die Coordinaten des Ajagriffspunktes 
des Stosses; die Momente des Stosses um die Axen sind dann qZ rY, 
rX pZ bez. pY qX. Sie sind auf die rechte Seite der Gleichungen 
in 306 zu setzen. (p' 9 q r , /) seien die Coordinaten des Punktes ; 
dessen Anfangsgeschwindigkeiten parallel zu den Axen man finden soil. 
(u, v } Wj), (MJJ, v%, e' 2 ) seien seine Geschwindigkeiten grade yor und 
grade nach dem Stoss. Die tibrige BezeicLnung sei so,, wie in 300. 
Dann hat man 

^ MI = u -f- & y 'r & s 'q' 

und ahnliche Gleichungen fiir v% v lf w 2 w^. Substituirt man in 
diese Gleichungen die in 311 gegebenen Werthe yon u', v, w', 
&x, By, &s, so sieht man, dass t* 2 w 1; v s v lf w% w^ lineare 
Funetiwien von X, Y } Z sind yon der Form 

^ _ ^ = PX + GY+ HZ, 

worin F, Gr, H von der Structur des Korpers und den Coordinaten 
der beiden Punkte abhangen. 
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314. Wenn der Punkt, dessen Anfamgsbewegung gesucht -wird , der An- 
griffspunkt des Stosses isfc und die Bezugsaxen die Hauptaxen fur den Schwer- 
sind, nehinen rbe Ausdriicke die eiafache Form an 



1 _L r * JL V* W 2>2 -Y ff 
S + S + If) X ~ ~C Y ~ B 



Die rechten Seiten der Gleichungen sind die Differ entialquotienten einer 
quadratischen Function von X, T", Z, die man J nennen kann. Es ergibt sich, 
dass fur alle Stosse auf denselben Punkt P desselben Korpers die resultirende 
Aenderung in der GeschwindigJceit des Angnffspivriktes P senkrecht steht auf der zwr 
Michtuug des Stosses conjugirten Dtametmlebene ^1^ Bezug awf ein gewisses Elhp- 
soidj dewen Centrum P uwl dessen Gleicliung E =* Constante ist. 

Der Ausdruck ftii J kann in einer der gleichwerthigen Formen geschrieben 
\verden 



Aus der letzten Form erkennt man, dass 
ist, welches die von der Momentankraffc erzengte lebendige Kraft der Bewegung ist. 

Zusammenstoss zweier beliebiger Korper. 

315. Zwei Korper, die sick auf Miebige Art lewegen, stossen 
wldereinander. Man finde die Bewegutig nacli dem Stoss. 

Uuelastisclie KBrper. Sind die Korper unelastisch wd entweder 
volTkwnm&i glatt oder vollkommen rauli, so braucht man die Reactionen 
nicht in die Grleichungen einzufuhren. In einem solchen Fall nehme 
man den Beriihrungspunkt zum Coordinatenanfang. Die x~ und 2/-Axen 
mogen in der Beruhrungsebene liegen, die -Axe die Normale sein. 
U, V, W seien die Componenten der Gesclrwindigkeit des Schwer- 
puoktes des einen Korpers grade vor ; u 9 v, w grade nach dem Stoss. 
ifii, ii y , jS a , 0)3, o y , o 5 seien die Winkelgesehwindigkeiten grade vor- 
und naehher; A, B, C, D, E, F die Tragheits- und Deviationsmomente 
fur den Schwerpunkt. M sei die Masse des Korpers; x t y, $' die Coor- 
dinaten seines Schwerpuaktes. Die Buehstaben mit einem Strich mogen 
dieselben Grossen ftir den zweiten Korper bezeichnen. 

Nimmt man nun die Momente um die Axen for den einen Korper, 
so erhalt man nach 306 und 77 
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a>,a v )D(a>,-a s )(ic^ 



Drei ahnliche Gleichungen gelten fiir den andern Korper, die sich 
von den vorstehenden nur dadurch unterscheiden, dass die Buchstaben 
mit einem Strich versehen sind. 

Die Componenten in der Richtung der & -Axe fur beide Korper 
ergeben 

M(w W} + H f (w W'} = . 

Die relative Compressionsgeschwindigkeit ist fiir den Moment der 
grossten Compression Null und daher 

Man hat so acht Gleichungen zwischen den zwolf unbekannten Compo- 
nenten der Translations- und Winkelgeschwindigkeiten. 

316. Sind die Korper glaH, so erhalt man vier weitere Glei- 
chungen, indem man fur jeden Korper die Componenten parallel zur 
x- und y-Axe nimmt. Fur den einen Korper ist 

und ahnliche Gleichungen gelten fur den andern. 

317. Sind die Korper voWcommen rauJi, so erhalt man zwei der 
nothigen vier Gleichungen durch die Componenten der Translations- 
bewegungsgrosse parallel zur x- und #-Axe ; namlich 

Jtf (w Z7) -f M'(u' J7) = 01 
jf (v V) + M f (v' F') = Oj 

Die beiden andern sind geometrische Gleichungen, die man findet, 
indem man die Componente der relativen Geschwindigkeit des Gleitens 
gleich Null setzt, namlich 

i f f 

U ~~~ COi/jS' "*J'" Gdylf " ' Iff m Oir / 

*y ^~* GbmfXj " r C&flS V : d 
" ~"** v | ""*" " 

318. Glatte elastische KBrper. Sind die Korper glatt und un- 
wIKkowMieto elastisch, so muss man die normale Reaction in die Glei- 
chungen einfuhren. Das Verfahren ist genau so ; wie in dem all- 
gemeinen Fall, wenn die Korper rauh und elastisch sind, den wir in 
den folgenden Paragraphen besprechen werden. Es wird selbstverstand- 
lich dadurch vereinfacht, dass man die Reibungen P und Q in den 
zwolf Bewegungsgleichungen (1), (2), (3), (4) gleich Null setzt. Audi 
verschwindet die Compressionsgeschwindigkeit C im Moment der starksten 
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Compression. Man erhalt daher eine weitere Gleichung, aus welcher 
die Xormalreaction E abgeleitet werden kann. Multiplicirt man diesen 
Werfh von E mit 1 + e, wobei e die ilim in 179 gegebene Be- 
deutung hat, so erhalt man den vollstandigen Werth von E fur den 
ganzen Zusammenstoss. Substituirt man den letzteren in die zwolf 
Bewegungsgleichungen (1) und (2) ; (3) und (4), so findet man die Be- 
wcguug der beiden Korper grade nach ihrem Zusammenstoss. 

319. Rauhe elastische Korper. Das Problem, die Bewegung 
zweier beliebiger rauher Korper nacli ihrer Collision zu bestimmen 7 
ertbrdert eine ziemlich lange analytische Beliandlung und unterscheidet 
sich in einigeu Punkten wesentlich von dem entsprechenden Problem 
in der Ebene. "Wir wollen daher zuerst einen speciellen Fall unter- 
suchen, Belcher eine kurze Behandlung eiiaubt und dann dieselben 
Priucipien auf das allgemeine Problem im Raum von drei Dimensionen 
anwenden. 

320. Zivel rauhe Ellipsoide, die sich auf beliebige Art lewegen, 
stossen $o wider einander, dass das Ende eines HaivptdurcJimessers cTes 
das Ende eines Haiiptdurclimessers des andem in einem Augenblick 
'in wdcltwn die drei Hauptdurclwnesser des einen denen des andem 
parallel sind. Man finde die Bewegung grade nach dem Stoss. 

Wir wollen die Bewegung auf Coordinatenaxen beziehen, die den 
Hauptdurchmessexn eines jeden Ellipsoids beim Beginn des Zusammen- 
fitosses parallel sind. Da nun die Dauer des Zusammenstosses unend- 
lich kurz ist, die Geschwindigkeiten dagegen endlich sind, so haben 
die Korper keine Zeit 7 ihre Lage zu andem ; die Hauptdurchmesser 
bleiben daher wahrend des Zusammenstosses den Coordinatenaxen 
parallel. 

U, V, W seien die Componenten der Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes des einen Korpers grade vor dem Stoss; u, v, w die Compo- 
nenten der Geschwindigkeit zu einer beliebigen Zeit t nach dem Be- 
ginn, aber vor Beendigung des Zusammenstosses. l x , fl y; & z seien 
die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers urn seine Hauptdurchmesser 
fur den Schwerpunkt grade vor dem Stoss; Co*; & y? co~ zur Zeit t. 
a, I, c seien die Halbasen des Ellipsoids; A, B, C die Tragheits- 
momente fiir den Schwerpunkt und diese Asen. M sei die Masse des 
Korpers. Die Buchstaben mit einem Strich mogen dieselben Grossen 
fiir den andern Korper bezeichnen und die Korper mit den Enden der 
Axen c ; <f aufeinander treffen. 

P, Q f It seien die Componenten parallel den Axen der in dem 
Korper M durch den Stoss wahrend der Zeit t erzeugten Bewegungs- 
grosse. Daoa sind P ? Q } E die Componenten der in dem 
andern Korper in derselben Zeit erzeugten Bewegungsgrosse. 

Die Bevregungsgleichungen des Korpers M sind 
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J (co x P^ i = Qo 

a = Pe 



M(vV)=Q 



)= 

_TD = PJ 



(2). 



Sechs entsprechende Gleichungen bestehen fiir den andern Korper. 
Man erhalt sie, wenn man alle Buchstaben auf der linken Seite der 
vorstehenden Gleichungen mit einem Strich versieht und statt P ? Q, 
R, c auf der rechten P, Q, R, c schreibt. Diese neuen 
Gleichungen mogen mit (3) und (4) bezeichnet werden. 

S sei die Geschwindigkeit, mit welcher das eine Ellipsoid auf dern 
andern gleitet und 6 der Winkel, den die Richtung des Gleitens mit 
der x- Axe macht; man hat dann ; wie in 192 

S sin 6 = v r c a* v co x (6) 

und, wenn C die relative Compressionsgeschwindigkeit ist, 

Substituirt man in diese Gleichungen aus den dynamischen 7 so 
folgt weiter 

cos0 = cos0 pP (8), 

C= rR (10), 

worin 

S cos OQ = lT-\- (fQiy U-\- 

S sin 8 Q = F ^flte' F 
WW 

1 r 1 , C 2 , C /2 



1 1 /> 2 /'* 

: i + ^+Z + T 

1,1 

: ~M *~W 



(12). 



Es sind dies die Constanten des Zusammenstosses. 5 , (7 sind 
die Anfangsgeschwindigkeiten des Gleitens und der Compression und 
der Winkel, den die Richtung des anf anglichen Gleitens mit der #-Axe 
macht. Als NormaljFall wollen wir den betrachten, in welchem der Korper 
W so auf M gleitet und ihn so zusammendruckt, dass sowohl /S f als C 
positiv sind. Die drei andern Constanten p, %, r sind von der Anfangs- 
bewegung unabhangig und ihrem Wesen naeh positive Grosseu. 



Bon tli, Bynamik, I, 



19 
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321. Genau wie in dem entsprecheiiden Problem fur die Ebene 
wollen wir die graphische Methode anwenden, um die Aenderungen, 
die in dor Reibung vorkommen, zu verfolgen. Man trage auf der 
r- 7 y-, -Axe drei Liingen OP, OQ, OR ab 7 welche die drei Reactionen 
P, Q, E darstellen sollen. Betrachtet man sie als die Coordinaten 
eines Punktes T, so stellt die Bewegung von T den Wechsel in den 
Kriiften dar. Es wird gut sein, die durch 8=0, C= gegebenen 
Orte aufzuzeichnen. Der Ort fur S = ist eine der J2-Axe parallele 
Gerade, welche man die Linie keines Grleitens nennen kann, der fur 
C = eine der Ebene POQ parallele Ebene ; welche die Ebene starJsster 
Gompressiwi heissen mag. Beim Beginn des Zusammenstosses gleitet 
ein Ellipsoid auf dem andern so, dass nach 154 die zur Wirkung 
kommende Reibung ihren Grenzwerth hat. Da P, Q, JR die ganzen 
Componenten der in der Zeit t erzeugten Bewegungsgrosse sind ; so 
stellen dP, dQ, dR die Componenten der in der Zeit dt erzeugten Be- 
wegungsgrosse dar, wovon die beiden ersten von dem Reibungs- ; die 
letzten von dem Iformalstoss herriihren. Die Richtung der Resultanten 
von dP, dQ muss daher der Richtung, in welcher der eine Beruhrungs- 
punkt iiber den andern gleitet, entgegengesetzt sein, und die Grosse 
der Resultanten muss pdR sein, wenn man unter ^ den Reibungs- 
coefficienten versteht. Man hat daher 



(14). 

Durch die Auflosung dieser Gleichungen findet man die Art, wie der 
darstellende Punkt T sich der Linie keines Gleitens na'hert. 

Die Gleichung (IS) lasst sich durch Trennung der Variablen auf- 
losen. Man erhiilt 



(5 cos pP)P = a($ sin i 

worin a eine willkiirliche Constante ist. Im Anfang der Bewegung 
siiid P und Q Null, daher ist 



wofiix man aueh schreiben kann 

_!_ 

\S cos ej 
oder 



Diese Gleichung gibt die Beziehung zwischen der Richtung und 
der Gesehwincligkeit des Gleitens an. 
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322. Aendert sich die Richtung cles Gleitens wilhrend des Zu- 
sammenstosses nicht, so muss constant und # gleieh seiii. 

Au& (16) 1st ersichtlich, dass fur y = Q, = Q und umgekehrt 
fiir = 6 , S constant ist, wofern nicht p = q ist. Ferner muss, 
wenn sin oder cos Null ist, S Xull oder unendlich gross sein ; 
wofem nicht 6 = ist. D/e notlucendiye und auxmchende Bedingung 
dafur, class sicli die Eichtimg der Etttbung niilwend des Zusammenstosscs 
nicld iindert, ist dalier p = q oder sin 20 = 0. Aus der ersten dieser 
Leiden Bedingungen und (12) ergibt sicli 



Gilt diese Bedingung, so folgt aus (13), P = Q cotg und daun 
aus (14) 

^ <; " 



Diese Gleichungen zeigen ; dass der darstellende Punkt T, wenn die 
Reibung ihren Grenzwerth liat ? sich auf einer Geraden, die mit der 
J?-Axe einen Winkel macht, dessen Tangente ft ist, in solcher Richtung 
bewegt ? dass er die Gerade keines Gleitens trifffc. 

323. Gilt die Bedingung p = q nicht, so kann man durch 
DiiBferentiation Ton (8) und (9) und Elimination von P, Q und die 
Bestimmung von E als Function von 6 auf ein Integral reduciren. 

Substituirt man den Werth von S aus (17) in (8) und (9), so er- 
halt man P, Q, E als Functionen von 9. Es sind dies die Gleichungen 
fur die Curve, auf welch er der darstellende Punkt T waudert. Passender 
noeh kann man die Curve, auf der sich T bewegt, durch die Eigen- 
schaft definiren, dass ihre Tangente nach (14) den constanten Winkel 
arc tg ^ mit der E - Axe macht und dass ihre Projection auf die 
P<J)-Ebene durch (15) gegeben ist. Die Curve muss die Gerade keines 
Gleitens treffen, weil der Gleichung(15 ) durch^ P=/S cos 8 , qQ=S Q sin0 
geniigt wird. 

324. Der gauze Vorgang beim Zusammenstoss kann nun genau 
so verfolgt werden, wie bei dem entsprechenden Problem in der Ebene. 
Der dwstettende Punkt T wmzdert auf einer gewissen lekannten Qurve, Us 
er die Lime keines Gleitens erreicht. Er geJit dann auf der Linie "keinex 
Gleitens in soldier Richtung welter, dass die Alscisse E icSchst. Den 
vollstandigen Werth E% von E filr den gansen Zusammenstoss findet man 
durch Multiplication der Msdsse E l des PunJttes, in wdchem T die Ebene 
der starksten Compression IvreMZt, mit I + e, so dass also B 2 = E i (l-}-e) 
?,<tf, wenn man unter e da$ Maass der Elasticitat der leiden Sorper ver- 
xteht. Die wUstandigm Werflie der mr WirJcung I'ommenden Rribungcn 
sind die Ordinaten der Lage von T, die der Absciss? E = E^ enteprlekt. 

- 
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Setzt wan sie in die dynamisclien Gleicliwigen (1), (2) ; (3), (4) em, so 
lasst sich die Beiuegung der leiden Korper grade nacli dem Zusamm&z- 
stoss finden. 

325. Da die Lime keines Grleitens auf der P$-Ebene senkrecht 
steht, so sind P und Q constant, wenn T auf dieser Linie wandert. 
Daher kommt ? wenn einmal die gleitende Reibung aufgehort hat ; keine 
weitere Reibung mehr zur Wirkung. Hort daher das Grleiten in irgend 
einem Moment vor der Beendigung des Zusammenstosses auf ; wie z. B. 
wenn die Korper entweder selir oder vollkominen rauh sind, so sind 
die ganzen Keibungsstosse durcli 



sin 



P ' <L 

gegeben. 

Wenn <y der Bogen der durcli die Gleichung (15) gegebenen Curve 
vom Coordinatenanfang an bis zu dem Punkt ist, in welchem er die 
Linie keines Grleitens schneidet, danu trifffc der darstellende Punkt T 

die Linie keines Grleitens in einem Punkt, dessen Abscisse R = ist. 

- n 

Sind die Korper so rauli, dass - < - ist, so kreuzt der Punkt T die 
Ebene starkster Compression erst, nachdem er die Linie keines Gleitens 

Q 

passirt hat. Der ganze Normalstoss ist daher durch R = ~ (1 + e) 

gegeben. Durch Substitution dieser Werthe yon P ; Q, E in die dyna- 
mischen Gleichungen findet man die Bewegung grade nach dem Stoss. 

326. Beisp. 1 6 sei der Wmkel, welchen die Richtung des Gleitens des 
einen Ellipsoids auf dem andern mit der #-Axe macht; man beweise, dass 6 
wiihrend des Zu<ammenstosses entweder bestiindig zunimmt oder bestandig ab- 

nimmt. Wenn ierner der Anfangswerth von 6 zvrischen und Hegt, dann 

2 

niihert sich 9 entweder oder 0, je nachdem p grosser oder Meaner als q ist. 

Man zeige auch, dass der darstellende Punkt die Linie keines Gleitens erreicht, 
wenn 6 einen dieser beiden Werthe hat. 

Beisp. 2. Wenn das Gleiten wahrend des Zusammenstosses dieselbe Eichtung 
belialt und vor der Beendigung des Zusammenstosses aufhort, dann mussen die 

Kurper so rauh sein, dass p > - -^ - - ist. 

Beisp a Zwei rauhe Kugeln stossen widereinander; man beweise, dass die 
Hichtung des Gleitens wahrend des Zusammenstosses dieselbe bleibt. Der Satz 
wurde zuerst von Coriolis aufgestellt Jtu de bdlard, 1835. Siehe 322. 

Beisp. 4. Wenn zwei unelastische Eotationskcirper widereinander stossen und 
dabei der ScLeitel eines jeden der Beriihrungspunkt ist, zu beweisen^ dass die 
Riehtung des Gleitens wiihrtsnd des Zusammenstosses dieselbe bleibt. Dieser und 
<lur nitchste Satz riihren von Phillips her, 14. Band von LiouviUe's Journal. 

Beisp. 6. Wenn zwei Kfcrper, deren Hauptaxen fur ihre Schwerpunkte 

lel sind, sich so treffen, dass ihre SchwerpunMe in der gemeinschaftlichen 
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Norma]en im Beriibrungspunkt liegen und wcnn die Anfang^ricbtung dep 01itens 
eincr Hauptaxe fur jeden der beiden Schwerpunktc parallel 1st, dann bebalt dab 
Gleiten wahrend des Zusammenstosses dieselbe Kicbtung bei 

Beisp 6. Zwei Ellipsoide von gleicber Masse stolen mit den Enden ihrer 
Axen c, d widereinander und es ist ' = &&', ea' = &c'; man beweise, da-s die 
Richtung der Reibung wahrend des Stosses constant bleibt 

Beisp 7 Eine Billardkugel rollt auf der Tafel obne zu glciten und stosst 
wider eine Bande; man finde die darauf folgende Bewegung 

Die Ebene der Bande und der Tafel seien die xy- boz .rar-Ebeno Die Com- 
ponenten der Anfangsge&cb-windigkeit des Scbweqjunktes parallel zur x~ und r-Axe 
seien u und w und die Winkelgescli"svindigkeit um dip Vuilicale n Xach 
dcm Abprall macht der Ball eine Reihe von sebr kleinen paraboh-scben iSprungen, 
die kauni -wahmcbmbai sind Scbliesshch kann man annehmen, der Ball rolle 
auf der Tafel. Diese Endbewegung ist durch 



W -- w + 
gegeben, -worin y die kleinere von den beiden Grossen : y und - ** -\-e)w 



327. Zwei rauhe ESrper, die sicli auf lelvebige Art lieicegen, 
stossen ^videre^nanclcr. Han finde die Beweywig grade nacli dem Zu- 
sammenstoss. 

Wir wollen die Bewegung auf Coordinate!! bezielien, deren x- und 
2/-Axe in der Beriihrungsebene ini Punkt des Zusammenstosses liegen 
und deren -Axe die Normale ist. U, V, W seien die Componenten 
der Greschwindigkeit des Scliwerpunktes des einen Korpers grade vor 
dem Zusammenstoss ; ; v, w die Componenten der Geschwindigkeit zu 
einer beliebigen Zeit i nach dem Beginn, aber vor der Beendigung des 
Zusammenstosses. 1 X} l y) & z seien die Winkelgeschwindigkeiten 
desselben Korpers um den Coordinatenaxen parallele, durch seinen 
Schwerpunkt gehende Axen grade vor der Collision; G> X , ra y , co 5 die 
Winkelgeschwindigkeiten zur Zeit t. A 9 B, C, D, E, F seien die Trag- 
heits- und Deviationsmomente um Axen 7 die den Coordinatenaxen 
parallel durch den Schwerpunkt gehen. M sei die Masse des Korpers. 
Buchstaben mit einem Strich mogen dieselben Grossen fur den andern 
Korper bezeichnen. 

P ? Q, R seien die den Axen parallelen Componenten der in dem 
Korper M vom Beginn des Zusammenstosses bis zur Zeit t erzeugten 
Bewegungsgrosse. P, Q } E sind dann die Componenten der 
in derselben Zeit in dem andern Korper erzeugten Bewegungsgrosse. 

(# ? y 7 0), (tf, y', #') seien die Coordinaten der Schwerpunkte der 
beiden Korper, auf den Beriihrungspunkt als Coordinatenanfang be- 
zogen. Die Bewegungsgleichungen sind daher 
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(a x a t ) - F(a> v - fl,) E(a>* &,) = 



E(<D, fl,)-l?(0, fl,) -f C(w a a,) 

Z7) = P 



(1), 



(2). 



Sechs iihnliche Gleichungen bestehen fur den andern Korper, die 
sich von d^n obigeii nur dadurch unterscheiden, dass alle Buchstaben, 
imt Ausnahme von P ? Q, It, wit einem Strich versehen sind und 
P 9 Q, R andere Vorzeichen haben. Sie sollen die Gleichungen (3) 
unrt (4) heissen. S sei die Greschwindigkeit ? mit welcher der erne 
Korper auf dem andern gleitet und 6 der Winkel, den die Richtung 
des Gleitens mit der x- Axe macht. C sei ferner die relative Compressions- 
geschwindigkeit. Es ist dann 

S cos 6 = u f ejy'tf -f /y' + ^y^ ^^J/ 

S Sin = fl' 5 V + Glas'^' - V + 0) 5 n? - G3a;5f ' - (5) 

C = w' GI^'J/-}- <a y 'a;' w -f- O3 x y o) y a; 
und durch Substitution aus (1), (2), (3), (4) in (5) nach 314 

S cosfl S cos = aP + f C + eR\ 

Sainfl /P + SC + rfJZ - - - - (6), 
C C= e 



worin S 09 , C Q die Anfangswerthe von S 7 0, C sind, die sich aus 
('5) ergeben, weun man fur die Buchstaben ihre Anfangswerthe setzt. 
Die Ausdriicke fur a, &, 6 J , rf ; e } f sind etwas complicirt ; es ist jedoch 
nicht nothig, sie zu berechnen. 

328. Wir konnen nun den ganzen Vorgang beim Zusammen- 
stoss auf graphische Art verfolgen. Man trage vom Berilnrungspunkt 
aus auf den Coordinatenaxen die drei Langen OP ; OQ, OE ab ; 
welche die drei Reactionen P ; Q, R darstellen sollen. Wenn sie dann, 
wie friiher, als die Coordinaten eines Punktes T angesehen werden, 
so stelli dessen Bewegung die Aenderung in den Kraffcen dar. Die 
(rleicliungen der Linie keines Gfleitens findet man dadurch , dass man 
in den beiden ersten Grleictungen (6) S = setzt. Wie man sieht, 
ist es eine Gerade. 

Die Gleichung der Ebene der starksten Compression ergibt sich 
aus der dritten Gleicliung (6), indem man C = setzt. 

Im Anfang des Zusammenstosses gleitet der eine Korper auf dem 
andern so, dass die zur Wirkung kommende Reibung ihren Grenz- 
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werth hat. Die Bahn des darstellendeu Puuktes voii seineni Ausgiings- 
punkt aus ist ; wie in 321 ; durch 

dP <1Q ,- 



gegeben. 

Wenn der darstellende Punkt 7 die Lime kernes Gleitens er- 
reiclit ; so hort fiir deu Augenblick das Gleiten des einen Korpers auf 
dem andern auf. Es kommt dann nur so viel Reibung zur Wirkung, 
als hinreicht um Gleiten zu verhiiten, vorausgesetzt, dass dieser Betrag 
geringer ist als der Grenzwerth der Reibung. Wenn daher der Winkel, 
den die Linie keines Gleitens mit der JR-Axe niacht ; kleiner als arctg^Lt 
ist ; so bewegt sicli der Punkt T auf ikr. Ist aber der Winkel grosser 
als arc tg|Lt ? so ist mehr Reibung nothig ; uni Gleiten zu verhuten, als zur 
Wirkung gebracht werden kann, Demgemass behiilt die Reibung 
ihren Grenzwerth bei ; aber ihre Richtung andert sich ; ^reini 8 sein 
Vorzeichen ^echselt. Der Punkt T ^vaudert dann auf einer Curve, 
die durch die Gleichung (7) gegeben ist, wenn man 6 um % vergrossert. 
194 

Den vollstandigen Werth E. 2 von E fiir den ganzen Zusammen- 
stoss erhalt man durch Multiplication der Abscisse E L des Punktes ? 
in welchem T die Ebene der starksten Compression kreuzt, mit 1 -f- c, 
wo e das Maass der Elasticitat ist, so dass also !?, = ^(1 + v\ is,t. 
Die vollstandigen Werthe von P und Q werden durch die der Abscisse 
J/ 2 entsprechenden Ordinaten dargestellt. Durch Substitution in die 
dynamischen Gleichungen lasst sich die Bewegung grade nach dem 
Zusammenstoss finden. 

329. Die Bahn des darstellenden Punktes, bevor er die Linie 
keines Gleitens erreicht, wird durch Integration von (7) gefundeiL 
Differenzirt man (6), so erhalt man 

d(ScmQ) _ adP+fdQ + edR _ a(i cos 9 + /> sin -)~ e ,^ 

~ ~~ * * 



welches sich auf 

i as 






reducirt. 

Aus dieser Gleichung ergibt sich S als Function von Q in der 
Form S Af(ff), worin die Constante A mit Hiilfe der Bedingung 
bestimmt wird ; dass fiir 6 = 0; S = $ ist Differenzirt man die crste 
der GL (6) und substituirt aus (7) ; so findet man 

4d[cosfl/(fl)] = (^cos0-H^/sind-f(?)(ZE . . (10) 
und daraus B = Af(8) + S, wobei die Constante B durch die Be- 
dingung bestimmt ist, dass R fur B = verschwindet, Durch 
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Substitution dieser Werthe von 8 und E in die beiden ersten Glei- 
chungen von (6) erhalt man dann P und Q durch 9 ausgedriickt. 
Die drei Gleichungen, die P, Q> R als Functionen von 6 geben, sind 
die Gleichungen der Bahn des darstellenden Punktes. Man beachte, 
dass die Tangente an die Bahn in jedem Punkt mit der jR-Axe einen 
"Winkel macht, dessen Tangente p ist. 

330. Wenn sich die Richtung der Reibung wahrend des Zu- 
sammenstosses nicht andert, so ist 6 constant und gleich , so dass 
man also nicht zur unabhangigen Variablen wahlen kann. In diesem 
Fall ist P = ^ R cos 0; Q = pR sin und der darstellende Punkt 
bewegfc sich auf einer Geraden, die mit der .E-Axe einen Winkel macht, 
dessen Tangente p ist. Durch Substitution dieser Werthe von P und 
(J in die beiden ersten Gleichungen (6) erhalt man 

5Lzi5 s in 20 4- / cos 20 + cos - sin = (11) 

als nothwendige Bedingung dafiir, dass sich die Richtung der Reibung 
nicht iindert. Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt, so kann man 
den Gleichuugen (6) und (7) dadurch geniigen, dass man 6 constant 
macht. In diesem Fall ist auch leicht zu sehen, dass die Bahn des 
darstellenden Punktes die Linie keines Gleitens schneidet. 

Ist S Q Null, so liegt der darstellende Punkt auf der Linie keines 
Gleitens. Ist der Winkel, den diese Gerade mit der E-Axe macht, 
kleiner als arc tg JA, so wandert der darstellende Punkt auf ihr; ist er 
aber grosser, so ist mehr Reibung erforderlich um Gleiten zu verhiiten, 
als zur Wirkung gebracht werden kann. Da S Q Null ist, so kennt 
man den Anfangswerth von 6 nicht. In diesem Fall differenzire man 
die ersten beiden Gleichungen von (6) und setze S = 0; man sieht 
dann, wenn man dividirt, dass der Anfangswerth von 6 der Gleichung 
(11) geniigen muss. Die Bedingung dafiir, dass die Richtung der 
Iteibung sich nicht andert, ist daher erfiillt. Dieser Werth von 6 
macht den zu integrirenden Ausdruck in (9) unendlich gross, in Folge 
dessen man die dortigen Folgerungen modificiren muss. Aus dem 
ebeu Gesagten geht aber terror, dass die Bahn des darstellenden 
Punktes eine Gerade ist, die mit der JR-Axe den Winkel arctg^ macht 
und den nchtigen Anfangswerth von 6 hat. 

331. Es bei 

F B D zP x% 

E D C xQ yP 

und^ die Defcerminante, welche man durch Weglassen der letzten Vertical- und 
Horizontalreihe erhalt. &' und ^' seien die entsprechenden Ausdrucke fiir den 
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andem Korpcr Dann sind a, I, c, d, c, f die Coefficicntcn \on P 2 , $ s , 7t! s , 
2$-ft, 2.RP, 2P$ in der Gleiehung fur die Fliiche zweiten Grades 



worin _E eine Constante ist, YOU der sich zeigen la^t. dass sie die Summe tier 
lebendigen Krafte der in den beiden Kurpern erzHugten Bewegunprcn ist, wie in 
314 erklcirt wurde Es lasst sich furner zeigen, dass diese Gleichung ein Ellipsoid 
darstellt, mdem man sie mit der in 28, Beisp 3 verglfiicht. 

Man boweise auch, class rc, 6, c nothwendigeiweirfc positiv sind und class 
a1)>f*, lc>d*, ca>e* 

Man zeige, dass man dadurch, dass man die Bezugsaxen um die Jf?-Axe dreht 
und dabei den nchtigen "Winkel bescni*eiben Uftst, /' = Xull machon kann 

Beisp. 2 Man beweise, dass die Lime keines Gleiten& deni zu der Ebenp, 
welche die Keibungen P und Q enthalt, conjugirten Durclunesser parallel lauft 
Man beweise auch, dass die Ebene starkater Compression die der Reaction E 
conjugirte Diametralebene ist. 

Beisp. 3 Die Linie keines Gleitens ist der Durchschnitt der Polarebenen 
zweier auf der P- und Q-Ax.e gelegener Punkte, die von dem Coordinatenanfang 

9 fF 9 T? 

den Abstand -^ - bez. . ; ~ haben Die Ebene stiirkster Compression 

L 



ist die Polarebene eines Punktes der .R-Axe, der vom Coordinatenanfang um 
-fr- absteht. 

^o 

Beisp. 4 Die PQ -Ebene schneidet das Ellipsoid in Beiap. 1 in einer Ellipse, 
deren Asen die Ebene in vier Quadranten theilt; die Linie keines Gleitens trifft 
die P Q- Ebene in dem Quadi-anten, in wlchem das Anfangsgleiten ;S' Tor sichgeht 

Beisp 5. Eine durch den Coordinatenanfang gehende der Linie keines 
Gleitens parallele Gerade trifft die Ebene starkster Compression in einem Punkt, 
dessen Abscisse E dasselbe Vorzeichen wie <7 hat Daraus beweise man mit Hulfe 
geometrischer Betrachtungen, dass der darstcllende Punkt T die Ebene starkster 
Compression kreuzen muss 

Beispiele 

(den ,,Examination Papers" entnommen, die auf der Universita-t Cambridge und 
in den Colleges gegeben wurden). 

1. Ein Eegel dreht sich mit bekannter Winkelgeechwindigkeit um seine Axe 
Die Hohe beginnt abzunehmen nnd der Winkel zu wachsen, wUhrend das Volumen 
constant bleibt. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkcit der Hohe propor- 
tional ist. 299 

2. Eine kreisformige Scheibe dreht sich in ihrer Ebene um ihr Centrum; 
ein Punkt des Umfangs wird festgehalten; man finde die neue Winkelgeschwindig- 
keit. Siehe 173. 

3 Ein gleichformiger Stab von der LUnge 2 a liegt auf einer glatten hori- 
zontalen Ebene und geht durch einen Ring, der ihm gestattet, in der horizontalen 
Ebene frei zu rotiren. Dem Stab, dessen Mittelpunkt dem Ring unbegrenzt nahe 
licgt, wird eine Winkelgeschwindigkeit mitgetheilt; man zeige, dass, wenn der 
Stab den Ring verliisst, der Radiutsvector des Mittelpunktes einen Sector be- 
schrieben hat, dessen doppelter Flacheninhalt -i-a* ist. 

4. Eine elliptische Lamelle rotirt um ihren Mittelpunkt auf einem glatten 
horizontalen Tisch. o^, co a> to^ sind ihre Winkelgeschwindigkeiten, wenn das 
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Encle Hirer grossen Axe, ilir Brennpunkt, beziiglich das Ende ihrer klcinen Axe fest- 
ffehalten wird: man beweisc, class = -- f- ist. Siehe 308. 

b 1 ' GJj C0 2 CO S 

5. Em starrer Kurper, der um den festen Punkt 0, fur welchen die Haupt- 
Mtglieit=momente A, B, C sind, beweglieh ist, wird von einem Schlag von ge- 
geben^r Grouse in eincm gegebenen Punkt getroifen Die dem Korper so mit- 
poth eilte Winkelgeschwindig-keit sei die grosstmogliche ; man beweise, dass, wenn 
(a, b, o die Coordinaten des gegebenen Punktes auf die Hauptaxen fur be- 
zogcu uncl (7, ?, M) die Richtungscosinusse des Schlages sind, 

a? + Zwi + en = 0, 

c 



6. Eino dreieckige Lamelle J.5C7 kann sich frei um ihren festliegenden 
FIckpunkt C bewegen Ein Stoss trifffc B senkrecht zur Ebene des Dreiecks Man 
zeigu, dass rlio Anfang^rotahonsase von den durch G gehenden Geraden, welche 
AB in drei gleiche Theile zeilegen, die von B am weitesten abstehende ist 

Ersetzt man die Lamelle durch ihre drei gleichwertliigcn Massenpunkte und 
sctzt die Wiiikelljewegungiagrosse iim BC gleich Null ( 149), so haben offenbar 
die Massenpunkte in E und F (den Mittelpunkten von AC, AB) gleiche und 
entgugengesetzte Anfangsgpsch\vindigkeiten. Daraus folgt, daas die Momentanaxe 
EF halbirfc und durch C gent Betrachtet man die Axe als Transversale des 
Dreiecks, so folgt daraus, was zu beweisen war 

7. Ein Kegel, dessen Masse m und dessen Winkel an der Spitze 2 a ist, 
kann sich um seine Axe frei bewegen In seme Oberflache ist eine feine glatte 
Rinne eingeschnitten, welche den constanten Winkel |J mit seinen Erzeugenden 
bildet, Ein schwerer Punkt von der Masse P bewegt sich auf der Rinne unter 
dem Einfluss der Schwere und das System befindet sich im A-nf^.-pg in Ruhe, 
wobei der Massenpunkt den Abstand c von der Spitze hat. Man zeige, dass 

ain a tt _ e 
9 



isl, wenn den Winkel bedeutet, um welchen der Kegel sich gedreht hat, wenn 
sich der Masticnpunkt in irgend einem Abstand r von der Spitze befindet, und k 
der Traghfitsradius des Eegels fur seine Axe ist 

8 Ein Korper befindet sich in Bewegung um eine durch seinen Schwer- 
punkt gehende Axe; plotzlich wird der Punkt P in ihm festgehalten. Soil 
die neue Momentanaxe eine Hauptaxe fur P sein, so ist der Ort der Punkte P, 
wie man zeigen moge, eine gleichseitige Hyperbel 

Grade ehe P festgehalten wird, ist die ganze BewegungsgrGsse einem Paar 
G Equivalent, das in der zur Momentanaxe conjugirten Diametralebene in Bezug 
auf das Tragheitfi ellipsoid fur liegt ( 118 oder 310). Wird P festgehalten, so 
kann man annehnien, der Korper befinde sich in Ruhe und das Paar G wirke 
auf ihn; er begmnt daher um die zur Ebene von 6r conjugirte Diametrallinie in 
Bezug auf das Triigheitsellipsoid fur P zu rotiren, siehe 297. Nach dem Problem 
soil diese eine Hauptaxe sein; sie steht daher senkrecht auf der ihr conjugirten 
Diametralebene Der Ort der Punkte P ist demnach derart, dass eine Hauptaxe 
far P einer festliegenden Geraden, namlicn dem Loth auf die Ebene von G, parallel 
ist. Kach 51, Beisp 4 ist der Ort eine gleichaeitige Hyperbel. 

{*. Ein Wurfel rotirt mit der Winkelgeschwindigkeit GO um eine seiner 
Diagonalen; eine Kante, welche die DiagonaJe nicht frifFfc, wird plStzlich fest- 
gehalten. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit co f um diese Kante durch 
4j/5o/= (o gegeben isi 
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10 Zwei Masscn m, m' sind durch tsmen diinnen flatten Faden verbunden, 
dcr uber cinen graden Kreiscylinder vom Radius a limft. An den bniclun in einer 
Ebene in Bewegung befindlichen Massenpunkten greifen kerne Uusseren Kraftc 
an; man zeige, dass 

\ 1 



1st, wenn man unter A die Summe der absoluten iii der Zeit t von den beid^n 
nicht aufgewickelten Theilen des Fadens beschnebenen FUchen und unto T die 
Spannung des Fadens zu irgend einer Zeit versteht 



11. Ein Stuck Draht in der Gestalt eines Kreirfed hegt in Ruhc so auf 
einem glatten horizontalen Tisch, dass seine Ebene in Beruhrung mil ihm ist 
Plotzlich beginnt em Insect mit gleichfonniger relahrer Geschwmdigkeit auf ihm 
zu wandern Man zeige, dass sich der Draht um seinen Mittelpunkt mit gleich- 
formiger Winkelgeschwindigkeit di*eht, wahrend der Mitteljjunkt selbst im Raura 
einen Kreis mit gleichformiger Winkelgeschwindigkeit beschreibt 

12. Ein gleichformiger Draht von der Gestalt eines Kreises mit dem Hadius 
a, der um einen festen Punkt seines Umfanges bewcglich ist, liegt auf einer 
glatten, horizontalen Ebene Ein Insect, dessen Masse der des Drahtes gleich ist, 
kriecht von dem Ende des Durchmessers aus, welches dem feston Punkt gegen- 
iiber liegt, auf dem Draht hin, wobei seine relative Geschwindigkeit in Bezug 
auf den Draht gleichfdnmg und gleich V ist. Man beweisc, dass nach der Zeit t 
der Draht sich um den Winkel 

Vt 

^- 

gedreht hat 

13. Ein kleines Insect bcwegt &ich auf einem gleichf6rmigen Stab, der diti- 
selbe Masse wie dieses selbst und die Lange 2 a hat und dessen Endpunkte gezwungen 

sind, auf dem Umfang eines festliegenden Kreises vom Eadius zu bleiben. 

^* 

Man nehme an, das Insect gehe von dem Mittelpunkt des Stabes aus und seine 

relative G-eschwindigkeit in Bezug auf den Stab sei gleichfbrmig und gleich V 
und beweise, dass sich der Stab in der Zeit t um den Winkel dreht, der sich 
aus a tg 0"J/3 = Vt ergibt. 

14. Eine rauhe kreisf5rmige Scheibe kann sich frei in einer horizontalen 
Ebene um eine verticale durch ihr Centrum gehende Axe drehen. Eine logarith- 
miBche Spirale ist auf der Scheibe aufgezeichnet und hat das Centrum zum Pol 
Ein Insect, dessen Masse n mal so gross als die der Scheibe ist, kriecht von dem 
Punkt aus, in welchem die Curve den Umfang des Kreises schneidet, auf ihr hin. 
Man zeige, dass sich die Scheibe, wenn das Insect den Mittelpunkt erreicht, um 

den Winkel i tga log(l + 2n) gedreht hat, worin a den Winkel zwischen der 
Taagente und dem Radiusvector an irgend einem Punkt der Spirale bedeutet. 

15 In eine gleiehfonnige Scheibe von der Gtestalt einee Kreises, die um 
ihren Mittelpunkt in ihrer eigenen Ebene (welche horizontal ist) sich bewegen 
kann, ist eine feine Einne l&ngs eines Radius eingeschnitten. Die Scheibe wird 
mit der Winkelgeschwindigkeit at in Rotation gesetzt. Eine kleine Rakete, deren 

Gewicht desjenigen der Scheibe betr^gt, wird in das innere Ende der Binne 
n 

gelegt und abgefeuert; wenn sie die Rinne verlassen hat, geschieht das Namliche 
mit einer andern gleichen Rakete u. s. f. Man finde die Winkelgeachwindigkeit 
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nach n solchcn Opera tionen und zeige, dass der Grenzwerth derselben, wenn n 
nnbegrenzl zummmt, ae~" ist 

1C Ein starrei Kdrpei ist in dotation urn eine Axe durch seinen Schwer- 
punkt begriffen; plotzlich wird ein gewisser Punkt des Korpers festgehalten und 
gleichzeitig die Axe freigelassen Man finde die Gleichungen der neuen Momentan- 
axe und beweise, dass der Punkt, wenn diese Axe der urspriinglich festliegenden 
Axe parallel &ein soil, in einer Linie liegen muss, die durch die Gleichungen 

a*lx + I 9 my + c*ns = 0, 
(& 2 -0 -*- + (c-<0 | + 

darge^tellt wird. Dabei sind die Hauptaxen durch den Schwerpunkt die Coordinaten- 
Jixen, , It, c die Trtigheitsradien fur diese Asen und ?, ?w, n die Eichtungscosinusse 
der ursprunghch festen Axe in Bezug auf sie. ( 296 ) 

17. Ein fester Korper rotirt nut gleichformiger Geschwindigkeit a um eine 
feste Axe und enthaJt einen geschlossenen rbhrenfdnnigen Kanal von kleinem 
gleickfomiigen Querschnitt, der mit einer nicht zusammendruckbaren Flussigkeit, 
die sicli in relativem Gleichgewicht befindet, gefullt ist. Wenn die Rotation des 
massiven Kurpers plotzlich aufhQrt, Lewegt sich die Flussigkeit in der Rohre mit 
der Ueschwindigkeit v, die durch vl = 2J.co gegeben ist. Dabei ist A die von 
der Projection der Ase der Rohre auf eine zur Rotationsaxe senkrechte Ebene 
beschriebene Flache und 7 die Lange der RShre 

Jedes Element von der Masse mds bewegt sich mit der Geschwindigkeit cor 
in einer Richtung, die senkrecht auf der Ebene steht, die das Element und die 
Rotationsaxe enthalt. Der Nonnaldruck der Rohre zerstort jede Bewegung, die 

jn 

senkrecht zur RDhre gerichtet ist, so dass ^wir nur die Componente cor -= zu 

betrachten brauchen ( 307)' Jedes Element sto'sst wider die anliegenden, die 
Translationsbewegungsgi'usse bleibt durch diesen Stoss jedoch unverandei-t. Inte- 
grirt man die Bewegungsgrosse langs der ganzen R6hre, so erhalt man 

mlv = Cm<or*d6i 
woraus sich das Resultat ergibt. 

18 Eine Thiir ohne Schloss, welche die Gestalt einer rechteckigen Lamelle 
hat, ist tin ihrem oberen Eckpunkt mit einem Universalgelenk versehen, wahrend 
sich an ihrem unteren ein kurzer Querbalken befindet, der senkrecht zur Ebene 
der Thur gleichmassig nach beiden Seiten vorsteht. Wenn nun die Thiir von 
ihrer ytabilen Ruhelage aus nach der einen und der andern Seite schwingt, wird 
das eine oder das andere Ende des Balkens ein fester Punkt h ist die Hohe 
der Thiir, Atga ihre Lange und 2(3 der Winkel, den die Linien, welche die 
Enden des Balkens mit dem oberen Eckpunkt verbinden, miteinander bilden; man 
zeige, dass die Wmkelgeschwindigkeit der Thur durch die Stosse bei ihrem 

Durchgang durch ihre Ruhelage in dem Verhaltniss S ! n flt T ,^ ^ vermindert 

sin 2 a + tg 2 (J 

wird und dass die Zeit, welche zwischen zwei aufeinanderfolgenden Sto'ssen ver- 
fliesst, wenn die Schwingungen klein werden, in demselben Verh'altniss abnimmt, 
wobei die Gewichte des Balkens und des Gelenkes zu vernachlassigen sind. 
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Die letoendige Kraft. 

Die Kraftefunction nnd die Arbeit, 

332. Zeit- und Ranmintegrale. Wenn ein Punkt von der Masse 
m in der Richtung der #-Axe mit der Anfangsgeschwindigkeit F ge- 
schleudert wird und eine Kraft F in derselben Kichtung an ikm an- 

greiffc, so ist die Bewegung durch die Gleichung w-r^ = F gegeben. 

Integrirt man sie in Bezug auf t und ist v die Gesehwindigkeit 
nach der Zeit t, so hat man 



m(v T\ = I Fdt. 

o 

Multiplicirt man beide Seiten der Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit -jr und integrirt, so erhalt man 1 ) 

X 



r 

Das erste Integral zeigt ? dass die Aenderung der Bewegungsgrosse 
dem Antrieb der Ejraft gleich ist. Indem wir eine alinliche Schluss- 

1) Man vird selten Mathematiter in einen Streit verwickelt finden, wie der 
war, welcher 40 Jahre hindurch im vorigen Jahrliujidert tobte Es handelte sich 
damm, zu bestimmen, wie die Kraft etn.es sicli bewegenden Korpers zu messen 
sei. Bis zum Jakr 1686 war das Maass das Product aus der Masse des KOrpers 
in seine Geschwindigkeit. Leibnitz jedoch glaubte einen Irrthuin in der all- 
gemeinen Meinung zu entdecken und wollte zeigen, dass das richtige Maass das 
Product aus der Masse in das Quadrat der Geschwindigkeit sei. Bald war ganz 
Europa in zwei Lager getheilt Deutschland hielt es mit Leibnitz und Ber- 
noulli, wahrend England dem alten Maass treu blieb und ihre Argumente mit 
Erfolg bestritt. Frankreich war getheilt; eine beriihmte Dame, die Marquise 
du Chatelet war zuerst eine eifrige Anhungerin und dann eine Gegnerin der 
Leibnitz'schen Ansichten. Holland und Italien waren im AUgemeinen dem 
deutschen Philosophen gunstig gesinnt. Das Seltsamste bei diesem grossen Streit 
aber war, dass dasselbe Problem, Ton den Geometern entgegengesetzter Meinung 
gelSst, dasselbe Result at ergab; wie man auch die Kraft messen mochte mit der 
ersten oder der zweiten Potenz der Geschwindigkeit, die Antwort blieb die niion- 
liche. Die Arguniente und Erwiderungen, <lie von beiden Seiten vorgebracht 
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weise auf die Bewegung der dynamischen Systems anwandten, kamen 
wir im letzteii Kapitel zu dem allgemeineu Princip in 283 und 
spater zu seiner Anwendung auf die Bestimmung der Aenderungen, 
welche sehr grosse Kraft e hervorbringen, die sehr kurze Zeit wirken. 
Das zweite Integral zeigt, dass die Aenderung der lebendigen Kraft 
dein Rauinintegral der Kraft gleich ist. In diesem Kapitel ist es 
unsere Aufgabe, auch dieses Resultat auszudehnen und auf die all- 
gemeine Bewegung der Systeme von Korpern anzuwenden. 

333. Die lebendige Kraft. Der bequemeren Darstellung wegen 
hat man den beiden Seiten unsrer Gleichung Namen gegeben. Die 
linke Seite heisst gewohnlich die lebmdige Kraft des Massenpunktes, 
eine Bezeichnung, die Leibnitz um das Jahr 1695 eingefuhrt hat. 
Die lebendige Kraft wird auch die kinetisclie Energie des Massen- 
punktes genannt. Die rechte Seite hat zu verschiedenen Zeiten ver- 
schiedene N"amen gefuhrt. Sie wird jetzt allgemein die Arbeit d&r 
Kraft F genannt. Wenn die Kraft nicht in der Richtung der Be- 
wegung ihres Angriffspunktes wirkt ; bedarf der Ausdruck ;; Arbeit" 
einer umfassenderen Definition, die wir im. nachsten Paragraphen be- 
sprechen. 

334. Die Arbeit Eine Kraft F wirke an einem Punkt A eines 
Korpers in der Richtung AB tmd der Punkt A bewege sich in eine 
andere Lage A', die sehr nahe bei A liegt. Wenn <p der Winkel ist ; 
den die Richtung AB der Kraft mit der Richtung A A' der Verschiebung 
des Angriffspunktes macht, so heisst das Product F AA' * cos 9 die 
von der Kraft verrichtete Arbeit. Wenn wir an die Stelle von <p den 
Winkel setzen, den die Richtung AS der Kraft mit der der Ver- 
schiebung entgegengesetzten Richtung A A macht, so heisst das Pro- 

wurden, findet man in Montucla's Histoire; sie sind von grossem Interesse. 
Hier jedoch wiirde dies zu weit fuhren Der Kampf nahm schliesslich ein Ende, 
als D'Alemljert in seiner Abhandlung tiber Dynaonik zeigfce, dass es sich nur 
um einen Wortatreit handelte. Er sagt: Wenn wir von der Kraft eines in Be- 
wegung befindlichen Korpers sprechen, so verbinden wir mit dem Wort entweder 
keinen klaren Sinn oder wir verstehen darunter weiter nichts als die Eigenschaft, 
dass gewisse Widerstande von dem sich bewegenden Korper iiberwunden werden 
k6nnen. Wir miissen daher diese Kraffc nicht einfach nur nach der Masse und 
Geschwindigkeit des Korpers schatzen, sondern nach der Beschaffenheit der uber- 
wSLltigten Hindeniisse. Wir k5nnen sagen, dass die Kraffc um so grosser ist, je 
grosser der ubervnindene Widerstand ist, wenn wir unter diesem Wort nicht ein 
dem KOrper anhafbendes angebliches Leben verstehen, sondem es einfach nur als 
eine abgekurzte Art betrachten, eine Thatsache auszudriicken. D'Alembert 
weist daun darauf hin, dass es verschiedene Arten von Hindernissen gibt und 
untersucht, wie sich ihre verschiedenen Arten von Widerstanden als Maass be- 
nutzen lassen. Es reicht wohl hin, wenn wir bemerken, dass der Widerstand 
in manchen FaHen besser durch das Raumintegral, die Arbeit, in anderen besser 
durch das Zeitintegral, den Antrieb, gemessen wird. Siehe Montucla's Histoire, 
Vol. Ill und Whewell's History, Yol. H 
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duct die gegen die Kraft verriclitete Arbeit Fitllt man das Lotli A'M 
auf AB } so ist die von der Kraft verrichtete Arbeit auch dein Pro- 
duct F-AM gleich, worin AM als positiv angesehen wird, weim es 
in die Richtung der Kraft fiillt. 1st Y die Componente von F in der 
Richtung der Verschiebung, so ist die Arbeit auch gleich F' AA f . 
Wirken mehrere Krafte, so kann man auf diese Art die Arbeit jeder 
einzelnen finden. Die Summe aller ist die Arbeit des garden Krafte- 
systems. 

So definirt ist die einer unbegrenzt klemen Verschiebung ent- 
sprechende Arbeit einer Kraft dasselbe, wie das virtuelle Moment der 
Kraft. In der Statik haben wir es nur mit den kleinen hypothetischen 
Verschiebungen zu thun, die dem System bei der Anwendung des 
Princips der virtuellen Arbeit gegeben werden und reiclit diese Defi- 
nition daher bin. In der Dynamik dagegen sind die Korper in Be- 
wegung, und wir mlissen mithin unsere Definition der Arbeit so aus- 
dehnen ; dass auch der Fall einer Verschiebung von beliebiger Grrosse 
einbegriffen ist. Wenn die Angriffspunkte der Krafte endJiche Ver- 
schiebungen erleiden, mtissen wir die Bahn eines jeden in Elemente 
zerlegen. Die an jedem Element verrichtete Arbeit lasst sich nach der 
obigen Definition ermitteln. Die Summe aller ist die ganze Arbeit. 

Man beachte, dass die Arbeit gegebener Krafte bei der Bewegung 
des Korpers von einer Lage in eine andere von der Zeit des Ueber- 
ganges unabhangig ist. Wie in 332 festgestellt wurde, ist die Arbeit 
ein Raum- und kein Zeitintegral 

335. Wenn zwei K)*aftesysteme aquivalent slnd, so ist die bei 
einer kleinen Verscliiebung von deni einen verrichtete Arbeit der von dem 
andern verricldeten gleich. Dies folgt sofort aus dem Princip der virtuellen 
Arbeit in der Statik. Demi wenn jede Kraft in dem einen System die 
umgekehrte Richtung erhalt, ohne dass ihr Angriffspunkt oder ihre 
Grrosse getindert wird ; so halten sich die beiden Systeme Gleichgewicht 
und die Summe ihrer virtuellen Momente ist daher NulL Bringt man 
das Kraffcesystem in seinen ursprungliehen Zustand zuriick ; so mtissen, 
wie man sieht, die virtuellen Momente der beiden Systeme gleich sein. 
Sind die Verschiebungen endlich, so gilt dasselbe fur alle aufeinander 
folgenden Elemente der Verschiebung und daher fiir die gajoze Ver- 
schiebung. 

336. Wir konnen jetzt einen analytischen Ausdxuck fiir die 
Arbeit der Kraffcesysteme finden. (x, y, #) seien die rechtwinkligen 
Coordinaten. eines Massenpunktes des Systems und die Masse des 
Punktes sei m. (X, Y, Z) seien die Componenten parallel den Coor- 
dinatenaxen der an dem Massenpunkt angreifenden beschleunigenden 
Krafte. mX, niY,wZ sind dann die dynamischen Maasse der wirkenden 
Krafte. Wir wollen annehmen ? der Massenpunkt bewege sich in die 
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Lage x + dXj y + dy , s--d0, dann 1st die Arbeit der Krafte der 
Definition zufolge 

2(mXdx + mYdy + mZ dz) ..... (1), 

wobei sich die Summe iiber alle Krafte des Systems erstreckt. Sind 
die Verschiebungen der Korper endlich, so ist die ganze Arbeit 

+ Ydy + Zdi) ..... (2), 



worin die Grrenzen des Integrals durch die aussersten Lagen des Systems 
bestimmt werden. 

337. Die Kraftefanctiou. Wenn die Krafte derart sind, wie sie 
allgemein in der Natur auftreten, so lasst sich beweisen, dass die 
Sumine (1) in dem yorigen Paragraphen ein vollstandiges Differential 
ist ; d. li. dass man sie unabhangig von jeder Beziehung zwisclien den 
Coordinaten x, y, e integriren kann. Die Summe (2) lasst sicli daher 
als eine Function der Coordinaten des Systems ausdriicken. Ist dies der 
Fall, so lieisst das unlestimmte Integral der Summe (2) die Kraftefunction. 
Der Name wurde der Function von Sir W. R. Hamilton und Jacob i 
unabhangig von einander gegeben. 

Nennt man die Kraffcefonction U 7 so ist die Arbeit der Krafte bei 
der Bewegung der Korper von einer gegebenen Lage in eine andere 
das bestimmte Integral Z7 2 U 17 worin U^ und ?7 2 die Werthe von U 
sind ? welche den gegebenen beiden Lagen der Korper entsprechen. 
Daraus folgt, dass die Arbeit von der Art, wie das System sich aus 
der ersten gegebenen Lage in die zweite bewegt, unabhangig ist. Mit 
andem Worten, die Arbeit Mngt von den Coordinaten der leiden ge- 
gebenen aussersten Lagen und niclit von dmen einer mittleren Lage ab. 
Wenn die Krafte derart sind, dass sie diese Eigenschaft haben ; d. h. 
wenn sie eine Ejraftefunction besrtzen, hat man sie nach dem Vorgang 
von Sir TV". Thomson, jetzt Lord Kelvin, auch wohl ein conservatives 
Krdftesystem genannt. 

338. Hine Kraftefunction existirt erstens, ^venn die duss&ren Krafte 
nacli festen Centren in endliclien Abstanden gericlitet und Functional der 
Alstande von diesen Centren sind und zweitens, wenn die Krafte gegen- 
seitige Anzielwngm oder Abstossungen der Massenpunkte des Systems 
und Functioned der Abstdnde gwischen den sicli anziehenden oder ab- 
stossenden MassenpunUen sind. 

m<p (r) sei die Wirkung eines festiiegenden Kraftcentrums auf einen 
Massenpunkt m in der Entfernung r, die positiv gerechnet wird in der 
Richtung von r, d. h. wn dem Sraftcentrum weg. Die Summe (1) in 
336 ist offenbar wup(f)dr. Sie ist ein vollstandiges Differential. 
Die Krfifbefunction existirt daher und ist gleich 
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mm'<p(r) sei die Wirkung zwisclien zwei Massenpunkten m 9 m, 
deren Abstand r ist und wie zuvor moge diese Kraft positiv genominen 
werden, wenn sie abstosst. Die Summe (1) wird dann Smiri ip (r) dr. 

Die Kraffcefunction existirt mithin und ist gleich Znwi Cfp(r)dr. 

Ist die Anziehung dem reciproken Quadrat des Abstandes proportional, 

so wird tp (r) = g- und das Integral Die Kraffcefunction unter- 

sclieidet sich also von dem Potential durch eine constants Grrosse. 

339. Offenbar enthalt die Definition der Kraftefunction Nichts, 
was uns dazu zwange, Cartesische Coordinaten zu getrauchen. Wenn 
P ; Qj etc. Krafbe sind ; die an einem Massenpunkt angreifen, Pdp, Qdq, 
etc. ihre virtuellen Momente, m die Masse des Punktes, dann ist die 
Kraftefunetion 

U= 2m f (Pdp + Qdq + etc.), 

wobei sich die Summirung iiber alle Kraffce des Systems erstreckt. 

Beisp. 1. Sind (^, qp, 2) die Cylinder- oder halbpolaren Coordinaten des 
Massenpunktes ?; P, Q, Z die Componenten der Krafte in der Richtung und 
senkrecht zu 9 und in der Bichtung von #, zu beweisen, dass 

d U= Sin (Pd$ +QQdcp + Zds) ist. 

Beisp. 2. (?, 0, cp) seien die Polarcoordinaten des Massenpunktes m; P, ? H 
die Componenten der Kraffce langs des Radiusvectors, senkrecht zu ihin in der 
Ebene von 6 und senkrecht zu dieser Ebene; man beweise, dass 

d U= 2m (Pdr + QrdB + Er sin Bdcp} 
ist. 

Beisp. 3. (#, y, z) seien die schiefwinkligen Cartesischen Coordinaten von 
w; X, Y", Z die Componenten langs der Axen; man beweise, dass 

d Z7= m [X(dx + vdy + pdz) + Y(vdx + dy + Idz) + Z(pdx + Idy + dz)} 

ist, wo (^, p, v) die Cosinusse der Winkel zwischen den Axen yz, zx bez xy be- 
deuten. Der Satz ist von Poinsot. 

340. Wenn em System eine Jdeine Verscliiebung ds parallel einer 
gegebenen Geraden und eine DreTmng d6 um diese Linie erleidet y stetten 

die partieUen Differentialquotienten ^ und -^ die Componenten aller 

Krafte in der ItiditMng der Linie und das Moment der Krdfte urn 
sie dar. 

Da dU die Summe der virtuellen Momente aller Krafte in Bezug 
auf eine beliebige Verriiekmig ist ; so hangt es von irgend welchen 
speciellen Coordinatenaxen nicht ab. Die Gerade, auf welcher ds ge- 
messen wird, sei die #~Axe. Behalt man die fruliere Bezeichnung bei, 
so ist 

dU= Zm(Xdz + Ydy + Zdz). 

Bouth, Dyuamik. I. 20 
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Es ist aber dx = Q, dy = und da = ds, daher 

rTT 

cU= ds ZmZ, also |^ = SmZ. 

c s 

Darin bedeutet cU die Veranderung von U, die durch die alleinige Ver- 
schiebung des als ein Korper betrachteten Systems urn die Strecke ds 
parallel einer gegebenen Geraden hervorgebracbt wird. 

Das Moment aller Krlifte urn die #-Axe ist ferner 2m($Y yX), 
aber dx = y d6, dy = x d& und d0 = 0. Daher wird dieses Mo- 

ment 

Ydy + %-dx 



de to 

Hier wird cU als die Aenderung angeselien ; die an U durch die 
alleinige Rotation von der Amplitude dO des als ein Korper betrachteten 
Systems um die gegebene Axe hervorgebracht wird. ( 342 349.) 

341. Da die Krafteiunction viel gebraucht werden wird ? so ist 
es vortteilhaft ; sich Pertigkeit in dem Niederschreiben ihrer verschie- 
denen Formen zu erwerben. Die folgenden Beispiele sind als die zu 
diesem Zweck geeignetsten ausgewahlt worden. 

342. Die Arteit der Schwere. Ein System von Korpern stelit 
unter der Wirkung der Schw&re. Ist M die ganze Masse, li die von dem 
Schwerpurikt des gani&en Systems durchfallene Strecke, so ist Mgli die 
von der Schwere verricfitete Arbeit. Siehe 140. 

Die &- Axe sei vertical und ihre positive Eichtuiig gehe abwarts. In der Sum me 
(1) des 336 ist dann ^C=0, T=0, Z*=g. Daaer dU=2mgdz. Bedeutet 
8 die Tiefe des Schwerpunktes unter der #2/-Ebene und C eine Constante, so findet 
man L r == Mg^-\- C und wenn man die Grenzen nimmt, ohne Miihe die gesuchte 
Antwort 

Arbeitseinheiten. Die theoretische Einheit der Arbeit ist die von 
der dynamisclien Krafteinlieit langs der Raumeinheit verrichtete Arbeit. 
Eine praktisclie Einheit kann das Resultat unseres Beispiels liefern. 
Man kann die Arbeit, welche dazu notm'g ist, den Schwerpunkt einer 
gegebenen Masse an einer gegebenen Stelle auf eine gegebene Hohe 
zu heben, zur Arbeitseiulieit nehmen. Als Eraffceinlieit wird das Ge- 
wicht eines Cubikdecimeters chemiscli reinen Wassers im Ziistand der 
grossten Dichtigkeit (4 ? 1 C.) benutzt; sie heisst Kilogramm. Die 
Langeneinlieit ist das Meter und die Arbeitseinheit daher das Meter- 
kilogramm. Der Ausdruck Pferdekraft bezeichnet die in der Zeit- 
einheit geleistete Arbeit. Die Einheit der Pferdekraft nimmt man zu 
75 Meterkilogrammen in der Secunde an. Die Nutzleistung einer 
DampfmascmiLe ist die durch den Verbrauch eines Kilogramms Eohlen 
geleistete thatsachliche Arbeit. 

Beisp. ! Eine Kraft theilt einem Punkt, deasen Masse so gross, wie die 
eines Kubikmeters Waaser ist, eine Gesclrwindigkeit von einem Meter in der Minute 
aoit Man finite die Arbeit in Meterkilogrammen und Pferdekraften. 
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Beisp 2. Man bestimme den Widerstand, den ein Dampfer findet, in Tonnen 
(a, 1000 kg), wenn 8000 effective Pferdekrkfte erforderhch sind, ihn 17 V 4 Knoten 
(a 1850 m) oder 32 Kilometer in der Stunde vorwkrts zu bewegen. 

[Londoner Universitat, 1886.] 

Beiap. 3. Ein Radfahrer auf einem Dreirad, der 90 kg mit Einschlups des 
Hades wiegt, fahrt mit der gleichforniigen Geschwindigkeit von 13 Kilometern in 
der Stunde eine Strasse hinab, die eine Neigung von 1 ; 100 hat, muss dabei 
den Widerstand der Lnft und Strasse uberwinden und gebraucht die Pedale 
nicht. Man beweise, dass er, urn eine Steigung von 1 200 mit derselben Ge- 
schwindigkeit hinaufzukornmen , an den Pedalen mit etwa 0,064 Pferdekraften 
arbeiten muss und dass der mittlere Dnick auf jedes Pedal dann etwa 5,748 kg 
betragt, wenn man annimmt, dass die Kurbeln 12,7 cm lang sind und 100 Um- 
drehungen in der Minute machen [Londoner Universitat, 1886] 

Beisp. 4. Man beweise, dass der Betrag an Arbeit, der dazu erforderlich 
ist, den homogenen Inhalt emer sehr klemen konischen Hohlung, deren Spitze im 
Erdmittelpunkt liegt, auf die Oberflache der Erde zu heben, der Arbeit gleich ist, 
die dazu nothig ist, die ganze Masse des Inhalts von der Oberflache aus um eine 
Strecke in die Hohe zu heben, die einem Funftel des Erdradius gleichkommt, 
vorausgesetzt, dass die Schwerkraft als constant angesehen wird. [Coll. Exam] 

343. Die Arbeit eines elastischen Fadens. Beisp. Wenn die 
Lange eines elastisehen Fadens oder Stabes, der gleiclimassig ausgedeJmt 
ist, sich. andert, so ist die durcli die Spawning verriclitete Arbeit das 
Product aits der Compression der Lange und dem ariffimetiscfien Mittel 
der Anfangs- und Endspannung. 

Die Lange andere sich von r auf r. Q sei eine Lange, die zwischen beiden 
liegt, I die Lilnge des unausgedehnten Fadens und JB7 die Elasticitatsconatante. 

Die vSpannung ist T=E g "7 und wirkt entgegengesetzt zu der Richtung, in 

welcher Q gerechnet -wird Die Arbeit, welche verrichtet wird, wahrend sich $ 
auf Q-\-d$ ausdehnt, ist daher Tdg, Integrirt man von g = r bis $ = r', so 



findet man die erforderliche Arbeit = 97 [ r/ Q*~( r V\i ^ orails &*& das 

gesuchte Resultat ohne Weiteres ergibt. 

Wenn der Faden schlaff wird, so verschwindet die Spannung und keine 
Arbeit wird verrichtet, ehe nicht der Faden wieder straff wird. Wendet man nun 
wisere Hegel an, so ist die Compression der Unterschied zwischen den beiden 
Endlangen, wenn der Faden in beiden straff ist, ohne Rucksicht darauf, ob er 
wahrend der verschiedenen Aendenmgen der Ldnge, die bei dem Vorgang vor- 
gekommen sein mbgen, zeitweise schlaff gewesen ist oder nicht. Ist der Faden 
in einem der beiden Endzuetande schlaff, so muss man bei der Berechnung der Com- 
pression annehmen, der Faden habe in ihm seine Lange in unausgedehntem Zustand. 

Handelt es sich um einen Stab, so wird die Spannung negativ, wenn der 
Stab zusammengedruckt wird und die Regel ist gultig, so lange der Stab grad 
bleibt und man annekmen kann, dass das Hooke'sche Gesetz gelte. (Die Ver- 
kurzuug soil dem Druck proportional sein.) 

Auch wenn der Faden nicht grade, sondern gleichmSssig uber eine Fiache 
oder in einer dunnen RShre gespannt ist, ermittelt man die Arbeit auf dieselbe 
Art. Una dies zu beweisen, theile man den Faden in Elemente, von denen jedes 
als grade betrachtet werden kann. Ist nun der ganze Faden gleichfbrmig aus- 
gedehnt, so ist die verrichtete Arbeit das Mittel der Spannungen mit der Summe 
der Contractionen aller Elemente multiplicirt. Die letztere ist aber offenbar die 
Contraction des ganzen Fadens. 

20* 
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Wenn die Flache festliegt, so kann sich der Faden nicht zusammenziehen, 
ohne dass sich wenigstens ein Ende bewegt; die Arbeit wird alsdann an diesem 
Ende verrichtet 

Bewegt sich die Flache und liegen die Enden des Fadens im Raum fest, so 
wird die Arbeit mittelst der Reactionen auf die Flache iibertragen Hat der 
Faden keine Effectivkraffce , so sind diese Reactionen an den Punkten J., JS, an 
welchen der Faden die Fluche verlasst, mit den Spannungen im Grleichgewicht. 
Die Fliiche moge nun erne Heine Verruckung erfahren Nach dem Princip der 
virtuellen Arbeit ist dann die von den Reactionen auf der Flache verrichtete Arbeit 
tier von den beiden gleichen Spannungen an den Punkten A und B verrichteten 
gleich. Diese Arbeit ist aber das Product aus der momentanen Spannung und der 
Contraction des Fadens, d h. Tdg. Erhalt die Flache eine endhche Verruckung, 
so ist die Arbeit das Integral dieses Ausdrucks und die Regel bleibt dieselbe wie 
zuvor 

Sowohl wenn der Faden Masse, als wenn er keine hat, kann man jedes ein- 
zelne seiner Elemente als einen sich bewegenden Ko'rper betrachten, fur dessen 
Bewegung die G-leichung der lebendigen Kraft gilt Die durch das Zusammen- 
ziehen aller Elemente verrichtete Arbeit ist so anzusehen, als ob sie uber alle 
Ko'rper yertheilt sei Die durch die gleichen und entgegengesetzten Reactionen 
zwischen dem Faden und dei Flache verrichtete Arbeit ist dann Null 

344. Die bei der Vereinigimg von Korpern verrichtete ArMt. 

Beisp. 1. MI, ni seien die Massen zweier Punkte, die einander mit der 

Kraft *^- anziehen, unter r ihren Abstand verstanden- Man zeige ; 

dass die Arbeit der gegenseitigen Kraft, wenn sie sich aus umndlich 
grosser Entfernung Us zu dem Abstand r von einander "b&wegt Jiaben, 

^- ifft. Dies ergibt sich aus 338. Stossen sich die Massenpunkte 



ab ; so betrachte man entweder m oder ni als negativ. - nennt man 
das Potential von m.) 

Beisp. 2. Zwei endliche Massen M } M! mogen einander anziehen 
nnd gegebene Lagen einnehmen. Man beweise, dass die Arbeit ? welche 
die Anziehung der einen in ihrer gegebenen Lage festliegenden Masse 
verrichten muss, urn die Massenpunkte der andern aus unendlich 
grossen Bntfernungen in ihre gegebenen Lagen zu bringen, dieselbe ist, 
wie die, welche die Anziehung der zweiten verrichten muss, urn die 
Massenp unite der ersten aus der Unendlichkeifc in ihre Lagen zu 
bringen. Man beweise ferner, dass man diese Arbeit findet, wenn man 
'bfAde Korper in ihren Endlagen niwmt und die Masse eines jeden Ele- 
mentes des einen mit dem Potential des andem fur dieses Element multi- 
plitirt und dann uber das Volunien des ersten Eorpers integrirt. 

Dieses Integral nennt man auch die gegenseitige Arbeit oder das 
gegenseitige Potential der beiden Korper. 

Wir wollen annekraen, man habe zwei Systeme sich anziehender Massen- 
punkte, die wir durch ni^ , m , etc., %', m^', etc, darstellen und die Massenpunkte 
des einen Systems zSgen die des andern, aber nicht die des eigenen Systems an. 
Die Punkte TIZ I , w^ , etc. mogen gegebene Lagen einnehmen und ein Punkt m f des 
zweiten Systems werde aus unendlich grosser Entfernung in eine gegebene Lage, 
a B. diejenige gebracht , die die Abstande r x , r a , etc von den Punkten m^ , m 2 \ 
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etc hat. Die verrichtete Arbeit ist m' ( - -4- -^ 4- etc )=w'F, worin Fdas Po- 

^>i r * ' 

tential cler anziehenden Massen fur die gegebene Lage von w' ist 

"Wii wollen nun nachemander alle Massenpunkte m L \ m^', etc aus unend- 
hch grossen Abstanden in ihre gegebenen Endpositionen durch die ausschhes- 
liche Anziehung der Massen w a , w 2 , etc bringen Die ganze Arbeit ist 2m f F, 

welcher man auch die symmetrische G-estalt ^ ^- geben kann, wenn r der Ab- 

stand zwischen den Massenpunkten m, m i&t und 2 die Summining fitr alle 
Combinationen eines jeden Punktes des einen Systems mit jedem Punkt des an- 
dern angibt Aus dieser symmetnschen Form folgt der erste Theil des Satzes. 

Wenn die Massenpunkte Elemente sind, so ist, wie man sieht, die Arbeit, einu 
Masse M ' durch die Anzienung der in gegebener Lage befindhchen Masse M. in einer 

gegebenen Position zu sammeln, = I Vdm', worin F das Potential der Masse M iiir 
dieEndlage von dm ist und die Integration sich uber die ganze Ma&se von ILTerstreckt 
Beisp. 3. Wenn die materiellen Punkte, die irgend einen Korper 
zusammensetzen, von einander getrennt vraren, so kann man dadurch, 
dass man sie sich nahern lasst ; durch ihre gegenseitigen Attractionen 
Arbeit verrichten lassen. Die so erhaltene Arbeit ist am grossten, 
wenn die Punkte sich aus unendlich grossen Abstanden vereinigen. 
Es sei nun dv ein Volumenelement eines festen Korpers, welches nach 
dem Newton'sche Gresetz anzieht, Q die Dichtigkeit des Elementes, F das 
Potential des festen Korpers fur das Element dv\ man beweise, dass die 
Arbeit, die geleistet icerdm muss, wn die materiellen Pwikte, ivelcfie die 
Masse zusamm&isetzen , aus unendlich grossen Abstanden zu sammeln, 

i /* 

I VQ dv ist. 

Das Problem, die Arbeit zu bestimmen, welche die K6rper ; die 
das Sonnensystem bilden, durch ihre Zusammenziehung in eine feste 
Masse leisten konnen, ist von verschiedenen Naturforschern untersucht 
worden. Sir W.Thomson hat berechnet, dass die potentielle Energie 
oder die Arbeit, welche das heutige Sonnensystem durch Vereinigung 
der Planeten mit der Sonne leisten kann, 53 X 10 36 Meterkilogramm 
betragt. Edin. Trans. 1854. 

Lidem wir die Massenpunkte einen nach dem andern an ihren 
richtigen Plata bringen, finden wir die ganze Arbeit durch Multipli- 
cation der Masse eines jeden mit dem Potential der lereits vereinigten 
Masse fur ihn und Addition der Producte. Wir werden beweisen^ dass 
man dasselbe Besultat erhalt, wenn man die Masse eines jeden mit dem 
Potential der ganzen schliesslich vereinigten Masse fur ihn multiplicirt 
und nur die Halfte der Summe nimmt. 

7 17 ?w 3? etc seien die Massen der Punkte; (1, 2); (2, 3); etc. seien bei der 
schliesslichen Anordnung die Abstande zvischen den Massen ij , w 2 bez. m a , w g ; 
etc. Nehmen wir an, die Punkte m t , ?K S , . . , m n _ 1 seien an ihre richtige Stelle 
bereits gebracht worden und bringen wir ni n aus der Unendlichkeit her durch die 
Anziehung von 7?^, wz, . . . , w n _i an seinen Plata. Die Arbeit ist 
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Dabei wird m n einmal mit jeder der Massen ?j, M 2 , .. , m n 
genommcn Bringt man nun nacheinander m n . ls w n _j.a> etc aus der Unend- 
lichkeit heran, so erhalt man fur jedes erne ahnkche Reihe und mithin wird m n 
einmal mit jeder dieser Massen bei ihrpm Einbringen zusammengenommen Daher 
wird m mit j eder Masse mit Ausnahme von sich selbst einmal zusammengenommen 
Sincl w, m' die Massen zweier beliebiger Punkte, r ihr Abstand bei der schliess- 

lichen Anordnung, so lasst sich die Arbeit in der Form V= ^ 7- schreiben. 

In der gegebenen sohliesslichen Anordnung ist das Potential f'iir den Massen- 
punkt 7rtj aller Massenpunkte mit Ausnahme des Punktes selbst 



F s , F s m6gen ahnlichte Bedeutung haben. Wir wollen nun untersuchen, me offc 
die Masse ni n in dem Ausdrack V 1 m 1 + F g 7>z s -+ etc. vorkommt. In V 1 m l tritt 
sie einmal auf mit m^ combinirt, einmal in F 2 /w 2 mit #z 2 combinirt u. s. f. 
Schliesslich kommt sie in V n m n wieder mit jeder andern Maase combinirt vor. 
Tm Ganzen ist daher m n ziceimal mit jeder andern Masae combinirt Daraus folgt, 
dass die Arbeit, den Kdrper in die gegebene Anordnung zu yereinigen, 



ist. 

Bei der Ermittlung des Potentials eines festen Korpers for emen Punkt P 
kann man die Materie innerhalb eines den Punkt P einschliessenden unbegrenzt 
kleinen Elementes vernachMssigen , wenn seine Dichtigkeit endlich ist Denn da 
das Potential ,,die Masse durch den Abstand drndirt u ist und die Masse wie die 
dritte Potenz der linearen Dimensionen Tariirt, so folgt daraus, dass das Potential 
atnlicher Figuren fur ahnlich gelegene Punkte wie das Quadrat der linearen Di- 
mensionen yariirt und verschwinden muss, wenn die Masse elementar und der 
Abstand unbegrenzt klein wird. Wendet man daher die Form TJ = ^2Vm auf 
einen festen Kftrper an T so kann man p dv fiir m schreiben und von V aanehmen, 
dass es das Potential der ganzen Masse fur das Element dv sei 

Beisp. 4 Die Massenpunkte, welche eine homogene Kugel von der Masse M 
und dem Radius r zusammensetzen , waren ursprunglich unendlich weit von ein- 
ander entfernt Man beweise, dass die durch ihre gegenseitigen Anziehungen ver- 

ft J\f ^ 
richtete Arbeit -=- ist 

5 r 

Beisp. 5. Die Massenpunkte eines homogenen Ellipsoids, dessen Masse M 
ist und dessen Halbaien a, Z>, c sind, werden aus unendlich grossen Abstanden 
gesammelt; man beweise, dass die Arbeit 



ist 

Beisp. 6. Die Arbeit, die Massenpunkte zweier Massen, von denen 
die eine vollstandig ausserhalb der andern liegt, von unendlich weiten 
Abstanden her zu sanuneln, ist die Summe der Arbeiten, jede fiir sich 
zu sammeln, plus ihrem gegenseitigen Potential. 

Liegt die eine Masse vollstandig innerhalb der andern, so ist die 
Arbeit, ihre Differenz zu sammeln, die Summe der Arbeiten, jede fur 
sieh zu sammelBy minus ihrem gegenseitigen Potential. 
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Der erste Satz 1st leicht einzusehen M, M' seien die bereits versammelten 
Massen, und man bringe einen neuen Massenpunkt aus der unendlich grossen 
Entfernung zur Masse M heran Die an diesem Massenpunkt vernchtete Arbeit 
ist offenbar die Summe 1) der Arbeit der Anziehung von M und 2) der An- 
ziehung von M 1 '. Die erste ist ein Zusatz zu der Arbeit Jf zu sammeln und 
die zweite ein Zusatz zu dem gegenseitigen Potential von M und M'. 

Aus dem ersten Satz folgt durch Umstellung, dass die Arbeit M zu sammeln 
der Arbeit (M + M ') zu aammeln gleichkommt minus der Arbeit M' zu sammeln 
minus dem gegenseitigen Potential von M und M' Nun ist das gegenseihge 
Potential von M und M' dem gegenseitigen Potential von (M + M ') und M ' 
gleich, wenn man zweimal die Arbeit, M' zu sammeln, abzieht. Daraus ergibt 
sich der zweite Satz. 

Beisp 7, Eine Quantitiit homogener Materie ward durch zwei Kugelober- 
fl'achen begrenzt, welche sich nicht schneiden und von denen die eine vollstandig 
innerhalb der andem liegt. Die Kadien der Kugeln seien a und &, der Abstand 
ihrer Mittelpunkte c Man beweise, dass die Arbeit, diese Materie aus unendlich 
weiter Feme zu sammeln, 



fa 6 a 2 & 8 . 3& 5 . 5 8 c 2 

T 2~+inr+-6- 



345. Arbeit des Druckes gasffirmiger Korper. Beisp. 1. Eine 
Umhiillung von beliebiger Gestalt, deren Volumen v ist ; enthalt Gas 
unter dem gleichformigen Druck p. Der Druck des Gases pro Flachen- 

einheit sei eine Function des von ihm eingenommenen Volumens; man 

b 

beweise, dass die durch die Drucltkrdfte verrichtete Arbeit ipdv ist, wenn 

a 

das Volumen von v = a bis v ~b wachst. 

Man theile die Oberflache in Plachenelemente , von denen jedes == dc ist, 
pdc stellt dann den Druck auf dff dar. Hat sich das Yolumen auf v + dv ver- 
grbssert, so moge ein Element da die Lage dc' einnehmen und dn sei die Lange 
des von dem Mittelpunkt von dd auf die Ebene von dc gefallten Lothes 

pdffdn ist alsdann die durch den Druck auf dc vemchtete Arbeit und p I dcdn 

die auf der ganzen Fl'ache verrichtete Arbeit, dcdn ist aber das Volumen des 
schiefen Cylinders, dessen Basis da und gegenuberliegende Flache da' ist, so dass 

also fdadn den ganzen Zuwachs des Volumens bedeutet Die ganze Arbeit bei 
einer Zunahme des Volumens um dv ist daher pdv. 

Beisp. 2. Eine UmhuILung in der G-estalt einer Kugel vom Radius a ent- 
halt Gas von dem Druck P. Man nehme an, der Druck des Gases pro Flachen- 
einheit sei dem von ib eingenommenen Volumen umgekehrt proportional und 
beweise, dass die Arbeit, welche erforderlich ist, um die "Dmhullung in eine Kugel 

vom Radius b zusammenzudriicken, =- ist. 

Beisp. 3. Eine Hulle von beliebiger Gestalt enthalt Gas; die Gestalt andert 
sich, aber das Volumen bleibt dasselbe. Man zeige, dass die auf der ganzen 
Oberflache verrichtetete Arbeit Null ist. 

Beisp. 4 Ein hohler Cylinder enthalt gleiche Massen zweier verschiedener 
elastischer Flussigkeiten unter demselben Druck .P, die durch einen Kolben ohne 
Gewicht von einander getrennt sind. Man zeige, dass die Arbeit, welche dadurch 
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verrichtet wird, dass man den Kolbcn bewegt, bis die Dichtigkeiten der beiden 
Fliissigkeiten vertauscht sind, PA(a tylog ^ ist, worin A den Flacheninhalt des 

Kolbens, , I die Liingen der von den beiden Flussigkeiten eingenommenen Theile 
des Cylinders sind. [Pembroke College, 1868 ] 

Beisp. 5 Eine Luffcmasse yon der gleichfb'rmigen Dichtigkeit 0(1 + s) ist 
in eine Umhullung eingeschlossen und von Luft umgeben, welche die Dichtigkeit 
der Atmosphare $> hat. Wenn sich die Masse ausdehnt, bis ihre Dichtigkeit der- 
jenigen der Atmosphare gleichkommt, zu beweisen, dass die verrichtete Arbeit 

7* (log(l + s) ^ ) ist, unter Jc das Product aus dem Druckund demVolumen ver- 

\ 1 |~ s/ 

standen Wenn s klein ist, so wird die Arbeit nahezu yfcs 8 . In der Lehre vom 
Schall wird davon Anwendung gemacht. 

346. Die Arbeit der Momentankrafte. Beisp. 1. Eine Moinentau- 
kraft wirkt auf einen Korper in einer im Eaum festliegenden Richtung. 
F sei die gauze durch die Kraft erzeugte Bewegungsgrosse, u , u die 
Componenten der Greschwindigkeit des Angriffspunktes in der Richtung 
der Kraft grade vor und grade nach dem Stoss; man zeige ; dass die 

durch die Momentankraft verrichtete Arbeit U() "T ^ F ist. Den Satz 

findet man in Thomson und Tait's Natural Philosophy. (Art. 309.) 

Wenn eine Kraft auf die gewohnliche Art durch die in der Zeiteinheit er- 
zeugte Beschleunigung multiplicirt mit der Masse gernessen wird, so wird die 
Arbeit durch das Product aus dieser Kraft und der Componente der Yerschiebung 
gemessen. Momentankrafte jedoch werden nicht so gemessen, man kann diese 
Begel daher nicht direct anwenden, urn die Arbeit einer Momentankraft zu finden. 
Man betrachte die Stosskraffc als die Grenze einer endlichen Kraft, die 
waJirend sehr kurzer Zeit T in der festliegenden Richtung wirkt Die Richtung 
der a; -Axe sei der festen Richtung parallel und X sei die ganze wahrend der Zeit , 
vom Beginn des Stosses an, mitgetheilte Bewegungsgrosse. Hier ist t irgend eine 
Zeit, die kleiner als T ist und X variirt von bis F, wenn t von bis T variirt 

j ~jr 

Da ferner X die ganze Bewegungsgrosse bis zur Zeit t dargestellt, so ist -^ 

die auf den K8rper wirkende bewegende Kraft zur Zeit t. u se^ die Componente 
der Geschwindigkeit des Angriffspwrikkes zur Zeit t, U Q und ^ die Werthe von. w, 
wenn t = und t = T ist. Da udt die in der Zeit dt von dem Angriffspunkt 

der Kraffc X beschriebene Strecke ist, so betragt die in der Zeit T verrichtete 
F 

Arbeit / u dX. Urn integriren zu konnen, mussen wir wissen, was fiir eine Function 

<r 

von X, u ist. 

Ist der KSrper ein materieller Punkt von der Masse m, so wissen wir, dass, 
wenn die Wirkiig sehr kurze Zeit dauert, m(u U Q ) = X ist; substituirt man 

daher fur u und integrirt, so findet man w F + y Wenn X = F wird, 

so ist nach der Definition u = t^, daher m(^ w ) = F. Durch Elimination 
von m ergibt sich alsdann die Arbeit = ~- F(u + w x ). 

Bewegt sich der K6rper in der Ebene und ist u die Componente der Ge- 
schwindigkeit des Schwerpunktes parallel der Richtung der Momentankraffc zur 
Zeit t und to die Winkelgeschwindigkeit, dann ist nach 168 und 137 
U Q ) = X, wfc a (fl> o ) = Xp , u *** u + <op. 
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Daher 1st u = U Q -\- LX, worin L eine von X unabhangige Grosse bedeutet, 
die dalier wahrend der Integration constant bleibt Substituirt man fur u, so 

mmmt das Integral die Form F fw + ~ LF\ an Wie fruher ist u^ = -\-LF- 

durch Elimination von L erhalt man dann wieder das obige Resultat. 

Bewegt sich der Korper in einem Raum von drei Dimensionen, so ist die 
Geschwindigkeit u, wie man aus 313 weiss, eine lineare Function von X, so 
dass man u = u + LX setzen kann, unter L erne von der Beschaffenheit des 
Korpers abhangige Constante verstanden. Substituirt man den Werth von w, so 

f* F* 

erhalt man die Arbeit = f(u Q + LX)dX= U Q F+L-- Esistaber i^ = u Q +LF; 

V 2 

durch Elimination von L ergibt sich die Arbeit wieder = y (^ + wj F. 

Beisp. 2. Einem Schlag F 1 folgt unmittelbar ein zweiter F s auf denselben 
Punkt in derselben G-eraden und w , it^ , u sind die Componenten der G-eschwindig- 
keit des Angriffspunktes vor und nach den Schlagen; man stelle fest, dass die 

Arbeit y (U Q + w 2 ) (F 1 + -^2) ^ es ganzen Schlages den Summen der Arbeiten der 
einzelnen Schlage y (u + uj F^ und -| (^ -f- w a ) F z gleichkommt 

Dies ergibt sich sofort, da ^ = u + LF^ und u z = u -{- LF a ist. Die 
Lo'sung von Beisp. 3 kann man auf dieselbe Art aus Beisp. 1 ableiten. 

Beisp. 3. Man finde die durch die Momentankraft verrichtete Arbeit, wenn 
ihre Bichtung w'ahrend ihrer unbegrenzt kurzen Dauer nicht nothwendig die- 
selbe bleibt 

X, 3T, Z seien die Componenten der ganzen dem Korper in der Zeit t vom 
Beginn des Stosses an mitgetheilten Bewegungsgrosse; w, v, w die Componenten 
der Geschwindigkeit des Angriffspunktes zur Zeit t. Auf dieselbe Art, wie zuvor, 

T 

erhalt man die Arbeit = I (-^- u + -rr v + -JT w) dt. Nach 314 ist aber, 
j/ \uit at ut / 

O TJT O Jji O -TJI 

falls T unbegrenzt kletn ist, u = w + TT= , v = V Q + =, w? = ? + -^ , 

worin ^ eine bekannte quadratische Function von X 9 Y, Z ist, welche von der 
Beschaffenheit des K6rpers abhangt. Durch Substitution erhalt man 

die Arbeit = u X, + V Q T, + w Z, 



worin Xi, Y t , Z , JE t die Werthe von X, Y, Z, E fur t = T sind. 

Man kann die Form des Korpers eliminiren und die Arbeit durch die Compo- 
nenten der Geschwindigkeit des Aogriffspunktes grade nach der Beendigung des 
Stosses ausdriicken. Da ^ eine homogene quadratische Function von X l , Y t , Z 
ist, so hat man 



X, 

und durch Substitution 



347. Die Arbeit einer nact alien Richtungen gleichmassig ansgedebnten 
Membrane. Man nehme ein Eechteck, dessen Seiten a und I sind und welches 
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man als Element betrachten kann. T sei die Spannung reclitwinldig zu einer le- 
tiebigen Lime, wie gewolmliuli auf die Langeneiiikeit bezogen Die Spannung recht- 
winkhg zui Seite a ist Tct, und wenn die Seite L auf It angewachsen ist, die 
durch sie verrichtetete Arbeit Ta(V b). Nimmt man an, die Spannung recht- 
winklig zur Seite I' sei ebenfalls T, was fur den Fall richtig ist, in welchem 
das Rechteck em Element ist, so betrsigt die Spannung rechtwinklig zur ganzen 
Lange TU und die Arbeit, wenn die Seite a auf a" anwilchst, TV (a a). 

Die ganze Arbeit ist daher T(a'l' a&), d h die Arbeit ist das Product aus 
der Spannung und der Aenderung dei FlacJie 

Fur eine kugelfurmige Membrane ist der Flacheninhalt 4#r 2 Der Zuwachs 
an Flache betragt daher Sardr Die durch die Spannungen verrichtete Arbeit, 

6 

wenn sich der Radius von r = a auf r = & vergrSssert, ist mithin %n j Trdr. 

a 

1st die Membrane derart, dass man das Hook e'sche Gresetz auf die Spannung 
T anwenden kann , so hat man T ~ E , worin a der ursprungliche Radius 

der Membrane und E der Elasticitatscoefticient ist Substituirt man diesen Werth 
von T, so findet man die durch die Spannungen verrichtete Arbeit, wenn sich 

77* 

der Radius von a auf & vergrdssert, gleich -5- (& ) s (2&-fa). 

** CL 

Kimmt man an, T bleibe bei einer Seifenblase constant, so betragt die 
Arbeit, bei einer Vergrosserung des Radius von a, auf &, 4?rT(& 2 a 2 ). 

Wird die kugelformige Membrane langsam ausgedehnt, indem man sie mit 
Gas, das den Druck $> hat, frillt, so ist nach einem Satz der Eydrostatik pr 2 T, 

Die erforderliche Arbeit ist alsdann, wie schon gezeigt wurde, jpdv und da 
v = -jr s ist, so kommt man wieder zu demselben Resultat, wie oben. 

348. Die Arbeit eines Paares. Beisp. Ein gegebenes Paar wird 
in seiner Ebene von einer Lage in eine andere bewegt. Man zeige, 
dass die Arbeit das Product aus seinem Moment und clem Winkel, um 
den es gedreld wurde, ist. 

Jede Yerlegung eines Paares ist einer Rotation um das eine Ende seines 
Annes und einer Translation des ganzen Paares parallel zu sich selbst aquivalent 
Die von den beiden Kraften wahrend der Translation verrichtete Arbeit ist offenbar 
Null; wir brauchen daher nur die wahrend der Rotation verrichtete Arbeit zu 
betrachten. 

F sei die Kraft, a die Linge des Annes und das Paar werde um das eine 
Ende A seines Annes gedreht und beschreibe dabei den Winkel dO. Die Kraft 
bei A vernchtet keine Arbeit und die von der andern verrichtete Arbeit ist 
F-adO. Durch Integration findet man die durch das Paar verrichtete Arbeit, 
wenn es sich um einen endlichen Winkel dreht, 

349. Die Arbeit beim Biegen eines Stabes. Beisp. 1. Ein 
ursprunglich grader Stab wird in einer Ebene gebogen. Ist L das 
Biegungsmoment fiir irgend einen Punkt, der Kriimmungsradius, so 

ist ; wie die Erfahrung und die Theorie lehren, L = , worin E eine 

von der Natur des Materials und der Form des Querschnittes des 
Stabes abhangige Constants bedeutet. Unter dieser Voraussetzung 
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beweise man: (1) Wenn der Stab in eine gegebene Form gebogen wird, 
so dass als Function von 5 bekannt ist ; wakrend die Krafte bekannt 

r E 

sein konnen oder niclit ; 50 ist die Arbeit \ I ds. (2) Wenn der 

Stab durch fieTcannte Krafte gebogen ivird, so dass L als Function von s 
bekannt ist, wahrend die Form des Stabes bekannt sein kann oder 

unbekannt, so ist die Arbeit y I - - ds. Das Integral ist von dem einen 

Ende des Stabes bis zum andern zu erstrecken. 

PQ sei em Element des Stabes und ds seine Lange. Ist i/> der unbegrenzt 
kleine Winkel, den die Tangenten an die Enden des Elementes PQ mit einander 

machen, so ist das Biegungsmoment E ~- - Bei der VergrcJsserung des ty von 

ds 

bis betragt die verrichtete Arbeit y- I tydty= - Die an dem ganzen 

r% * 

Stab verrichtete Arbeit ist daher I =- ds. 



r E 

I =- 
V * 



Beisp. 2. Bin gleichfb'rmiger schwerer Stab von der Lange I und dem Ge- 
wicht w ist an seinen beiden Enden so unterstutzt, dass er horizontal liegt. 

w? 2 Z 3 
Man zeige, dass die durch die Schwere beim Biegen verrichtete Albeit ^ ist. 

Beisp 3. Ein gleickfSrmiger leichter Stab ist an seinen Enden A und B 
unterstutzt und tr'agt an irgend einem Punkt C ein Gewicht w Es sei A C = a, 
BC = 1} und I = a + &; die Arbeit, welche die Schwere durch das Biegen des 

*2t 

Stabes vemchtet, ist 



Erhaltnng der lebendigen Kraft und Energie, 

350. Definition. Die lebendige Sraft des Massenpunktes ist 
das halbe Product aus seiner Masse und dem Quadrat seiner Ge- 
schwindigkeit 1 ). 

Das PriBCip der letoendigen Kraft Wenn ein System sich unt&r 
d&r Einwirkung endlicher Krafte bewegt wnd wenn die geotnetrischen Be- 
0iehungen der Theile des Systems dwrch Gleichungen aMsgedriickt sind, 
welche die Zeit nicht explidte enflialten, so ist die Aenderung der lebendigen 
Kraft des Systems lei dem Uebergang von der einen Lage in die mdere 
der entsprechenden Arbeit d&r Krafte gleicli. 

Bei der Bestimmung der Kraftefunction kann man alle Krafte 
weglassen, die in der GHeichung der virtuellen Arbeit nicht auftreten. 



1) Der Yerfasser nennt, wie auch Despeyrous und Appell, sowie bei 
uns Schell, das Product aus der Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit die 
lebendige Kraft. Im Allgemeinen ist es bei uns jedoch gebrauchlich, nach dem 
Yorgang von Coriolis, Helmholtz und Anderen, dem halben Product diesen 
Namen zu geben. 
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x, y, & seien die Coordinaten eines Massenpunktes m und X, Y, Z 
die Oomponenten der gegebenen beschleunigenden Krafte, welche an 
dem Punkt angreifen, in der Richtung der Axen. 

Die an dem Punkt m zur Zeit t angreifenden Effectivkraffce sind 

d?x d*y d z z 

m W dt*> m W 

Werden die Effectivkr'afte an alien Massenpunkten umgekehrt, so 
halten sie der ganzen Gruppe der gegebenen Kraffce nach 67 das 
Gleichgewicht. Daher ist nach dem Princip der virtuellen Arbeit 



worin 8x, dy, 80 kleine willkurliche Verschiebungen des Massen- 
punktes m sind, die mit den geometrisclien Beziehungen zur Zeit t 
sich vereinigen lassen. 

Wenn nun die geometrischen Beziehungen durch Gleichungen aus- 
gedriickt sind, welche die Zeit nicht explicate erhalten ; so gelten sie, 
wenn sie zur Zeit t gelten, auch wahrend der Zeit $t, und wir kormen 
daher annehmen, die willkurliclien Verschiebungen dx, 8y, 82 seien 

den tJiatsachlicJien -^ St. - St bez. -y| dt des Massenpunktes in der 

at 7 dt dt * 

Zeit dt gleich. 

Macht man diese Substitution, so wird die Gleichung 



Integrirt man, so folgt 

+ Ydy + 



worin die Constante C durch die Anfangsbedingungen der Bewegung 
zu bestimmen ist. 

t? ; v seien die Geschwindigkeiten des Massenpunktes m zu den 
Zeiten t und t' ; C/i, Cg die "Werthe der Kraffcefunction des Systems 
in seinen beiden Lagen zur Zeit t und t'. Alsdann ist 

{(Emit* 2mv 2 ) = Z7 2 U t . 



351. Die folgende Erlauterung, welche Poisson entnommen 
ist, soil klarer darthun, waram die geometrischen Beziehungen die Zeit 
nicht esplicite enthalten durfen. Es sei z. B. 



eine geometrische Beziehung, welche die Coordinaten des Massenpunktes 
m verbindet. Man kann sie als die Gleichung einer sich bewegenden 
Plache betrachten, auf welcher der Massenpunkt bleiben muss. Die 
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Grossen dx, 8y, 82 sind die Projectionen einer willkurlichen mit den 
geometrischen Beziehungen, die zur Zeit t gelten, vereinbaren Ver- 
schiebung des Massenpunktes m auf die Axen. Sie mussen daher der 
Gleichung geniigen 



Die Grossen ~^St 7 -^ dt, %- St sind die Projeetionen der Ver- 

scldebung des Massenpunktes in Polge seiner Bewegung in der Zeit dt 
auf die Axen. Sie mussen daher die Gleichung erfiillen 

dtp dx x . dcp dy A , dtp dz ~ . dtp - n 
a~~ ~57 Ot -i- -5 -- 77 t -+- -5 -- 5^ 1 4- -r~r u t = U. 

So; t?i { oy dt ' d-s dt ' ^?* 

o 
Wenn folglicli - nicht wakrend der ganzen Bewegung Null ist ? 

so kann man nicht annehmen, dx, $y, 82 seien -j^ 8t, -jr St bez. ~ St 

gleich. Die Gleichung - = druckt die Bedingung aus, dass die 
geometrische Gleichung (1) die Zeit nicht explicite enthalt. 

352. Der grosse Vortheil dieses Princips liegt darin, dass es 
sofort eine Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten der betrachteten 
Korper und den Variablen oder Coordinaten gibt, welche ihre Lage 
im Raum bestimmen, so dass z. B. ? wenn das Problem so beschaffen ist 7 
dass die Lage aller Korper von einer einzigen Variablen abhangig 
gemacht werden kann, die Gleichung der lebendigen Kraft zur Be- 
stimmung der Bewegung ausreicht. Im Allgemeinen gibt das Princip 
ein erstes Integral der Bewegungsdifferentialgleichungen zweiter Ordnung. 
Wenn zugleich einige der andern in 282 formulirten Satze auf die 
betrachteten Korper angewandt werden konnen, so dass die ganze An- 
zahl der so erhaltenen Gleichungen der Zahl der unabhangigen Coordi- 
naten des Systems gleichkommt ; so ist die Aufstellung der Bewegungs- 
differentialgleichruigen zweiter Ordnung uberhaupt nicht nothig. Siehe 
143. 

Das Princip der lebendigen Kraft wurde zuerst von Huyghens bei seiner 
Bestimmung des Schwingungscentrnms eines KQrpers benutzt, aber in anderer 
Form als es jetzt gebrauchlich ist. Sielie die Anmerlvmg zu S. 76. Der Satz 
wurde von Johann Bernoulli ausgedehnt und von seinem Sohn, Daniel Ber- 
noulli, auf die L6sung vieler Probleme, wie der Bewegung von Flflssigkeiten in 
Gefissen und der Bewegung von starren Korpern unter gewissen gegebenen Be- 
dingungen benutzt. Sielie Montucla, Histoire des MatiMmatigues f Tome EL 

353. Anfangsfcewegnng. Man nehme an, das System bewege sici. vom 
Zustand der Ruhe aus unter der Einwirkung der Krafte X, Y, Z etc. Nach der 
Zeit dt ist die lebendige Bjrafb durch 

Sin (Xdx + Idy + Zd*) 
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gegeben. Die linke Seite der Gleichung ist nothwendiger Weise positiv Daraus 
geht hervor, dass die Anfangsbewegung eines Systems, welches vom Zustand der 
Ruhe ausgeht, derart sein muss, dass die virtuelle Arbeit der Eraffce fur diese 
Bewegung positiv ist 

Es sind, geometrisch betrachtet, mehrere verschiedene Bahnen moglich, auf 
welchen das System von seinem Anfangszustand der B-uhe aus seme Bewegung be- 
ginnen kunn Es moge gezwungen werden irgend einen dieser Wege einzuschlagen 
dadurch, dass man eine hinreichende Anzahl seiner Punkte nothigt, gewisse glatte 
Curven zu beschreiben oder dadurch, dass man irgend welche Kr'affce einfuhrt, die 
keine virtuelle Arbeit fur diese specielle Art der Verruckung verrichten. Dem 
System ist jetzt nur ein Weg offen gelassen Es gibt zwei Richtungen, welche 
es auf cliesem Weg einschlagen kann Die Frage ist: in welcher Bichtung wird 
es sich zu bewegen beginnen? Da die virtuelle Arbeit der Krafte im Allgemeinen 
fftr die eine dieser Richtungen positiv und fur die andere negativ ist so muss 
es in der ersteren seine Bewegung beginnen. 

354. Beispiele zu dem Princip. Wenn ein System unter der 
Wirkung keiner iiusseren Krafte steht, so ist X = ? Y=0, Z=0 
und daher die lebendige Kraft des Systems constant. 

Sind dagegen die gegenseitigen Reactionen zwischen den Massen- 
punkten des Systems derart ; dass sie in der Gleichung der virtuellen 
Arbeit auffcreten, dann ist die lebendige Kraft des Systems nicht con- 
stant. So wurde die lebendige Kraft des Sonnensy stems, auch. wenn 
keine ausseren Krafte an ihm angriJBfen, nicht constant sein. Denn 
die gegenseitigen Anzielmngen zwischen den verscMedenen Planeten 
sind Reactionen zwischen Massenpunkten, deren Abstande nicht die- 
selben bleiben, mi thin ist die Summe der virtuellen Arbeiten nicht 
Null. Perner; wenn man die Erde als einen um eine Axe rotirenden 
Korper ansieht ; der sich im Laufe der Zeit des Warmeverlustes wegen 
langsam zusammenzieht, so bleibt aus demselben Grund 7 wie vorher, 
die lebendige Kraft nicht constant. Der Zuwachs an Winkelgeschwindig- 
keit ? der durch diese Contraction bewirkt wird ; lasst sich nach dem 
Princip der Flachen leicht ermitteln. Siehe 299. 

355. Beispiel. Die Schwere greife allein an dem System an. Die 
sei vertical. Man hat dann X=0, !F= 7 Z= g. Die 
Gleichung der lebendigen Kraffc wird daher 



Die lebendige Kraft hangt daher nur von der Hohe des Schwer- 
punktes ab. Zieht man eine horizontale Ebene, so ist die lebendige 
Kraft dieselbe, so oft der Schwerpunkt des Systems durch diese Ebene 
geht Siehe 142. 

356. Beisp. Ein in Bewegung befindliches System geht durch 
eine Gleichgewichtslage, d. h. eine Lage, in welcher es, wenn es sich 
in Ruhe befande, unter der Einwirkung der Krafte im Gleichgewicht 
bleiben wiirde; man beweise^ dass die lebendige Kraft des Systems ein 
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Maximum oder ein Maximum ist. De Courtivron's Theorem. Mem 
de I'Acad., 1748 und 1749. 

357. Wie bekannt, enthalt die Gleichung der virtuellen Arbeit 
in der Statik in einer Formel alle Bedingungen des Gleichgewichtes. 
Auf dieselbe Art kann man aus der allgemeinen Gleichung 

27m Sx + ty + - d*) = 



alle Bewegungsgleichungen durch geeignete Wahl der willkiirlichen 
Verschiebungen 9x, 8y, $0 ableiten. In 350 trafen wir eine be- 
stimmte Wahl fur die Verschiebungen und eriielten so eine Gleichung, 
die sick integriren liess. 

Geben wir dem ganzen System eine Verschiebung parallel zur 
0- Axe, so ist Sx = 0, 3y = und Sis wfllkttrlich. Die Gleichung 
wird dann 2m ^ = SmZ. welche eine der drei ersten allgemeinen 

G>t 

Bewegungsgleichungen in 71 ist. 

Geben wir dem ganzen System eine Drehung um die -Axe von 
von der Amplitude S6, so ist dx = y86, Sy = x$9, d& = 0. Die 



Gleichung wird dann Zmx y ) = 2m(x Y yX), welche 
eine der letzten drei allgemeinen Bewegungsgleicliungen in 71 ist. 

358. Poteutielle vnd kinetische Energie. Ein Gewicht mg 
moge in eine Eohe h iiber die Oberflache der Erde gebracht werden. 
Fallt es die Hohe e hinab, so verrichtet die Sehwerkraft eine Arbeit, 
die durch mgz gemessen wird. Das Gewicht erlangt die Geschwindig- 
keit v 9 seine lebendige Kraft ist -mv*, welche, wie bekannt, gleich 
mgz ist. Fallt das Gewicht auch noch den Best der Hohe Ji hinab, 
so verrichtet die Schwere noch mehr Arbeit, deren Maass mg(h ff) 
ist. Hat nun das Gewicht den Boden erreicht, so ist es so weit ge- 
fallen, als es die TJmstande erlauben und die Schwere kanu erst dann 
wieder Arbeit yerrichten, wenn es wieder in die Hohe gehoben wird. 
Daraus ergibt sich, dass die lebendige Kraft des Gewichtes, wenn es 
eine Strecke * durchfaJlen hat ; zrusammen mit der Arbeit, die wahrend 
des Bestes des Falles verrichtet werden kann, von ^ unabhangig und 
der Arbeit der Schwere wahrend der ganzen Fallhohe & gleich ist. 

Dies gilt auch dann noch, wenn man die Bewegnng complicirt und 
das Gewicht wahrend seines Abstieges irgend eine Maschine treiben 
lasst. Nach dem in 350 bewiesenen Princip der lebendigen Kraft 
ist die lebendige Kraft des Massenpunfctes, wenn er eine Strecke e 
durchfallen hat, der von der Schwere wahrend dieses Falles verrichteten 
Arbeit mg0, vermindert um die an der Maschine geleistete, gleich. 
Daher ist, wie zuvor, die lebendige Kraft zusammen mit dem TJnter- 
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schied zwischen der von der Schwere und der an der Maschine wahrend 
des Restes des Fallens verrichteten Arbeit constant und dem Ueber- 
schuss der von der Schwere verrichteten Arbeit uber die an der 
Maschine geleistete wahrend des ganzen Abstieges gleich. 

Wir wollen dieses Princip jetzt auf den allgemeinen Fall aus- 
dehnen, in dem ein System von Korpern vorliegt ; an welchen ein be- 
liebiges conservatives Kraffcesystem angreift. 

359. Man wahle irgend eine Lage des sich bewegenden Systems 
von Korpern als Bezugslage aus. Es kann dies die thatsachliche End- 
lage, in welche das System bei seiner Bewegung kommt, oder eine 
beliebige andere geeignete Lage sein, in welche das System gebracht 
werden kann. Man nehme an, das System gehe von einer Lage, die 
wir A nennen konnen, aus und es nehme zur Zeit t die Lage P ein. 
ALsdann ist zur Zeit t die erzeugte lebendige Kraft der von A bis P 
verrichteten Arbeit gleich. Daher ist die lebendige Kraft bei P zu- 
sammen mit der Arbeit, die von P bis zur Bezugslage verrichtet werden 
kann, fur alle Lagen von P constant. 

Urn dies auszudriicken, gebraucht man das Wort Energie. Die 
lebendige Kraft heisst in diesem Fall die Jcinetische (Bewegungs-) Energie 
des Systems. Die Arbeit, welche die Krafte bei der Bewegung des 
Systems von seiner augenblicklichen in seine Bezugslage noch verrichten 
konnen, heisst die potentielle (Krafte-) Energie des Systems. Das Princip 
der Erhaltung der Energie kann man so aussprechen: 

Wenn sich ein System unter der Einwirkung conservativer Krafte 
lewegtj so ist die Summe der Itimtischen und potentiellen Energien wahrend 
der Betvegung constant. 

360. Den Unterschied zwischen verrichtet er Arbeit und potentieller 
Energie kann man analytisch folgendermassen feststellen. (Die Krafte- 
function ist in 337 als das unbestimmte Integral der virtuellen Arbeit 
der Krafte definirt worden.) Bei der Bewegung des Systems ist die 
verrichtete Arbeit das bestimmte Integral, dessen untere Grrenze durch 
eine Normalbezugslage, die wir nennen wollen, und dessen obere 
durch die augenblickliche Lage des Systems bestimmt wird. Die poten- 
tielle Energie ist das bestimmte Integral, dessen obere Grenze durch 
eine festliegende Bezugslage, die wir D nennen wollen, und dessen 
untere durch die augenblickliche Lage des Systems bestimmt wird. 
Wenn die beiden festen Bezugslagen, die wir mit G und D bezeichnet 
haben, identisch sind, so ist das Integral der Arbeit dasselbe wie das 
des Potentials und hat nur ein andres Yorzeichen. Dies ist aber im 
Allgemeinen nicht der Fall; jede Bezugslage wahlt man so, dass sie 
fur das specielle Integral, mit welchem sie in Verbindung steht, am 
besten passt. 
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361 Beispiele znr potentiellen Energie. Beisp. 1. Ein Massenpwikt be- 
sehreibt frei eine Ellipse wn ein in ifa-em Mittelpunkt liegendes Kraftcentrum ; 
man finde die ganze Energie seiner Bewegung 

m sei die Masse des Punktes, r sein A"bstand vom Centrum zu einer be- 
liebigen Zeit, pr die an dem Punkt angreifende beschleunigende Kraffc. Wenn das 
Zusammenf alien des Massenpunktes mit dem Kraftcentrum als Bezugslage ge- 

nommen wird, so ist die potentielle Energie nach 360, /( m^)dr=^^mftr\ 
wenn man die Grenzen von r bis nimmt. Bedeutet r' den halben zu r conjugirten 
Durchmesser, so ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes r'j/w und die kinetische 
Energie daher ympr' 2 . Wenn der Punkt eine Ellipse um das Kraffcecentrum 

beschreibt, ist die Summe der potentiellen und kinetischen Energie y w^(a 2 +& 2 ), 
unter a und 6 die Halbaxen der Ellipse verstanden. 

Beisp. 2. Ein Massenpunkt beschreibt frei eine Ellipse um ein in ihrem 
Mittelpunkt liegendes Kraffccentrum. Man zeige, dass die mittlere kinetische 
Energie wahrend einer vollstandigen Umdrehung der mittleren potentiellen gleich 
ist, wenn die Mittel in Bezug auf die Zeit genommen werden 

Beisp 3. Wenn in dem vorigen Beispiel die Mittel in Bezug auf den um 
das Centrum beschriebenen Winkel genommen werden, so betragt der Unterschied 

der Mittel 



Beisp. 4. Eine Flussigkeitsmasse M fliesst in einer kreisfSrmigen Einne yom 
Eadius a mit der Geschwindigkeit w, eine andre gleiche Plussigkeitsmasse in 
einer Binne yom Eadius & mit der Geschwindigkeit v ; man lasst den Eadius der 
einen Einne so lange wachsen und den der andern abnehmen, bis jeder die ur- 
spningliche Grosse des andern hat; man zeige, dass die Arbeit, welche dazu ge- 

i /v* u*\ 
h5rt, die Aenderung hervorzubringen, (-y ^-J (6 2 a*)M ist. 

[Math. Tripos, 1866.] 

362. Yerzeichniss der Rrafte, welche zu vemachlassigen sind. Bei der An- 
wendung des Princips der lebendigen Ej.*affc auf thatsachliche Falle ist es wichtig, 
von vomherein zu wissen, welche Kraffce und inneren Eeactionen man bei der 
Aufstellung der Gleichung vernachlassigen kann Die allgemeine Eegel lautet, 
dass alle Kraffce ausser Acht zu lassen siud, die in der Gleichung der virtuellen 
Arbeit nicht aufbreten. Diese EJraffce lassen sich so zusammenstellen: 

A. Eeactionen, deren virtuelle Yerschiebungen Null sind. 

1. Jede Kraft, deren Eichtungslinie durch die Moment anaxe geht, wie z. B. 
rollende Retbung, nicht aber gleitende Beibung oder der Widerstand eines 
Mittels. 

2. Jede Kraffc, deren Eichtungslinie senkrecht auf der Bewegnngsrichtung des 
Angriffspunktes steht, wie z. B. die Eeaction emer glatten festen Flache, nicht 
aber die einer Flache, welche sich bewegt 

B. Solche Eeactionen, deren virtuelle Yerschiebungen nicht Null sind und 
die deshalb in der Gleichung auffcreten wurden, wenn sie, mit andern Eeactionen 
verbunden, nicht verschw2nden. 

1. Die Eeaction zwisehen zwei Massenpunkfcen , deren Abstand derselbe 
bleibt, wie die Spannung ernes wausdelwibaren Fadens, nicht aber die eines 
elastischen Fadens. 

2. Die Eeaction zwischen zwei starren KSrpern, Theilen desselben Systems, 
welche aufeinander rollen. Es ist jedoch nOthig, beide Korper in dieselbe Gleichung 
der lebendigen Krafb einzuschliessen. 

Koutli, Dynamite. I, 21 
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C. Alle Spannungen, welche liings unausdeknbarer Faden wirken, auch wenn 
die Faden dadurch, class sie durch glatte feste Ringe gehen, gebogen werden. 

Derm es moge em Faden, dessen Spannung T ist, die Massenpunkte w, wf 
verbinden und durch einen Ring gehen, der von den Punkten urn r bez r' ab- 
steht Die virtuelle Arbeit ist offenbar TdrTdS, weil die Spannung langs 
des Fadens wirkt. Da aber der Faden unausdelmbar ist, so muss dr + <?/ = 
sein; die virtuelle Arbeit ist mithin Null. 

363. Ausdrucke fflr die lebendige Kraft eines in Bewegung 
beflndlichen starren Korpers. Wenn sicli tin Korper auf irgend eine 
Art lewegt, so ist seine lebendige Eraft in jedem AugenUick der lebendigem 
Kraft der ganzen in seinem Schwerpunlct vereinigten Masse gleich, m- 
sammen mit der lebendigen Kraft, welche die Folge der Bewegung um 
de>i dls festen Pmkt letrac^ltet^^ SchwerpunU ist; oder 
die lebendige Kraft des Korpers = der lelendigen Kraft in 

Folge der Translation 
+- der lelendigen Kraft in 

Folge der Rotation. 

Xj y, seien die Coordinaten eines Punktes, dessen Masse m und 
Geschwindigkeit v ist und #, y, z die Coordinaten des Sch-werpunktes Gr 
des Korpers. Es sei x = 5 + ? V = V + ^? * = * + 5i datm sind 
nach einer Eigenschaffc des ScWerpunktes 27m| = ; 27m^ = ; 

0. Dater Zm = Q Sm = 0, 2? 0. Die 



lebendige Kraft eines Korpers ist nun 



Setzt man fiir #, y, itre Werthe, so wird sie 

'+ (S'+ (SI + !*-[)'+ (S)+ ( 



Die sammtKchen Ausdrucke in der letzten Zeile rerscliwinden, 
wie es nach % 14 der Fall sein muss. Das erste Glied der ersten 
Zeile ist die lebendige Kraft der ganzen im Scliwerpimkt vereinigten 
Masse Zm. Das zweite ist die Folge der Rotation urn den Scliwer- 
punkt. 

Man kann diesem Ausdruck far die lebendige Kraft eine bequemere 
Gestalt geben. 

364. Umfornrang des Ausdrucks fiir die lebendige Kraft. 

Erstens: die Bewegwng finde in der JEbene statt* Siehe 139. v sei 
die Gesclrwindigkeit des Schwerpunktes, r, Q seine Polarcoordinaten 
auf irgend einen Anfang ia der Bewegungsebene bezogen. r : sei 
der Abstand eines Punfctes, dessen Masse m ist, vom Sc]iwerpiinkt ; v 1 
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seine Geschwindigkeit in Bezug auf den Schwerpunkt. Ferner moge 
co die Winkelgeschwindigkeit des ganzen Korpers um den Schwerpunkt 
und Mlc* das Tragheitsmoment fiir denselben Punkt sein. 

Die lebendige Kraffc der ganzen in G vereinigten Masse ist -r- M v z y 
der man auch die beiden anderen Formen 



j*- - k*[<sr+ ( r] -}*[<s 



geben kann. 

Die lebendige Kraft um Gr ist Emv^. Da sicli aber der Korper 
um Gr dreht, so hat man v : = r <D . Dalier 

2mv^= o 2 -27mr 1 2 = o 2 - Mk*. 

Die ganze lebendige Kraft des Korpers ist daher 

i^mv 2 = Mv* + ~ Mtfv*. 

A e* 

Dreht sicL. der Korper um eine Momentanaxe, deren Abstand vom 
Schwerpunkt r ist ? so hat man v = rca. Daher 

| Zmv*= \ M o 2 (^ + ft 2 ) = \ Wt*v\ 

wo MK* das Tragheitsmoment fiir die Momentanaxe ist. 

Zweitens: die Bewegung gehe in einem Eaum von drei Dimensionen 
vor sich. 

v sei die Geschwindigkeit von 6r; r, 0, 9 seine Polarcoordinaten 
auf irgend einen Anfangspunkt bezogen. & x , co y , a) g seien die Winkel- 
geschwindigfceiten des Korpers um beliebige drei sich in Gr rechtwinklig 
schneidende Axen ; A, B, C die Tragheitsmomente des Korpers fUr die 
Axen und | ; 17, die Coordinaten eines Massenpunktes m in Bezug auf 
diese Axen. 

Die lebendige Kraft der ganzen in Gr vereinigten Masse ist -^ M v '*, 
die man entweder 



oder 



gleichsetzen kann ; je nachdem man Cartesische oder Polareoordinaten 
benutzen mQ. 

Die lebendige Kraffc in Folge der Bewegung um Gr ist 



21* 
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Es 1st aber 

d% * dq <. f. d 

"li = **t *?, -% = o J 6, di = 

Setzt man diese Werthe ein und bedenkt, dass 
A-Zmtf+fl, J 
ist, so hat man 

~ 27iV = -4o>* 2 + Bo,' + C o/ - 



Die lebendige Kraffc der Bewegung um (^ lasst sicli auch auf andre Weise 
ennitteln. ^ sei die Wiakelgeschwindigkeit um. die Momentanaxe 7 J das Trag- 

heitsmoment for sie Die lebendige Kraffc ist daun offenbar i JiG 2 . J wurde nun 

in 15 gefunden und in unsrem Fall ist ^ = Sice, co = &$ , oo 3 = Sly, wenn 
man die Bezeichnung dieses Paragraptten beibehalt. Durch Elimination von a, |3, y 
kommt maji zu demselben Resultat wie zuvor 

Sind die Coordinatenaxen die Hauptaxen fiir G, so reducirt sich 
der Ausdruck auf 



Eotirt der Korper um einen Punkt 0, welcher fflr den Augenblick 
fest liegt, so lasst sich auf dieselbe Art beweisen, dass die lebendige 
Kraft 



ist ; wo A, B', C' die Haupttragheitsmomente fiir den Punkt und 
(Ox, coyj & z die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers utn die Hauptaxen 
fiir sind. 

365. Beispiele znr lelendigcn Kraft. Beisp. 1. Ein starrer KcSrper yon 
der Masse M bewegt sich auf beliebige Art im Eatim und seine Lage wird durch 
di Coordinaten seines Schwerpunktes und die Winkel 6, 9, T/J bestunmt, 'welcb.e 
die Hauptaxen fur den Schwerpunkt auf die in 256 erklarte Art mit irgend 
welchen festliegenden A^en machen. Man zeige, dass seine doppelte lebendige 
Kraffc durch 



(A sin* <j> + B cos s qj) (|j) *+ sin 11 6 (A cos* tp + B sin* 9) (^] *+ 
2 (S - A) sin sia 9, cos f ^ ^1 

(*5 5 

gegeben ist. 

Man zeige auch, dass, wenn zwei Hauptmomente J. und JB gleich sind der 
Ausdruck die einfachere GestaJt ' 



Probleme zum Princip ( 364366). 325 



annimmt. Man wird spater Sffcer Gelegenheit haben, von diesen Formeln Gebrauch 
zu machen 

Beisp 2. Ein Korper, welcher sich frei urn einen festen Punkt bewegt, 
dehnt sich unter dem Einfluss der Warme so aus, dass er seiner Structur und 
G-estalt nach immer sich selbst ahnlich bleibt Wenn fur die Ausdehnung das 
G-esetz gilt, dass der Abstand zwischen zwei beliebigen Massenpunkten bei der 
Temperatur 6 ihrem Abstand bei der Temperatur Null mit f(&) nmltiplicirt gleich 
sei, zu zeigen, dass die doppelte lebendige Krafb des KQrpers 



ist, worin A, J?, C die Hauptmomente fur den festen Punkt bedeuten. 

Beisp. 3. Ein Korper bewegt sich um einen festen Punkt und seine lebendige 
Kraft ist durch die Gleichung gegeben 



Man zeige, dass die Winkelbewegungsgrossen um die 

dT dT 3T 
d(o x ' da> y ' d(Q e 
sind. 

Der Korper bewege sich frei, und T Q sei die lebendige Kraft der Translation. 
#, y, z seien die Coordinaten des Schwerpunktes in Bezug auf beliebige, recht- 
winklige festliegende oder sich um einen festen Punkt bewegende Asen; man be- 
weise, wenn Accente die Differentialquotienten nach der Zeit bezeichnen, dass 



die linearen Bewegungsgrossen parallel zu den Axen sind. 

Beisp. 4. Die elliptischen Coordinaten eines Massenpunktes sind I, ^, v und 
h, Jc die Halbaxen der beiden focalen Kegelschnitte; man beweise, dass 



-- -- 

2 3 "*" -r 



die doppelte lebendige Eraffc ist. 

Man beachte, dass die Glieder mit den Producten von 2/, ^', v fehlen Das 
Resultat ergibt sich aus dem in Salmon's Solid Geometry, Art. 410 in elliptischen 
Coordinaten gegebenen Ausdruck fur (ds)*. 

% 366. Probleme zum Princip der lelendigen Kraft. Beisp. 1. Mm Ivreis- 
fomiiger Draht Tccmn sich frei um einen verticalen Durchmesser als feste Axe dreJien 
imd ein JKugelchen Jcann writer der WMung der Schwere frei auf thm gleiten. Das 
gmze System wird um die verticale Axe in Rotation gesetzt; man finde die nach- 
folgende Bewegung. 

M und m seien die Massen des Drahtes und des Kugelchens, co ihre gemein- 
schaftliche Winkelgeschwindigkeit um die Verticale. a sei der Radius des Drahtes, 
M fc a sein Tragheitsmoment fur den Durchmesser. Der Mittelpunkt des Drahtes 
werde zum Coordinatenanfang genommen und die y-Axe sei vertical abwarts 
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gerichtet. 6 sei der "Winkel, den die y-Axe mit dem vom Centrum des Drahtes nach 
dem Kugelchen gezogenen Radius macht. 

Da die Schwere in verticaler Richtung -wirkt und alle R/eactionen an der 
feeten Axe dureh die Axe gehen miissen, so ist offenbar das Moment aller Krafte 
urn den verticalen Durchmesser Null. Man hat daher, wenn man die Momente 
urn die Verticale nimmt, 

Mk s co -f ma*ca sin a = h 

und nach dem Princip der lebendigen Kraft 

L 2 (|^) V a 9 sin 2 0co a l = C + 2 mga cos 6 . 

Diese beiden Gleichungen reichen zur Bestimmung von und GO hin. Lost man 
sie auf, so erhalt man 



C + Zmga cos 6 . 



JfA; 2 + ma 2 sin 2 6 

Diese Gleichung lasst sich nicht integriren und 6 kann daher nicht durch t 
ausgedriickt werden Zur Bestimmung der Constanten h und C muss man die 
Anfangsbedingungen der Bewegung zu Hilfe nehmen. Nimmt man an, sei an- 



fanglich it und -=- und a> = a , so ist h= M Jc 2 a und C 

at 
Siehe 352. 

Beisp. 2. Eine Lamelle YOU beliebiger Grestalt rollt auf einer vollkommen 
rauhea Geraden unter dem Einfluss keiner Kraffce; man beweise, dass die G-e- 

r 2 
schwindigkeit v des Schwerpunktes 6? durch v* = c a --: TJ gegeben ist, worin 

7* "j- /C 

r den Abstand des Beruhrungspunktes Ton (7, k den Tr^gheitsradius der Lamelle 
fur eine durch G- gehende und auf ihrer Ebene senkrechte Axe und c eine Con- 
stante bedeutet. 

Beisp. 3. Zwei gleiche Balkea, die sich um einen durch ihre Schwerpunkte 
gehendeji glatten Bolzen drehen konnen und die Gestalt eines X haben, werden 
symmetrisch auf zwei glatte PflOcke gesetzt, welche in derselben horizontalen 
Linie liegen und deren Abstand 5 ist. Im Anfang der Bewegung sind die Balken 
senkrecht zu eiaander; man zeige, dass die Geschwindigkeit ihres Schwerpunktes, 

wenn er die Yerbindungslinie der Pfl5cke erreicht, T/ s ^ ist, worin k den 

Tragheitsradius eines jeden Balkens fiir eine durch seinen Schwerpunkt gehende 
auf ihm senkrechte Linie bedeutet. 

Beisp. 4. Ein gleichfSrmiger Stab bewegt sich auf einem horizontalen Tisch 
nm sein eines Ende und treibt einen Massenpunkt vor sich her, dessen Masse 
seiner eigenen gleich ist und der vom Zustand der Buhe und von einer Lage, die 
dem festliegenden Ende unbegrenzt nahe ist, ausgeht. Man zeige, dass, wenn der 
Punkt die Strecke r langs des Stabes durchlaufen hat, seine Bewegungsrichtung 

mit dem Stab einen Winkel macht, dessen Tangente T/ 8 - ist. 

[Christ's Coll.] 

Beisp. 5. Eine dunne gleichfbrmige glatte ROhre balancirt horizontal um 
ihren Mittelpunkfc, welcher festliegt; ein gleichfdrmiger Stab, welcher grade in die 
HOhlung der Rdhre passt, wird in eine grade Linie mit der R5hre gebracht, so 
dass die beiden Enden widereinander liegen und alsdann mit solcher horizontaler 
Geschmndigkeit in sie gestossen, dass sein Mittelpunkt nur grade den Mittelpunkt 
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der Rohre erreicht; man finde unter der Annahme, die Wurfgeschwindigkeit sei 
bekannt, die Winkelgeschwmdigkeit der Rohre und des Stabes in dem Moment, 
in welchem ihre Mittelpunkte zusammenfallen [Math/Tnpos ] 

Result at. 1st m die Masse des Stabes, m' der Rohre, 2 a bez. 2 a' ihre 
Langen, v die Gescbwmdigkeit , mit welcher der Stab geworfen wird, a die ge- 

suchte Winkelgeschwindigkeit, so ist a 2 
& 



- w a z 

Beisp. 6. Ein elastischer Faden, der in seinem naturlichen Zustand ebenso 
lang wie ein gleichf&rmiger Stab ist, wird mit seinen beiden Enden an die Enden 
des Stabes befestigt und in seinem Mittelpunkt aufgehangt; man beweise mit 
Hulfe der lebendigen Kraft, dass der Stab so lange sinkt, bis die beiden Theile 
des Fadens mit dem Horizont einen Winkel 6 machen, welcher der Gleichung 

fl fi 
C otg 8 cotg 2w = genugt, wobei die Spannung des Fadens, wenn er auf 

das Doppelte seiner Lange ausgedehnt wird, n mal so gross, als das G-ewicht ist. 

[Math. Tripos.] 

Beisp. 7. Der Mittelpunkt C eines kreisfftrmigen Rades liegt fest und der 
Rand wird gezwungen, gleichfb'rmig auf einer vollkommen rauhen horizontalen 
Ebene so zu rollen, dass die Ebene des Rades rait der Verticalen den constanten 
Winkel a macht Langs des Umfangs ist ein gleichformiger glatter Kanal von 
sehr kleinem Querschnitt eingeschnitten und ein schwerer Massenpunkt, welcher 
genau in den Kanal passt, kann unter der Wirkung der Schwere frei in ihm 
gleiten w, sei der Massenpunkt, B der Beruhrungspunkt des Rades und der 
Ebene; 6 = [_BCm^ n die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher B die Kreislinie 
auf der horizontalen Ebene beschreibt; man beweise, dass 

l-^- ) = cos u cos n* cos a a cos 8 B + Const. 
\at/ a 

ist, worin a den Radius des Rades bezeichnet. Anndles de Gergonne, Tome XIX, 1860, 

Beisp. 8. Ein regelm'assiges homogenes Prisma, dessen Nonnalschnitt ein 
regelmassiges Polygon von n Seiten ist, rollt eine vollkommen rauhe schiefe 
Ebene hiaab, die mit dem Horizont den Winkel a macht. Wird der Radius des 
dem Polygon umschriebenen Kreises mit a und die Winkelgeschwindigkeit, grade 
ehe die n^ Kante zur Momentanaxe wird, mit oo n bezeichnet, so ist 

2*t / . m 2tf\ a / o , 2N 

8 + cos / 2 + 7 cos \ / . 8 + cos 

fi ^sino; ' n __ I n_ \ I ^ g sm a 

< n ~~~ .it , f %rt~~ \ . 2?r I I a>n ~ l . it H . J .svt, 

am- 6+4008 V 8 + cos / \ a sin - 5 + 4 cos 



Das Princip der AeMichkeit. 

367. TJnter welehen Bedingungen sind zwei Systeme vou Massen- 
punkten, welcte Anfangs geometrisch ahnlich sind ; einander auch 
mechaniseh aknlich, d. h, unter welchen Bedingungen sind die relativen 
Lagen' der Massenpunkte in dem einen System nach der Zeit i den 
relativen Lagen in dem andern System nach einer anderen Zeit f stets 
akalich, wenn t f zu t in constantem Verhaltniss steht? 

Mit andern Worten: man mackt ein Modell von einer Maschine 
und findetj dass es zur Zufriedenheit arbeitet; unter welchen Be- 
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dingungen wird eine nach dem Modell ausgefiihrte Maschine ebenso 
zufriedenstellend arbeiten? 

Das Princip der Aehnlichkeit wurde zuerst von N e wton in Prop. 32, 
Sect. VII des zweiten Buch.es seiner Principia aufgestellt 1 ). Der Be- 
weis wurde jedoch durcli Bertrand in Cahier XXXTT des Journal 
do T Ecole polyteclmiqiie, 1848 wesentlich verbessert. Er leitet das Theorem 
aus dem Princip der virtuellen Arbeit ab und yermeidet so die Ein- 
fiihrung der unbekannten Reactionen, mit welchen andre Arten der 
Beweisfuhrung beschwert sind. Da alle Bewegungsgleichungen sich 
aus dem allgemeinen Princip der virtuellen Arbeit ableiten lass en, so 
scheint es am einfachsten, mit seiner Eulfe jedes allgemeine Theorem 
in der Dynamik zu behandeln. 

368. (x, y } i) seien die Coordinaten eines Punktes von der 
Masse m in einem System, welches auf beliebige rechtwinklige im 
Raum festliegende Axen bezogen wird ; und (X, Y, Z) die Compo- 
nenten der gegebenen bwvegenden Kraffce, die an diesem Massenpunkt 
angreifen. Die entsprechenden Grossen in dem andern System seien 
durch dieselben Buchstaben mit einem Strich bezeichnet. 

Das Princip der virtuellen Arbeit liefert dann die folgenden beiden 
Gleiehungen 



Offenbar geht die eine dieser Gleichungen in die andre uber ; 
wenn man X'= FX, Y= FY, etc., x' = Ix, y' '= ly, etc., m' = ^m, 
etc., t'=Tt, etc. setzt, unter F, \ p, v Constante versteht und voraus- 
setzt, dass pi = Ft 2 1st. In zwei geometrisch ahnlichen Systemen 
hdben wir nwr ein AehnlicJJceitsverMl'&nisSj namlidh das der linearen 
Dimewsionen,, in zw&i mechanised almlichen dagegen noch drei weitere 
VerMltnisse, namlich das der Massen der Pmtite, das der Erdfte, 
welche an ihnen angreifen md das der Zeiten, M welchen die Systeme 
vergliclien werdm. Es leuchtet ein> dass, wenn die eben angegebene 
Beziehwig zwisclien den vier AehnlichJceitsverJiaUnissen besteht, die Be- 
wegmgen der leiden Systeme ahnlich sein wiissen. 

Nimmt man also an ? die beiden Systeme seien Anfangs einander 
geometrisci. ahnlich, die Massen der entsprechenden Punkte seien 

1) Schon G-alilei wirft in seinen Dialogen die Frage auf, me es komme, 
dass zwei akolich constrnirte Mascliinen nicht auch immer ^hnliclie Bewegungen 
zeigen, dass oft eine Masclnne im Modell sehr gut 1st, wahrend sie im grossen 
Masastab ausgefulirt, nicht das GewtLaschte leistet. Br findet die Schwierigkeit 
in der YerscMedeaheit der Widerstande, welche in beiden Maschinen auffcreten 
(Scltell, Mechanik 1870, S. 883.) 
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einander proportional und sie begannen sich in parallelen Eichtungen 
mit ahnlichen Bewegungen und in proportionalen Zeiten zu bewegen, 
so werden sie fortfahren, sich mit ahnlichen Bewegungen und in pro- 
portionalen Zeiten zu bewegen, wenn die ausseren bewegenden Krafte 
in jedem System sich verhalten wie 

das Verhaltniss der Massen X! dem Verhaltniss der linearen Dimensionen 

(Verhaltniss der Zeiten) 2 
Da die Componenten der Geschwindigkeit eines jeden Punktes -jr, etc. 

sind, so miissen offenbar in zwei ahnlichen Systemen die Geschwindig- 
keiten der entsprechenden Punkte in den entsprechenden Zeiten sieh 

.. lf . das Verhaltniss der linearen Dimensionen .-,,. . . , 

verhalten wie ^ , ..,, . = -rr Jkliminirt man 

Verhaltniss der Zeiten 

die Zeit aus diesen beiden Beziehungen, so findet man als Bedingung 
der Aehnlichkeit zweier Systeme, dass die bewegenden Krafte sich ver- 
halten *mussen, wie 

das Verhaltniss der Massen X (dem Verh. der Geschwindigk.) 2 

Verhaltniss der linearen Dimensionen 



369. Ueber Modelle. Bertrand bemerkt, dass man beimVer- 
gleichen der Arbeit eines Modells mit der einer grossen Maschine 
dafiir sorgen muss, dass alle Krafte im richtigen Verhaltniss stehen. 
Die Gewichte der verschiedenen Theile variiren wie ihre Massen. Daraus 
folgt ; dass die Geschwindigkeit, mit der man das Modell gehen lasst, 
der Quadratwurzel aus seinen linearen Dimensionen proportional sein 
muss. Auch die Zeiten, in denen entsprechende Bogen beschrieben 
werden ; mussen in demselben Verhaltniss stehen. 

Stehen der Gang des Modells und der grossen Maschine in einer 
solchen Beziehung, so gebraucht man auch wohl den Ausdruck ,,ent- 



Wirken aueh noeh andre Kiafte ausser der Schwere auf das Mo- 
dell, so mussen sie zu den entsprechenden Kraften der Maschine in 
demselben Verhaltniss stehen, wenn das Modell der Maschine ahulich 
sein soil. Wenn das Modell aus demselben Material wie die Maschine 
hergestellt wird, so yariiren die Gewichte der verschiedenen Theile, 
wie die dritten Potenzen der linearen Dimensionen. Die gegebenen 
Kraffce mussen daher in demselben Verhaltniss wie die Kuben der 
linearen Dimensionen stehen. Liegt z. B. das Modell einer Dampf- 
maschine vor, so variirt der Dampfdruck auf den Kolben wie das Pro- 
duct aus dem Flaeheninhalt des Kolbens und dem Dampfdruck. Der 
Dampfdruck muss daher bei beiden in demselben Verhaltniss stehen, 
wie die linearen Dimensionen des Modells zu dem der Maschine. 

Wenn nun die gegebenen Krafte in den beiden Systemen in dem 
richtigen Verhaltniss zu einander stehen, so nehmen die gegenseitigen 
Reactionen zwischen den Theilen der Systeme von selbst das namliche 
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Verhaltniss aB. Denn gibt man dem Princip der virtuellen Arbeit gemass 
die geeigneten Verschiebimgen und bildet auf diese Art die Bewegungs- 
gleichungen zur Ermittlung dieser Keactionen, so sielit man leicht, 
dass sie sich wie die Krafte zu einander verhalten. Da die gleitende 
Reibung wie der Normaldruck yariirt und von den sich beriihrenden 
Flachen unabhangig ist, so stehen diese Reibungskrafte an der Maschine 
und dem Modell im richtigen Verhaltniss. Nicht so verhalt es sich 
mit der rollenden Reibung. Nach 164 variirt die rollende Reibung 
umgekehrt wie der Durchmesser des Rades und steht daher bei dem 
Modell in einem grosseren Verhaltniss zu den andern Kraften, als bei 
der Maschine. Wenn der Widerstand der Luft dem Product aus dem 
Inhalt der ihm ausgesetzten Mache und dem Quadrat der Gesehwindig- 
keit proportional ist, so stehen diese Widerstande bei dem Modell und 
der Maschine im richtigen Verhaltniss. 

370. Beispiele. Als Beispiel wollen wir das Princip auf den Fall eines 
starren Korpers anwenden, welcher unter dem Einflusa der Schwere um eine feste 
Axe schwingt. Sollen die Bewegungen zweier Pendel ahnlich sein, so miissen sie 
gleiehe Winkel beschreiben; die entsprechenden Zeiten sind daher den Schwin- 
gungszeiten proportional. Da die Eraffce wie das Product aus Masse und Sclrwere 
variiren, so folgt, dass das Quadrat der Schwingungszeit, wenn ein Pendel einen 
gegel>enen Winkel durchschwingt, variiren muss, wie das Verhaltniss der linearen 
Dimensionen zur Schwere. 

Ferner nehme man den Fall eines Massenpunktes , der erne Bahn um ein 
Attractionscentrum beschreibt, dessen Eraffc dem Product aus dem reciproken 
Quadrat seines Abstandes und einer Constanten ^ gleich ist. Aus dem Princip 
geht eofort hervor, dass das Quadrat der Zeitperiode direct wie der Kubus des 
Abstandes und umgekehrt wie p yariiren muss. Es ist dies das dritte Kepler'sche 
G-esetz. 

Beisp. Man soil die Durchbiegung einer Brucke von 15 m Lange und 
100 Tonnen (a 1000 kg) Gewicht, wenn eine Maschine, die 20 Tonnen wiegt, mit 
der Geschwindigkeit von 64 km in der Stunde uber sie fahrt, durch Experimente 
feststellen, welche an einem Modell der Brucke gemacht werden, das 1,6 m lang 
ist und 2,8 kg wiegt. Man finde das Gewicht des Modells der Maschine und 
nehme an, das Modell der Brucke sei so steif, dass die statische Durchbiegung in 
der Mitte unter dem Modell der Maschine ein Zehntel derjenigen der Brucke 
unter der Maschine selbst betragt und zeige, dass dann die Geschwindigkeit des 
Modells der Maschine etwa 5,6 m in der Secunde sein muss. [Coll. Exam. 1887.] 

371. Fronde's Theorem. Froude benutzte bei seinen Yersuchen zur Be- 
stimmung des Widerstandes, den die Schiffe finden, kleine Modelle und bediente 
sich dabei der folgenden Regel: Wenn die linearen Dimensionen eines Schiffes 
to-mal so gross als die des Modells sind, die mittleren Dichtigkeiten dagegen gleich 
und der *bei der Greschwindigkeit V gemessene, dem ModeU geleistete Widerstand R 
istj dann ftndet lei der entsprechenden Geschwindig'keit, ndmlich V"\/n, das Schiff 
dm Widerstand Rn*. 

Da Schiff und Modell ahnlich und von gleicher mittlerer Dichtigkeit sind, so 
sind die linearen Dimensionen der untergetauchten Theile wie n zu 1 Die Wider- 
stande, welche ahnliche KSrper in tiefem Wasser finden, variiren, wie man ge- 
funden hat, nahezu wie die Quadrate der Geschwindigkeiten, multiplicirt mit dem 
Inhalt der benetzten Fl^chen, d, h. wenn die Geschwindigkeit des Schiffes w'-mal 
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so gross als die des Modells ist, so stehen die Widerstande in dem Yerhaltniss 
n*ri* : 1. Die "Widerstande mussen nun in demselben Yerhaltniss stehen, wie die 
ubrigen sich entsprechenden Krafte, d. h es muss w*' s = n 3 sein nach 369. 
Mithin ist ri = "J/w und verhalten sich die Widerstande wie w 3 zu 1. 

Der Widerstand wird hauptsachlich dadurch hervorgerufen , dass das Schiff 
Wellen erzeugt, die sich bestandig von dem Schiff wegbewegen Weniger Wider- 
stand erzeugt die Reibung zwischen Schiff und Wasser Beide sind hier in grober 
Annaherung zusammengefasst, mdem das Gesetz benutzt wurde, wie es sich aus 
den Yersuchen ergibt. Yergl. White, Manual ofNau Architecture, in Aufl , 
London 1894; ubersetzt von Schlick und Ton Hiill en, Leipzig, 1879 

372. Savart's Theorem. In dem 29. Band der Annales de Chimie 
(Paris, 1825) beschreibt Savart zahlreiche Yersuche, die er mit ahnlichen, Luft 
enthaltenden Gefassen anstellte, die To'ne von verschiedener Hohenlage erzeugten. 
Er leitete aus ihnen das folgende allgemeine Gesetz ab: 

Wenn Luftmassen m zwei ahnlichen G-efassen enthalten sind, so ist die Anzahl 
der Schwingimgen vn, einer gegebenen Zeit (d. U die Hohe des erzeugten Tones) den 
linearen Dtmensionen des G-efasses umgekehrt proportional 

Dieses Savart'sche Theorem ergibt sich unmittelbar aus dem Princip der 
Aehnlichkeit. Theilt man die ahnlichen Gefasse in sich entsprechende Elemente, 
so sind die Bewegungen dieser Elemente einander ahnlich, wenn die Kraffce 
Yerhaltniss der Masse x Yerhaltnisse der linearen Dimensionen 

(Yerhaltnisse der Zeiten) 2 

Nach dem Mariotte'schen Gesetz variirt aber die Kraft zwischen zwei Elementen, 
wie das Product aus der Beruhrungsflache und der Dichtigkeit Die Schwingungs- 
zeiten der entsprechenden Luftmassenpunkte mtissen daher variiren wie die linearen 
Dimensionen des Gefasses. 

Der Erste, der eine Erklamng des Savart'schen Gesetzes gab, war Cauchy. 
Er zeigte in einem an die Academie der Wissenschaften im Jahre 1829 gerichteten 
Memoir e, dass es sich aus der linearen Eigenschaft der Bewegungsgleichungen 
ergebe. Er verweist auf die allgemeinen Bewegungsgleichangen der elastischen 
K6rper, deren Massenpunkte nur wenig verriickt werden, auch wenn die Elasticitat 
in verschiedenen Richtungen verschieden ist Diese Gleichungen, die dazn dienen, 
die Yerriickungen (g, TJ, J) eines Massenpunktes durch die Zeit t und die Coordi- 
naten (#, y, z) auszudrucken, sind von zweierlei Art. Die eine bezieht sich auf 
alle Puiikte im Lanern des elastischen K5rpers, die andre auf alle Punkte seiner 
Oberflache. Man JBndet sie in jedem Lehrbuch der Elasidcitatstheorie, Aus den 
Gleichungen ergibt sich, dass sie auch dann noch gelten, wenn man |, 77, f, a;, y, ^, t 
durch &|, Jci), kg, Jcx, by, Jcz, Jet ersetzt, unter fc eine Constante veretanden, 
vorausgesetzt, dass man auch die beschleunigenden Krafte im Yerhaltniss von Jc 
zu 1 ver^ndert. Sind daher die beschleunigenden ErEfte Null, so reicht es aus, 
die Dimensionen des elastischen KOrpers und die Anfangswerthe der Yerriickungen 
in dem Yerhaltniss von 1 : Jc zu vergrSssern, damit auch die allgemeinen Werthe 
von |, ^, und die Schwiugungszeiten in demselben Yerhaltniss variiren. Daraus 
leiten wir Cauchy's Yerallgemeinerung des Savart'schen Gesetzes ab, n'djnlich: 

Wenn wir die Hohe des von einem Etirper, einer Platte oder einem elastischen 
Stab ausgehenden Tones durch die Anzahl der in der Zeitemheit Twrvorgebrachten 
Schwmgimgen messen, so variirt die Hohe umgekeTurt wie die linewen Dimensionen 
des Korpers, der Platte oder des States, vorauisgesetsti dass seine sammtlichen Dimen- 
sionen m einem gegebenen VerMltniss gemdert werden. 

373. Imaginare Zeit. Die Bewegungsgleichungen eines Systems werden 
in die eines 8/hnlichen Systems durch Multiplication der Krafte, L&ngen, Massen 
und Zeiten mit den Constanten F, I, p, * und dadurch iibergefahrt, dass man 
pi = Ft* setzt. Es ist jedoch mDglich, dass die Systeme nur eine analytische 
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Aehnlichkeit bieten, denn 1st F negativ und ^, I positiv, so wird das VerhiLltniss 
der entsprechenden Zeiten imaginar. Der Wechsel des Vorzeichens von F ist 
selbstverst&ndlich der Unikehrung der Richtnuig aller gegebenen Kraffce aqnivalent. 
Man nekme zum Beispiel die Bewegung eines einfachen Pendels, welches von 
der Ruhe ausgeht Der Winkel, den der Faden zur ZeiU mit der "Verticalen macht, 
kann durch ein elliptisclies Integral ausgedriickt werden, welches zweiPerioden 4# und 
4fc"|/ 1 hat, von denen die zweite wahrend der Bewegung keine Bedeutnng 
hat. Setzt man t' = *]/ I, so gibt die letztere die Periode von t' an, namlich 
die des Pendels, wenn die Schwere aufwarts gerichtet an ihm angriffe. Appell, 
wfcer eine Interpretation der tmaginaren Werthe der Zeit, Comptes Eendus, 1878, 
Bd, 87, S. 1074. Painleve, Lemons etc., dq. diff. de la Mecanigue, 1896, S 226. 

374. Die Theorie der Dimensionen. Man kann diese Residtate 
auch aus der Theorie der Dimensionen ableiten. Legt man die Be- 

Jg/y. 

zeichnung des 332 zu Grrunde, so wird die Kraft F durch ^-^2 

gemessen. Wir konnen daher den allgemeinen Satz aufstellen ; doss 
alle dynamischen Grleichungen derart sein miissen, doss in alien GUedem 
der Raum in derselben Patents auftreten muss, ebenso die Zeit und die 
Masse, wenn man annimmtj die Dimensionen der Kraft seien 

Masse X Eaum 



Urn zu zeigen, wie sich der Satz gebrauchen lasst, wollen wir ihn 
auf ein einf aches Pendel von der Lange I anwenden, das unter dem 
Einfluss der Schwere sieht und dessen Schwingungen die Amplitude cc 
haben, m sei die Masse des Massenpunkfces, F die bewegende E[rafb 
der Schwere; dann kann die Schwingungsdauer r nur eine Function 
von F, I, m und a sein, Diese Function werde in eine Reihe yon 
Potenzen von F, I und m entwiekelt, so dass 



ist, Tvorin A ? als eine Function von # allein ; eine Zahl bedeutet. Da 
t iin Baum keine Dimensionen hat ; so ist $ -f- g = 0; T ist ferner 
in der Zeit von einer Dimension, daher 2 p = 1; schliesslich ist r 
von keiner Dimension in der Masse, also p + r = 0. Daraus folgt 

p = -j, 2 r = und da sowohl p als q als r nur einen Werth 
haben, so hat die Reihe nur ein Glied. Daraus folgt, dass bei einem 
ei&fachen Pendel r^s^l/^ ist. worin A eine unbestimmte Zahl 

r JC ' 

bedeutet. Siehe auch 370. 

Beisp. 1. Ein Massenpunkt bewegt sich in einem Mittel, deeaen Wider- 
stand 'wie die G-eschwindigkeit variirt, vom Zustand der B.uhe aus nach einem 
Kraftcentrum hin, dessen Anziehung dem Ahstand proportional ist^ man zeige 
mit Hillfe der Theorie der Dimensionen, dass die Zeit, die er gebraucht, um das 
Kraffccentnun zu erreichen, von seiner Anfangslage tinabhSjigig ist. 
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Beisp. 2 Ein Massenpunkt bewegt sich von der Ruhe aus in luffcleerem 
Raum nach einem Kraffccentrum hin, dessen Anziehung umgekehrt wie die n iQ Potenz 
des Abstandes variirt; man zeige, dass die Zeit, die er gebraucht, um das Eraffc- 

centnun zu erreichen, wie die T" te Potenz des Anfangsabstandes des Massen- 
punkfces variirt. 

Die Clausius'sche Theorie der stationaren Bewegung, 

375. Man bestimme die mittlere lebendige Kraft eines Systems materieller 
Piwkte, das sick in stat^onarer Bewegwng befindet. Clausius, Pogg. Annalen, 
141, 1870. 

Stationar wird hier jede Bewegung genannt, bei welcher sich nicht die Punkfce 
von ihrer ursprunglichen Lage immer weiter entfernen und die Geschwindigkeiten 
sich. nicht best'andig in derselben Bichtung andern, sondern bei der sich die Punkte 
in einem begrenzten Raum bewegen und die Greschwindigkeiten nur innerhalb 
bestimmter Grenzen fluctuiren. Yon dieser Art sind alle periodischen Bewegungen, 
wie die der Planeten um die Sonne, die Scnwingungen elastischer Ko*rper und 
ferner jene nuregelmassigen Bewegungen, wie sie den Atomen und Molekulen 
eines K6rpers zur Erkl'arung seiner Warme zugeschrieben werden. 

x,y, 2 seien die Coordinaten eines Punktes in dem System und seine Masse 
sei m; X, T, Z seien die Componenten der an dem Punkt angreifenden Kraffce. 

d*x 
Es ist dann m g ^= 2L Durch einfache Differentiation erhalt man ( 286, 

Beisp. 4) at 



und daher 



\'3t 



Man integrire diese Gleichung in Bezug auf die Zeit von bis t und dividire das 
Integral durch j, es wird dann 



wobei der Index an einer Grosse bedeutet, dass ihr Anfangswerth zu nehmen ist. 
Die linke Seite und das erste Glied auf der rechten Seite der Gleichung 

sind offenbar die mittleren Werthe von f -^-j und y^^ wahrend der Zeit t. 



Bei periodischen Bewegungen Varm die Zeit t als Dauer einer Periode angenommen 
werden, bei unregelmassigen Bewegungen dagegen (und wenn man will auch bei 
periodischen) hat man nur zu beachten, dass die Zeit t im Verhaltniss zu den 
Zeiten, wahrend welcher sich der Punkt in derselben Richtung in Bezug auf 
irgend eine der Richtungen der Coordinaten bewegt, sehr gross ist, so dass im 
Verlauf der Zeit t viele Aenderungen der Bewegung vorgekommen und die obigen 
Ausdrucke for die mittleren "Werthe hinreichend constant geworden sind. Das 
letzte Glied auf der rechten Seite wird, wenn die Bewegung periodisch ist, am 
Ende jeder Periode Null. Ist dagegen die Bewegung nicht periodisch, sondern 
Sndert sich unregelmEssig, so wird der in der Jflammer eingeschlossene Factor 
nicht so regelnuissig Null; jedoch kann sein "Werth mit der Zeit nicht bestandig 
wachsen, sondern nur zwischen gewissen Grenzen fluctuiren und der Divisor t, 
mit dem das Glied behaffcet ist, muss es dementsprechend fur sehr grosse Werthe 
yon t verschwindend Hein machen. Dasselbe gilt fflr Bewegungen, die den andern 
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Coordinate parallel Bind Addirt man daher die Resultate fflr jeden Punkt, so 
erhklt man, wenn v die Geschwindigkeit des Massenpunktes m bedeutet, 



der mittlere Werth von y 2mv* = mittlerem Werth von ^-2(Xx + Yy + Zg) 

Der Mittelwerth von - (Xx + Yy + Zg) ist von Clausius to Ftriol des 
Systems genannt worden Danach lasst sich sein Theorem so aussprechen: Die 
mittlere lelendige Kraft des Systems ist seinem Virial gleich. 

376 Der Anwendung des Satzes auf die mechanische Warmetheorie schicken 
WIT voraus, dass jeder Kdrper als ein System sich bewegender Massenpunkte an- 
zusehen ist So weit es unsern Satz angeht, konnen die Massenpunkte durchaus 
beliebige Babnen beschreiben und jeder kann an dem andern beliebig nahe vorbei- 
crehen. Da aber Uer Zusammenstdsse nicht in Beclinung gezogen sind, so muss 
man entweder annehmen, die Punkte wurden von einer thatsachlichen Berulirung 
durch starke Abstossungskraffce bei grosser Annaherung zuruckgehalten, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, sie seien vollstandig elasrfcisch, so dass die gesammte 
lebendige Kraft durch Zusammenstosse nicht alterirt wird 

Die an dem System angreifenden Krafte bestehen im AUgemeinen aus zwei 
Theilen. An erster Stella tiben die Elemente des EQipers Anziehungs- oder 
Abstossungskrafte aufeinander aus und dann konnen auch Krafte von aussen her 
angreifen. Das Virial besteht daner aus zwei Theilen, welche das iwnere und 
dussere Virial heissen. Eben ist gezeigt worden, dass die mittlere lebendige Kraft 
der Summe der leiden Theile gleich ist. 

Ist 93(7-) das Abstossungsgesetz zwischen zwei Punkten, deren Massen m und 
m' sind, so hat man 



und, wenn man far die beiden andern Coordinaten die entsprechenden Qleichungen 
bHdet, so wird das innere Virial - i 2(Xx +Yy + Zi3)= Z y ?9 W , ^ orin 
die Summoning for die zu je zweien zusammengenommenen Massenpunkte 
angibt 

Das Yolumen vergrSssere sich und das System bleibe dabei sich selbst ahnlich. 
Jedes r wird jetzt so vergrdssert, dass dr = (3r ist, wobei |5 eine unendlich Heine 
GrSsse bedeutet. Ist W die Arbeit der inneren Abstossungen, so hat man 
(3r. Ist V das Volumen des K8rpers, so wird dF= 3(37. Daher 



27 r 9W = V-j' ^ es ^fert einen andern Ausdruck for das innere 

Virial, wenn man unter W die mittlere Arbeit versteht. 

Was die ausseren Krafte angeht, so kommt am haufigsten der Fall vor, 
dass auf den Korper ein gleichmassiger Druck normal zu seiner Oberflache wirkt. 
Bedeutet $ diesen Druck, da ein Element der Oberflache, I den Cosinus des 
Winkels, den die Nonnale mit der #-Axe macht, so ist 

~ 2Xx -. j-fxpldc = ^ I I xdyds. 

Versteht man xuxter V das Volumen des KSrpers, so ist dies dasselbe wie |- pV 
und daher das ganze &ussere Virial y^F. 

Neknaen wir an, ein Gas sei aus Massenpunkten zusamrnengesetzt, wie wir 
sie hier beschrieben haben, von denen sich jeder in Bewegung befindet, die aber 
nicht auf einander einwirken und die in dem umschliessenden Gefass gleichmass,ig 
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vertheilt sind. Aus unsenn Satz folgt ^2mv* = ^-pV Der resultirende stetige 

Druck J9, welcher durch den Anstoss der Molekule an die umschliessende Ober- 
flacne hervorgebracht mrd, 1st daher, auf die FUcheneinheit bezogen, ein Drittel 
der lebendigen Eraffc der Massenpunkte, welche eine Volumeneinheit einnehmen 
Der Leser, welcher sich fur den G-egenstand interessirt, wird auf die Appli- 
cations of dynamics to physics and chemistry von Prof. J J. Thomson, 1888 
verwiesen (Deutsch erschienen im Jahr 1890, Leipzig.) 

Beisp. 1 Man zeige, dass das Virial eines Krafbesystems yon dem Coordi- 
natenanfang und der Bichtung der Axen, die rechtwinklig vorausgesetzt werden, 
unabhangig iat. 

Der Beweis der ersten Behauptung ergibt sich daraus, dass bei stationarer 
Bewegung SX = , etc Der for die zweite folgt aus der G-leichung 

Xx+ Yy + Zz = Rq, 

worin E die Eesultante von X, F, Z und ^ die Projection des Radius vector auf 
die Eichtung von It bedeutet. 

Allgemeine Satze ftber Momentaiikrafte. 

377. Die allgemeine ftleichnng der virtuellen Arleit (x, y, #) 

seien die Coordinaten eines Massenpunktes m und (X, Y, Z) die 
Component en der auf ilin einwirtenden Momentankraffce in der Eichtung 
der Axen. (u, v, w\ (u' } v' 7 w'} seien die Componenten der Geschwindig- 
keit des Massenpunktes in denselben Eiclittingen grade vor und grade 
nach dem Stoss. 

Werden die Bewegungsgrossen m(u w), m(v v) 7 m(w' w) 
fiir jeden Massenpunkt umgekekrt ; so stehen sie im Gleichgewicht mit 
den Momentankraften. Mithin erhalt man Bach dem Princip der vir- 
tuellen Arbeit 



worin 8x, 8y, 80 kleine willkiirliclie Verschiebungen des Massen- 
punktes m sind, die sich. mit den geometrischen Bedingungen des 
Systems vereinigen lassen. 

Dies ist die allgemeine Gleichung der virtuellen Arbeit; wir werden 
weiter unten selien ; dass sich die auf den Stoss folgende Bewegung 
des Systems aus ihr ableiten lasst. Fiir den Augenblick beschaftigen 
wir uns nur mit solclien allgemeinen Eigenschaften der Bewegung , die 
sicli aus dieser Gleicliung durcli geeignete Wahl der willktirlLchen 
Verschiebung ergeben. 

378. Garnet's erstes Theorem 1 ). Wir wollenzuerst annekmen, 
es seien nur solclie Momentankraffce vorhanden, die durcli die Actionen 
und Eeactionen der Korper, welche das System bilden ; hervorgerufen 
werden. (Es mogen z. B- zwei Korper widereinander stossen oder zwei 
Punkte plotzlich durcli einen unelastisclien Faden verbunden werden.) 
Dann befinden sich diese gegenseitigen Actionen und Eeactionen im 

1) Carnot, Prinwpes fondamentaux de YfymUbreet du movement. Paris, 1803. 
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Gleichgewicht und die Summe ihrer virtueUen Arbeiten 1st fur alle 
Verruckungen, welche den Abstaad zwischen den Massenpunkten, die 
aufeinander wirken, nicht andera, gleich Null. Nimmt man an, die auf- 
einanderstossenden Korper seien unelastisch, so haben grade nach dem 
ZMsamwmstoss die Punkte der beiden Korper, die aufeinander treffen, 
keine Trennungsgeschwindigkeit normal zur gemeinschaftlichen Flache 
der Korper. Nehmen wir daher als willkiirliche Verruckung die 
thatsachliche Verruckung des Systems wahrend der Zeit dt grade nach 
dem Zusammenstoss, so wird die Summe der virtuellen Arbeiten 
der Momentankraffce Null. Setzt man daher $x = u'dt, dy = v'dt, 
$z = w'8t so ist 



ri)u' + (v r v)v'-\- (w w)w'-\ = 0. 
Daher 



oder in anderer Grestalt 



u? + (t/ - ^) 2 + & n 

Mifhin geht bei dem Zuscmmenstoss unelastischer Rorper stets lebendige 
Kraft verloren. Dies ist der erste Theil von Carnot 7 s aUgemeinem 
Theorem. 

379. Vcrallgemeinernng des Carnot'schen Theorems. Man 

beachte, dass Carnot's Beweis nicht ausschliesslieh for Zusammen- 
stosse gat, sondern fur alle Momentankrafte, die in der Gleichung ^der 
virtuellen Arbeit, als auf die folgende Verruckung verwendet, nicht 
auftreten. Ein Syst&n Jcann sich <wf fieliebige Art lewegen und man 
kann plotelich MMM Zwangsbedingwngen oder geometrische Bejziehmgen 
einfulir&n, durcli welcke einige MassenpunTcte ge#wungen werden, eine newe 
Bahn einzuschlagen. Die Momentankrafte, welche diese Aenderung der 
Bewegung hervorrufen ? besitzen die Natur von Reactionen und bei 
der folgenden Bewegung sind ihre virtuellen Arbeiten Null. Es ergibt 
sich daher, dass lebendige Kraft verloren geht und dass der Betrag der 
verlormen lebmdigen Kraft der lebendigen Kraft der relatives Bewegung 
glewKkommt. Dies wird auch zuweilen das Bertrand'sche Theorem 
genannt. 

380. Carnot's zweites Theorem. Wir wollen weiter annehmen^ 
eine Explosion fande in einem Korper des Systems statt. Dann be- 
wegen sich irgend zwei Massenpunkte, welche im Begrijfif sind sich zu 
trennen, grade wr dem Stoss so, dass die virtuellen Arbeiten ihrer gegen- 
seitigen Actionen gleich und entgegengesetzt sind, grade nach der 
Explosion braucht dies aber nicht der Fall zu sein. Wir setzen daher 



Allgemeine Satze iiber Momentankrafte ( 378382). 337 

# = wdt und erhalten aus der 

' v)v + (w r w) w\ = 0, 



jetet dx = udt, Sy = v8t, d# = wdt und erhalten aus der Gleichung 
der virtuellen Momente 



oder in anderer Form 



(v vf + (w r wf\ 

Daher wird im Fall einer Explosion stets lebendige Kraft geivonnen. 
Dies ist der zweite Theil des Carnot'schen Theorems. 

Carnot's drittes Theorem. DieKorper des Systems sind Tollkommen 
elastisch. Stossen zwei elastische Korper aufeinander, so besteht die ganze 
Wirkung aus zwei Theilen, einer Compressionskraft, als ob die Korper 
unelastisch waren, und einer Restitutionskraft von der Natur einer 
^Explosion. Die Umstande der beiden Krafte sind gleich. und einander 
entgegengesetzt. Daher wird die bei der Compression verlorene lebendige 
Kraft genau durch die bei der Restitution gewonnene aufgewogen. Dies 
ist der letzte Theil des Carnot'schen Theorems. 

381. Als ein Beiapiel zu dem Carnot'schen Theorem wollen wir das 
Problem des ballistischen Pendels, das schon in 124 besprochen wurde, anfuhren. 

Vor dem Zusammenstoss ist das Pendel in Ruhe und hat die Kugel die Ge- 
schwindigkeit ?; die lebendige Kraft ist daher y mv*. Nach dem Zusammenstoss be- 

wegen sich Kugel und Pendel Engfl.Tyrmp.-n und ist die lebendige Kraffc ~(Mk fi -\- m* 2 ) o 2 . 
Um die lebendige Kraft der relativen Bewegung zu j&nden, bemerke man, dass 
(1) die G-eschwindigkeit der Kugel von v in ia iibergegangen ist und ihre Eichtung 
um den Winkel p sich gedreht hat; die lebendige Kraft seiner relativen Bewegung 
ist daher ~m(i*a>*+ v* 2io)t?cosp); dass (2) die Winkelgeschwindigkeit des 
Pendels sich von in GO verwandelt hat und daher die lebendige Kraft der rela- 
tiven Bewegung ^-MJc'*cD* ist. Man erhalt nach dem Carnot'schen Satz 

m tf _ (Mti* + mi*) o> 2 w(i 2 co 2 + ? 2 Ziav cos 0) + MTc"*a* 
oder reducirt mvi cos (5 = (Mk'* + I s ) oo , 

womit die Anfangsbewegung nach dem Stoss gefunden ist. Verschiedene Beispiele 
for die Anwendung des Carnot'schen Theorems findet man in Appell's Cowrs 
de Mtcawque, n, Paris, 1896, S. 496. 

382. Drei Formen der Grleichung der virtnellen Arbeit Wir 

wollen jetzt die aUgemeine Gleiehung der virtuellen Ajrbeit fiir ein 
unter der Wirkung beliebiger Momentankrafte sich bewegendes System 
wieder aufaehmen. Wir haben eben gesehen, dass es zwei Verruckungen 
gibt ; die man mit Vortheil als willkurliche Verruckung wahlen kann. 
Die eine fallt mit der Bewegung grade vor, die andre mit der grade 
nach der Wirkung der Momentankrafte zusammen. Die Gleichungen 
kann man schreiben 

+ Yv +Zw), 
^^ 

Bouth, Djmamii, L 22 
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Ausserdem gibt es aber noch yiele verschiedene Bewegungen, 
welche geometriscli moglich sind. (w", v", w"} seien die Componenten 
der Geschwindigteit des typischen Massenptinktes m fur irgend ^eine 
dieser moglichen Bewegungen. Man kann dann setzen 8x = u 8t, 
6 = v"dt 8# w"8t und erhalt 



Diese Gleichung enthalt die beiden Mheren Falle als SpecialfaUe. 

Diese mogliche Bewegung hatte man von dem Ajafangszustand 
aus durch die Anbringung geeigneter Momentankrafte erzeugen konnen. 
Die letzteren mogen durcli X', Y, Z' dargesteUt werden. Alsdann wird 
mittelst dieser Erafle der ZuBtand v", w"} die thatsacUiche folgende Be- 
wegung und unsre friihere folgende Bewegung wird eine blosse Variation 
derselben. Es lassen sicL auf diese Art drei weitere Gleichungen auf- 
stellen, die man durch Vertauschung von (u, v', w'} mit (w" v", w"\ 
und von (Z, Y, Z) mit (X f , Y, Z'} aus den Mheren erhalt. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich verschiedene allgemeine Satze. 
Um jedoch die analytische Untersuchung moglichst einfach zu gestalten, 
wollen wir eine einfache Bezeichnungsweise einfiihren. 

383. Eine geeignete Bezeichniuigsweise. T sei die anmngHche lebendige 
Kraft des Systems. T f sei die lebendige Kraft nach der Anbringung einer Grruppe 
von Momentankrkften, die vir als die Gruppe A bezeichnen wollen und die 
resultirende Bewegung moge die Bewegung A heissen. T" sei die lebendige 
Kraft irgend einer mDglichen Yariation dieser Bewegung, welche wir die Bewegung 
B nennen woUen, und die Kriifbe, welche sie erzeugen, seien die Kritfte B. ^ Wir 
haben auch die lebendige Kraft der relativen Bewegung irgend zweier von ihnen 
nSthig. Nimmt man z. B. die beiden ersten und druckfc die lebendige Kraft der 
relativen Bewegung durch JB 01 aus, so ist 



vv' -\-ww'}, 

daher 

27w(tttt' -f vv' + ww f ) = T + T -K 01 . 

Ebenso ergibt sich, wenn man die lebendigen Krafte der iibrigen relativen Be- 

wegungen -R 0? und -Rj a nennt, 

+ vv" + tow") == T + T" JR 08 , 
4- flV + w'w"} = T'+ T" JR^ . 

Die Accente der T auf der rechten Seite und die Indices der E entsprechen 
daher in alien drei Gleichungen den Accenten auf der linken Seite. 

Die drei Gleichungen, welche in 382 aus dem Princip der virtuellen Arbeit 
abgeleitet mirden, lassen sich daher schreiben 

Z 1 ' T J2 01 virt. Azb. der Kraffce A bei der anfeaglich gegebenen Bewegung, 
^p'_ % ^ jg> w -= virt. Arb. der Krafbe A bei der Bewegung A, 
T f T Jf? 14 + JB , = virt. Arb. der Erafbe A bei der Bewegung B, 

wobei der Divisor dt auf der rechten Seite der Eiirze halber weggelassen wurde. Man 
kann statt dessen auch sagen, die rechten Seiten driickten die Geschwindigkeit aus, 
mit welcher die Kraffce A bei den bezuglichen Bewegungen Arbeit verrichten oder 
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auch die rechten Seiten driickten die Summen der Products, die man durch 
Multiplication einer jeden Kraft mit der Componenten der Gesdrwindigkeit Lores 
Angriffspunktes in der Bichtung der Kraft erhalt, fiir die betreffende specielle 
Bewegung aus 

384. Die (lurch Momentankrafte erzeugte Aenderung der lefoendigeu 
Kraft. Durch Addition der beiden Gleichungen des 382 



-\ 

Zm(uu)u-l ---- = ZXu'-\ 
erhalt man 



Da die linke Seite die Differenz zwischen der lebendigen Kraft vor 
und nacli der Wirkung der Stosskrafte ist, so gelangen wir zu dem 
folgenden Theorem: Wenn Momentankrafte auf em sicli bewegendes 
'System wirJcen, so ist die Aenderung der lebendigen Kraft der Summe 
der Producte gleich, welclie man durch Multiplication einer jeden Momentan- 
kraft mit dem mitfleren Werth der Componenten der GeschwindigJceiten 
ihres Angriffspunktes grade vor und grade nach der Wirkung der Mommtan- 
Tvraft in der Bichtung dieser Eraft erMlt. Ein anderer Beweis dieses 
Theorems fiir den Fall eines einselnen Korpers ist in 346 gegeben 
worden. 

c 

385. Die lebendige Kraft der relativen Bewegung. Durch 
Subtraction erhalt man aus den beiden Gleichungen des 382, namlich 



(u' u)u -| ---- = HXu -\ ---- , 
f u) u H ----- = 2Xu' H ---- , 
die Gleichung 

Zm(u' uJ* -| ---- = 2X(u' u) -\ ---- . 

Wenn daher MomentmJvrafte auf em sicli tewegendes System wirken, so 
ist die lebendige Kraft der relativen Bewegung der Summe der Producte 
gleich, welclie mem dwrcli Multiplication einer jeden MomentanJcraft mit 
dem lialben Ueberschuss der Coniponente der G-escJiwindigkeit ihres Angriffs- 
jpunktes grade nach itber die grade vor der Wirkung der Momentankraft 
in der Eicfitung dieser Kraft erMU. 

386. Zwei verschiedene AjH:en vori Stossen lassen sich vorstellen; 
(1) kann man sich denken, gewisse Punkte des Systems wiirden plotzlich 
ergriffen und gezwungen ; sich mit gegebener Geschwindigkeit in einer 
vorgeschriebenen Art zu bewegen, wie in 288; (2) kann man an- 
nehmen, gegebene Momentankrafte wirkten auf gewisse Punkte wie in 
306. In dem ersten Fall sind die resultirenden Verschiebungen der 
Angriffspuntte der Momentankrafte X, Y, Z gegeben, die Momentan- 
krafte selbst dagegen unbekannt. In dem letzteren sind die Momentan- 

22* 
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kraffce X y Y, Z gegeben, dagegen die Verschiebungen der Angriffs- 
punkte nicht bekannt Oder auch im ersten Fall ist der Zwang ge- 
geben, im zweiten die Momentankraffce. Wir wollen sie nacheinander 
untersuchen. 

Der Zwang sei gegeten. Dem System mogen zwei yerschiedene 
yirtuelle Verschiebungen gegeben werden, welche sich beide mit den vor- 
geschriebenen Bedingungen vertragen. Die eine von ihnen babe die 
Eichtung der thatsachlichen Bewegung; es ist dann 



worin auf der recliten Seite u', v' } w' den vorgescnriebenen Ver- 
scniebungen der Angrifl^punkte der Momentankrafte proportional sind 
und auf der linken u, v', w den thatsachlichen Verschiebungen des 
Massenpunktes wa. 

Die zweite Verscniebung moge die Bichtung irgend einer geo- 
metrisch moglichen Bewegung des Systems haben; dann ist 



worin u", v", w" die Componenten der Gescnwindigkeit des Punktes m 
bei dieser hypotbetischen Bewegung, die Factoren von X, Y, Z auf 
der Eechten aber die namlichen wie zuvor sind, weil die Bewegungen 
der Angriffspunkte vorgesctrieben sind. Man erhalt daher 



und daraus 
27w(tf uf H ----- 1- Zm(u"uJ -\ 

Jede dieser Summen ist die doppelte lebendige Kraft einer relativen 
Bewegung. Stellt man sie durch 2JS 01; 2J2 12; 21Z 02 dar ( 383), so 
ergibt sich 



Daraus folgt, dass JR^ grosser als JB 01 ist. Wenn daher Momentan- 
Jcrtifte auf ein sidi bewegendes System, wirken und die Verschiebungen der 
Angriffsgunlrie in der Zeit dt voryeschrieben sind, so ist die fhatsdchliclie 
Bewegung derart, dass die lebendige Kraft der relativen Bewegung vor- 
her und nachJier Ueiner ist, ok wenn das System irgend emen andern 
Weg nahme. 

387. Kelvin's Theorem. Geht das System vom Zustand der 
Euhe aus ? so sind die durch. w ? v ? w dargestellten Geschwindigkeiten 
Null. Man erhalt dann, wie in dem letzten Paragraphen ; 

Zm^ H ---- = Zfmu'ct" H ---- ; 
daher 



Bezeichnet man, wie in 283, die lebendige Kraft der thatsachlichen 
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Bewegung nach dem Stoss mit T, die der hypothetischen Bewegung 
mit T", der relativen mit J2 12 , so wird die Gleichung 

r + ^ = 1". 

Befindet sick mitliin ein System in Bulie und wird durch Stosse 
oder Schldge auf gegebene PunJcte so in Bewegung gesetzt, dass die Be- 
wegungen dieser PunJcte vorgeschrielen sind, dann ist die lelendige Kraft 
der nun folgenden Bewegung geringer, als die jeder andern liypotlietisclien 
Bewegung des Systems, bei welcher diese Punltie die vorgeseJirielene Be- 
wegung haben. Natural Philosophy von Thomson und Tait Art. 312. 

388. Die MomentanfcrSfte seien gegeben. Man betrachte zwei 
geometrisch mogliche Bewegungen des Systems. Die eine sei die that- 
sachliche Bewegung, bei welcher u y v, w die Componenten der Ge- 
schwindigkeit des Massenpunktes m sind ? und die zweite sei irgend eine 
andre Bewegung derart, dass wir das System durch Einfiikrung des 
richtigen Zwangs ohne Reibung nothigen konnen diese Bewegung an- 
zunehmen. Jeder Punkt moge z. B, dadurch, dass man ihn ? wie ein 
Kiigelchen, an einen glatten Draht befestigt, gezwungen werden, sich 
in einer geometrisch moglichen Richtung zu bewegen. w" ? v", to" sollen 
die Componenten der Geschwindigkeit des Massenpunktes m bei dieser 
Bewegung darstellen. 

Gibt man dem System unter der Annahme, es besitze die erste 
Bewegung, eine yirtuelle Verriickung in der Richtung der zweiten ? so ist 



Nimmt man nun an, das System habe die zweite Bewegung und 
beachtet, dass die Arbeit der Zwangsreactionen Null ist ; ( 362) ; so 
erhalt man 

daher 

und 

2m(u' uj -\ ----- 1- Urnd'* -\ ---- = ZW* -\ ---- . 

Bezeichnet man mit T f die lebendige Kraft der thatsachlichen Be- 
wegung nach dem Stoss ; mit T" die der hypothetischen, und mit H n 
die der relativen, so gibt diese Gleichung 

^ 2 + T" = r . 

Daraus folgt, dass T' grosser ist als T". Angenomm&i also, es ivirkten 
auf ein in Bewegung lefindliches System irgend tvelche MomentanJcrafte, 
so ist die lebendige Eraft der nun folgenden Bewegung grosser, als wenn 
das System tsusatzlicfien Zwangsledmgungm unterworfen und von den- 
selben Momentankraften, angegriffen wurde. Wir kommen so zu einem 
Theorem von Lagrange, das zuerst von Delaunay in Liouville^s 
Journal, Vol. V und spater von Bertrand in seinen Noten zur Mecmique 
analytique verallgemeinert wurde, Siehe 379, 
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Vergleicht man die Theoreme Kelvin's und Bertrand's, so ist 
ersiclitlicli, dass man bei gegebener Bewegung der Angriffspunkte 
der Momentankrafte die folgende Bewegung dadurch. finden kann, dass 
man die lebendige Kraft zu einem Minimum, bei gegebenen Momentan- 
krSften dagegen dadurch, dass man Zwangsbedingungen einfiihrt und 
die lebendige Kraft zu einem Maximum macht. 

Beispiele. Zum bessern Verstandniss der beiden Satze wollen wir ihre An- 
wendung auf einige einfache Falle der Bewegung untersuchen 

Beisp. 1. Hkn in Euhe befindhcher Korper, von welchem ein Pwrikt fest- 
liegt, wird von einer gegebenen Momentcmkraft getroffen; man finde die resultirende 
Bewegung. Siehe 308, 310 

L, M, N seien die gegebenen Componenten der Momentankraffc um die 
Hauptaxen fiir Wenn sich nun der Korper um eine im Rawm festliegende Axe, 
deren Richtungscosinusse (2, w, n) sind, zu drehen begiont, so findet man nach 
89 die Winkelgeschwindigkeit oa aus 



Um die Axen zu finden^ um welche sich der Korper, wenn er frei ist, zu 
drehen beginnt, muss man nach dem Lagrange'schen Theorem die lebendige 
Kraft zu einem Maximum machen. Man setze also 

(J.Z 2 + J?m 2 + (7w a )o) 2 = Maximum, 

wobei noch die Bedingung besteht Z 2 + w a + n* 1 . Behandelt man die drei 
Gleichungen auf die gewoknliche aus der Differentialrechnung bekannte Art, so 
ergibt sich 

Al Bm Cn 



Biese Grleichungen bestimmen die Bichtungscosinusse der Axe, um die der 
Korper sich zu drehen beginnt. 

Beisp, 2. Vier gleiche Stabe, die sich in Ruhe befinden, sind durch glatte 
G-elenke so miteinander verbunden, dass sie einen Rhombus A BCD bilden, dessen 
Winkel bei A, 60 betragt. Man iDeweise mittelst des Kelvin'schen Satzes, dass 
die Anfangswinkelgeschwindigkeit ernes jeden Stabes, wenn die Ecke A plb'tzlich 
mit der Geschwindigkeit V in der Richtung der Diagonale OA bewegt wird, 

3V 

^ ist, unter 2 a die Lange eines Stabes verstanden. 

Bedeutet 20 den Winkel bei A und CD die Winkelgeschwindigkeit eines 
Stabes, so ist die lebendige Kraft 



setzt man ihren Differentialquotienten in Bezug auf co gleich Null, er erhalt man 
den Aafangswerth von oo, der das gesuchte Resultat liefert, wenn 20 60 ist. 

Beisp. 3. Ein K^rper, von dem ein Punkt im Raum festliegt, befindet 
sich in Bewegung. Platzlich wird eine im KOrper festliegende Gerade OC ge- 
zwungen, sich um auf gegebene Art zu drehen; man finde die Bewegung 
293. 

Die augenblickliche Lage von OC sei die #-Axe. Die vorhergehende Be- 
wegung des K5rpers sei durch die "Winkelgeschwindigkeiten co 11 fi) 2 , co s gegeben 
und die vorgeschriebene Bewegung von OC durch die Winkelgeschwindigkeiten 
0, 9 um die x- und y-Axe. Q sei die gesuchte Winkelgeschwindigkeit des KSrpers 
um Oz. Die doppelte lebendige Kraft der relativen Bewegung vorher undnachher ist 
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A(Q Oj) 2 + B(<p fflg) 2 + C (Q <D 8 ) 2 2D (9 fl) 2 ) (fl D 3 ) 



Sie 1st nach 386 zu einem Minimum zu machen. Durch Differentiation in Bezug 
auf SI erhalt man 

G} S ) - D (qp- CD,) - J0(0 oij) = , 



wodurch ausgedriickt wild, dass die Winkelbewegungsgrosse um 00 unveriindert 
bleibt. 

Beisp 4. Einen in Ruhe befindlichen Stab AB trifffc eine Stosskraft F 
senkrecht zu seiner Lange auf das Ende J., welches sich mit der Geschwindigkeit 
f zu bewegen beginnt Man finde den Punk in AS, um welchen der Stab zu 
rotiren beginnt, (1) wenn J? 1 , (2) wenn f gegeben ist. Man setze AO = x und 
zeige, dass sowohl nach Kelvin's wie nach Lagrange's oder Bertrand'a 
Theorem dieselbe Function von x zu einem Minimum gemacht werden muss. 

Beisp 5 Ein System bewegt sich auf beliebige Art Ein Stoss wird einem 
Punkt senkrecht zu der Bewegungsrichtung des Punktes gegeben Man beweise, 
dass die lebendige Kraffc w'achst. 

Dies folgt aus der ersten der G-leichungen in 383 ; derm die virtuelle Arbeit 
dieser Kraffc (dort A genannt) verschwindet bei der Anfangsbewegung. Da her ist 



Beisp. 6. Wenn auf ein in Ruhe befindliches System zwei verschiedene 
Gruppen von Momentankr2,ffcen wirken , die A und B heissen mo'gen , so wird es 
zwei verschiedene Bewegungen annehmen 

Man beweise, dass die Summe der virtuellen Arbeiten der Kraffce A in Be- 
zug auf Verriickungen, die durch die Geschwindigkeiten bei der Bewegung B 
dargestellt werden, der Summe der virtuellen Arbeiten der Krafte B fur Ver- 
riickungen, die durch die Geschwindigkeiten bei der Bewegung A dargestellt 
werden, gleich ist 

Da r=0, T' = .R 01 und T"= JB 02 ist, so ergibt sich die Antwort durch die 
Zusammenstellung der dzitten Gleichungen in den 383 und 388. 

389. Unvollkommen elastische und ranhe Korper. Stossen zwei Korper 
eines unvollkommen elastischen und rauhen Systems widereinander, so lassen sich 
aus den Gleichungen des 382 einige Ausdehnungen des Carnot'schen Theorems 
ableiten. 

(u, v, w\ (u, v\ w), (u", v", w") seien die Componenten der Geschwindig- 
keit eines Massenpunktes m, grade ehe der Stoss beginnt , in dem Moment der 
grossten Compression und grade nach dem Ende des Stosses. Die lebendige Erafb 
des Systems moge in jedem dieser Augenblicke mit T, T', T" bezeichnet werden 
und die lebendige Kraffc der relativen Bewegung fur je zwei solche Augenblicke 
mit JB 01 , J5 12 , E QZ . 

Wenn d^e aufeinander stossenden Kdrper vollkommen glaft stnd, so erhalt man 
auf dieselbe Art wie in den 378, 380 

u)u +efco.] , ....... (1), 

" u)u +etc.] = ........ (2). 



Da der ganze Zusammenstoss der beiden Korper zu dem Zusammenstoss bis 
zur Zeit der starksten Compression in dem VerhSltniss von 1 -)- e zu 1 steht, so 
lassen sich aus 382 die beiden folgenden Gleichungen ableiten 

u)u -fete.] . . . (3), 

wX'+etc.] ... (4), 
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Die linke Seite einer jeden dieser Gleichungen 1st, wenn man sie mit dt 
multiplicirt, der virtuellen Arbeit der ganzen Stosskraffc gleich und die rechte 
nach Multiplication mit dt der virtuellen Albeit des Compressionsstosses. Sie sind 
auf dieselbe Yerruckung bezogen und stehen daher in dem Yerhaltniss 1 + e : 1 . 
In der ersten Gleichung ist die gewablte Yerruckung die thats'achliche Yerriickung 
grade vor, in der zweiten die grade nach dem Zusammentreffen. Beide sind mit 
den geometrischen Bedingungen vereinbar. 

Den obigen vier Gleichungen kann man die passende Gestalt geben 



(6), 

Ql ..... (7). 
It 1 s ..... (8). 

Eliminirt man die E aus diesen Gleichungen, so ergibt sich 

T" T' = e 2 (T' T) ........ (9). 

Der Gewinn an lebendiger Kraft in Folge der Restitution ist daher dem Ver- 
lust an soldier in Folge der Compression, mit e* multiplicirt, gleich. 
Durch Elimination der T findet man die Grleichungen 




und durch Elimination von 2 1 ', U oll 

........ (11), 

welche man als eine Ausdehnung des dritten Carnotfschen Theorems in 380 
ansehen kann. 

Wir wollen niw weiter annehmen, die aufeinander stossenden Eorper seien 
rauhj glitten w&hrend des ganzen Zusammenstosses aufeinander und die Reibung 
behielte dabei stets dieselbe Eichtung bei. Die Eeibung ateht dann wahrend des 
ganzen Ztisaminenstosses in einem constanten Yerhaltniss zum Normaldruck. Die 
Gleichungen (3) und (4) gelten -wie zuvor, dagegen verlieren die getrennten Glei- 
chungen (1) und (2) ihre Gultigkeit und statt ihrer lasst sich die einzelne auf- 
stellen 

(w' ) w' + etc.] (12), 



wenn man so verfahrt wie bei den Gleichungen (3) und (4). Die Gleichung (12) 
kann man in der Form ausdrucken 



..... (13). 

Yereinigt man (13) mit (7) und (8), so hat man drei Gleichungen zwischen den 
sechs Gr5ssen T, T, T", 22 01 , ^? oa , Jf^ 2 . Man findet leicht 



" ' ' (u) * 

Aus diesen Gleichungen lasst sich der folgende Satz ableiten: 
Wenn em Korper eines Systems wieder einen andern stdsst, so stehen die drei 
Stadkn der Bewegwng (namlich das grade vor, das grade nach dem Zusammentoss 
und das im Moment der starksten Compression) in einer solchen Besiehimg zu- 
einander f doss die lebendige Kraft der relatives Bewegiwg irgend sweier zu der 
lebendigen Kraft der relaUven Bewegung zweier anderer ein Verhaltniss lhat, das 
nur von dem fflastititatscoefficienten abhdngt. 
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Man nehme an, auf das System wirke eine Momentankraffc, deren Eichtung 
im Eaum wahrend ihrer Wirkungszeit unverandert bleibt. Ein dem obigen ahn- 
licher Satz gilt dann for beliebige drei Momente der Wirkungszeit dieser 
Momentankraffc, vorausgesetzt, dass diese Momente derart sind, dass die ganze in 
dem Interval! zwischen dem ersten und zweiten Moment ausgeubte Stosskraffc in 
einem bekannten Verhaltniss (z. B. 1 : e) zu der ganzen in dem Intervall zwischen 
dem zweiten und dritten Moment ausgeiibten Stosskraffc steht. 

Bezeichnet man die lebendigen Kraffce des Systems in den drei Momenten 
mit Tj T' , T" wie zuvor und die lebendigen Kraffce der relativen Bewegungen 
mit ,B 01 , JR 08 EM, so gelten die Gleichungen (3), (4) und (12) fur die Bewegungen 
des Systems in den drei Momenten. Die Gleichung (14) liefert daher dieselben 
Beziehungen, wie vorher, zwischen den sechs Grossen T, T', T", J? 01 , J2 02 , J? 18 . 

Einen leichten Beweis dieses Satzes erhalt man durch Combination der Ee- 
sultate der 385, 386 mit 313. X sei eine Stosskraffc, die Axe der x laufe 
ihrer Eichtung parallel. Nach 385 ist die lebendige Kraft der relativen Be- 
wegung vor und nach dem Stoss X(u u) proportional Nach 313 ist aber 
u u eine lineare Function von X und verschwindet mit X. u u ist daher X 
proportional. Die lebendige Kraft der relativen Bewegung ist daher X* propor- 
tional. Daraus folgt unmittelbar, dass ,B 01 , JB 02 , JR^ proportional zul, (l+e) s , e* sind 

Der Eest des Satzes geht aus 386 hervor. Stellt jetzt X den Stoss von 
dem ersten bis zum zweiten Moment dar, so hat man 



Es folgt leicht 



' r e (r T) = 



Da die rechte Seite dieser Gleichung nach 385 gleich 22 oa ist, so 

ware damit auch der Eest der Gl. (14) bewiesen. 

"Wenn zwei elastische Systeme aufeinander stossen, so gelten die in Gleichung 
(14) enthaltenen Satze fur den Stoss auf jedes System. Man erhalt sie daher 
durch einfache Addition fur die beiden zusammenstossenden Systeme, wenn man 
sie als ein einziges System betrachtet. 

390. Das Ganss'sclie Maass fiir den ,,Zwang u . Den in den vorstehenden 
Paragraphen E genannten Ausdruck, welcher die lebendige ?xafb der relativen 
Bewegung darstellt, hat Gauss auf andre Art interpretirt. Die Massenpnnkte 
m^, w a , etc. eines Systems m8gen grade vor der Wirkung beliebiger Momentan- 
kraffce Lagen einnehmen, die wir p 1 ^ p s , etc. nennen wollen Wir wollen an- 
nehmen, die Massenpunkte wurden, wenn sie frei sind, unter der Einwirkung 
dieser Momentankraffce und ihrer frfiheren BewegungsgrSssen solche Geschwindig- 
keiten erlangen, dass sie in der Zeit tit, welche auf den Stoss folgt, die kleinen 
Strecken ^ q^ , p s q% , etc beschreiben wurden. Wenn die Massenpunkte aber awf 
irgend erne Art, die sich mit den grade vor der Wirkung der Momentankraffce 
geltenden geometrischen Bedingungen vertragt, einem Zwang unterliegen, so mogen 
sie in Folge derselben Momentankrafte und ihrer fruheren BewegungsgrQssen in der 
auf den Stoss folgenden Zeit dt die kleinen Strecken ^r-j, # a r 2 , etc. beschreiben. 
Die Strecken g^, 2jr 2 , etc. kann man dann die Deviationen von der freien Be- 
wegung in Folge des Zwanges nennen. Die Summe Sm (gr) s heisst der n Zwang' c . 

391. Man kann den Zwang auch durch das Verhaitniss dieser Summe zu 
(dt) 9 messen. Alsdann stellen p l q^ , etc., p 1 r 1 ^ etc. nicht die Verschiebungen in 
der Zeit dt dar, sondern die Geschwindigkeiten der Massenpunkte grade nach der 
Wirkung der Krafte in den beiden Fallen, in welchen die Punkte frei oder ge- 
zwungen sind. In Bezug auf das D^Alembert'ache Princip 67 ist ersichtlich, 
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class p<t die Resultante der fruheren Geschwindigkeit und derjenigen ist, welche 
durch die gegebene an dem typischen Massenpunkt in angreifende Kraft erzeugfc 
wird, wahrend qr die durch die Molekularkraffce erzeugte Geschwindigkeit dar- 
stellt 1 ) 

Nimmt man an, die Langen pc[, pr, etc stellten Geschwindigkeiten und 
nicht Verschiebungen dar und sind (M, v, w) die Componenten von pc[ bei irgend 
einer Bewegung und (w', v, w') die Componenten von pr bei einer andern Be- 
wegung, so misst 

2m(qr)* *= Sm[(u u)* + (v' v)* + (w w) 2 ] 

den ,,Zwang" von der einen Bewegung zur andern Dies ist genau dasselbe, was 
wir mit 2 R, unter Beifugung von Indices zur Bezeichnung der beiden verglichenen 
Bewegungen dargestellt haben 

392 Das Gauss'sche Princip ties kleinsten Zwanges. Auf ein System von 
Massenpunkten , die aich in Bewegung befinden und irgend einem gegebenen 
Zwang unterbegen, m6ge eine gegebene Reihe von Momentankriffcen wirken und 
T' sei die lebendige Kraft der folgenden Bewegung. Dies ist die thatsachliche 
Bewegung, welche das System macht. Nehmen wir weiter an, die Massenpunkte 
warden durch Einfahrung weiteren Zwanges genothigt, eine hypothetische mit den 
geometrischen Bedingungen vertragliche Bewegung auszufuhren und T" sei die 
folgende lebendige Kraft bei dieser hypothetischen Bewegung. Drittens wollen 
wir annehmen, jeder Zwang wurde entfernt tmd auf die Massenpunkte wirkte 
lediglich das gegebene System von Momentankraffcen T'" sei die folgende 
lebendige Kraft bei dieser freien Bewegung T sei die anfangliche alien drei Be- 
wegungen gemeinschaftliche lebendige Kraft. J2 13 , J? 18 , E 2S seien die lebendigen 
EJrafte der relativen Bewegungen der ersten, zweiten und dritten folgenden Be- 
wegungen, wie die Indices angeben. 

Nach Bertrand's Satz ist, weil die hypothetische Bewegung grSsserem 
Zwang, als die thatsachliche, unterliegt, 

5 1 ' T' + 72j a . 
Da ferner diese beiden mehr Zwang erleiden, als die freie Bewegung, 

flr- 
r"- 

woraus man E^ =^3+^3 erhalt. 



1) Gauss beweist das Princip etwa so: Nach demD'Alembert'schen Princip 
wurden die Massenpunkte m l , w 2 , etc., in die Lagen r l9 r a , etc. gebracht, unter 
der Wirkung dieser Molekularkrafbe allein sich im Gleichgewicht befinden. Man 
wende das Princip der virtuellen Arbeit an und gebe dem System eine solche 
Lagenanderung, dass der typische Massenpunkt m die Strecke TQ beschreibt, 
welche den Winkel g? mit der Eichtung rq der an m angreifenden Molekularkraft 
macht. Da nun das Product m (rg) die Molekularkraft an m misst, so erhalt man 

2m (rg) (r$ cos 9) = , 
Es iet aber 

2e 2 = gr* }- r^ 2 2^r r$ cos q? , 
woraus sich leicht ergibt 



Bei der thateSchlichen Bewegung kommen die Massenpunkte von p , etc. nach 
r l9 etc. und der ,,Zwang" ist 2m(&r}*. Waxen die Massenpunkte gezwungen 
worden, eine andre hypothetische Bahn einzuschlagen, welche sie an die Orte 
e 1: etc. gefahrt hatte, so wurde der ,,Zwang" Zm(g_^ gewesen sein. Das Gauss- 
sche Princip atellt fest, dass der erstere immer kleiner als der letztere ist. 
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.R 2S 1st also immer grosser als I^ 3 . Daraus folgt, dass die Bewegung, 
welche das System thats'achlich ausfuhrt, wenn irgend welche Momentankrafte 
auf dasselbe wirken, derart ist, dass der ,,Zwang u , der es aus der freien Bewegung 
wegleitet, kleiner ist, als wenn das System irgend eine andre mit den geometrischen 
Bedingungen vertr'agliche Bewegung machte. Dieser Satz gilt fur jede Bichttmg, 
in welcher der ,,Zwang" gemessen wird. 

393. Nimmt man an, auf das System wirke eine continuirliche Reihe von 
unbegrenzt kleinen Momentankraften, so kann man diese als endliche Krafbe an- 
sehen und kommt so zu dem folgenden Theorem, das man das G-auss'sclie Princip 
des kleinsten Zwanges zu nennen pflegt. 

Die Bewegung eines Systems mateneller durch irgend welche geometrischen 
Beziehungen veroundener Punkte erfolgt stets in moglichster Uebereinstimmung mit 
der freien Bewegung, d. h wenn der Zwang wdhrend der Zeit dt durch die Summe 
der Producte gemessen wvrd, welche man durch Multiplication der Masse eines jeden 
Punktes mit dem Quadrat seines Abstandes am Ende dieser Zeit von der Lage, 
welche er lei freier Bewegung ewgenommen hatte, erhalt, alsdann ist die thatsacli- 
liche Bewegung wahrend der Zeit dt immer so, dass der Zwang Kleiner ist, als wenn 
die Massenpunkte in irgend eine andre Lage gekommen waren. 

Gauss bemerkt, dass die freien Bewegungen der Massenpunkte, wenn sie mit 
den geometrischen Bedingungen des Systems nicht zu yereinigen sind, in genau der- 
selben Weise geandert werden, wie man in der praktischen Geometrie die durch 
Beobachtungen erhaltenen Resultate mittelst der Methode der kleinsten Quadrate 
so modificire, dass sie mit den geometrischen Beziehungen der Measung im Ein- 
klang standen. M obi us hat, wohl in Folge dieser Bemerkung, den Satz das 
Princip der kleinsten Quadrate genannt 1 ). 

394. Beisp. Auf eine Anzahl von Massenpunkten w^, % , etc. wirken be- 
liebige Krafte, deren Componenten m^X^y % Y , fn.iZ l9 etc sind. Die Coordinates 
\> 2/n ^i x *> y*> 2*1 eic - d er Pwnkte smd durch eine Beziehung wie (p(x lf etc.)=0 
miteinander verbunden (So kdnnen z. B die Massenpunkte Kugelchen sew, welche 
auf einen Faden von gegebener Ldnge und mit zusammengeJcniipften Enden auf- 
gereiht sind.) Man soil die Bewegungsgleichungen folden 

U, Vj W seien die Componenten der Geschwindigkeit des typischen Massen- 
punktes m zur Zeit *; u, v, w die Componenten der Geschwindigkeit grade nach 
der Wirkung der Stosskraffc, deren Componenten rnXdt, mY dt, mZ dt sind, 
unter der Voraussetzung, dass der Massenpunkt vollkommen firei ist. Weil aber 
der typische Massenpunkt nicht vollkommen frei ist, so m6gen u', v', w' die 
Componenten seiner thatsachlichen Geschwindigkeit in demselben Augenblick sein. 
Um nun u', v', w' zu finden, mache man 

KU = 2ml(tf w) 2 + (v' 0) 2 + W w) 2 ] = Minimum, 

worin S die Summirung for alle Massenpunkte angibt. Diese Gro*sse muss ein 
T\ii-niTvmTn sein fur alle Yariationen von u\ v\ w\ welche der Bedingung unter- 
liegen 



worin 2 wieder die Summirung fur alle Indices angibt. 

Damit J^, ein Minimum vdrd, nehmen wir das totale Differenzial einer 
jeden dieser GrSssen in Bezug auf alle accentuirten Buchstaben als Variable, 

1) Siehe Gauss, Ueber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik 
(Crelle's Journ. Bd. 4, S. 232, 1829); Scheffler, Ueber das Gauss'sche Grund- 
gesetz der Mechanik (SehlBmilch's Zeitschriffc for Math. u. Phys. 3. Jahrg. 1858. 

s. 197). *HO# CRTY OF 



348 Kapitel VII Lebendige Kraft 

multipliciren die zweite mit einem unbestimmten Factor X und addiren die Resultate. 
Setzt man die Co efficient en von du, etc. gleich Nidi, so erhalt man die drei 
typischen Gleichungen 

m(u' u) + l<p x = 0, m (v f ) + ly y = , m(w to) + ).y z = . 



Bringt man Indices an, so reichen die Gleichungen aus, um 1. und die (u', v, w') 
eines jeden Massenpunktes zu finden 

Man kann diesen Gleichungen eine andre Gestalt geben. Da U und u' zwei 
in dem Intervall dt aufeinander folgende Werthe derselben GrOsse bei der stetigen 

hier in Betracht gezogenen Bewegung sind, so lasst sich setzen u U= -TT dt. 

Da u die Componente der Geschwindigkeit nach dem Stoss bei freier Bewegung 
des Punktes ist, so hat man w U=Xdt Die Gleichungen werden daher 



worin pdt statt geschrieben worden ist. 

Die Gleichungen in dieser Gestalt hlitte man direct aus dem Princip der 
virtuellen Arbeit ableiten konnen. Nach diesem Pnncip ist 

2m |7|| - X\Sx + etc.! == 

mit der Bedingung 

[<p x $x + etc] = 0. 

Multiplicirt man die zweite Gleichung mit einem unbestimmten Factor p, 
addirt und setzt die Coefficienten von Sx, etc. gleich Null, so erhalt man das- 
selbe Resultat me zuvor. 

Beispiele zum Princip der lebendigen Kraft. 

(Mit Ausnahme der beiden letzten den Examination Papers entnommen, die auf 
der Universitat und den Colleges gegeben wurden) 

1 Eine Archimedische Schraube kann sich frei um ihre Axe drehen, welche 
in verticaler Lage festliegt; ein schwerer Punkt wird in den hochsten Punkt 
der Eohre gelegt und lauffc in derselben herab; man bestimme die ganze der 
Schraube mitgetheilte Winkelgeschwindigkeit 

Eesultat. n sei das Yerhaltniss der Masse der Schraube zu der des Massen- 
punkfces, a der Winkel, den die Tangente an die Schraube mit dem Horizont 
macht, h die Hohe, um welche der Massenpunkt sich gesenkt hat , a der Radius. 
Man beweise, dass o> 8 a 8 (w + l)(w -f- sin 8 a) = 2g1i cos 2 a ist, unter co die er- 
zeugte Winkelgeschwindigkeit verstanden. 

2. Eine dunne kreisformige Hohre, in welcher sich ein schwerer Punkt be- 
findet, wird um einen verticalen Durchmesser in Rotation gesetzt. Man zeige, 
dass der Unterschied der Quadrate der absoluten Geschwindigkeiten des Massen- 
punktes an irgend zwei gegebenen Punkten der R6hre, die gleichen Abstand von 
der Ase haben, for alle Ajifangsgeschwindigkeiten des Massenpunktes und der 
Rohre derselbe ist. 

3. Ein kreisfb'rmiger Ring von Draht, welcher eine Heine Kugel tragt, liegt 
auf einem glatten horizontalen Tisch; ein elastischer Faden, der in natiirlichem. 
Zustand kurzer als der Durchmesser des Ringes ist, wird mit seinem einen Ende 
an die Kugel und dem andern an einen Punkt des Drahtes befestigt; die Kugel 
wird anfiinglich so placirfc, dass der Faden nahezu mit einem Durchmesser des 
Ringes zusammenfaJlt; man finde die lebendige Kraft des Systems, wenn sich der 
Faden auf seine ureprungliche Lange zusammenffezogen hat. 343. 



Beispiele ( 394). 349 

4. Eine grade R8hre von gegebener Lange kann sich in einer horizontalen 
Ebene frei urn ihr eines Ende drehen , zwei gleiche Massenpunkte werden an ver- 
schiedenen Stellen im Zustand der Ruhe in sie gelegt; dem System wird nun 
eine Winkelgeschwindigkeit gegeben; man bestimme die Geschwindigkeit eines 
jeden Massenpunktes beim Verlassen der Rohre. 

5. In eine glatte kreisfb'rmige Rohre von der Masse M. werden zwei gleiche 
Punkte von der Masse m gelegt, die durch einen elastischen Faden miteinander 

verbunden sind, dessen naturliche Lange y des Umfanges betragt. Der Faden 



ausgedehnt, bis sich die Massenpunkte beruhren, wobei die R6hre flach auf 
einem horizontalen glatten Tisch liegt, und das System sich selbst uberlassen. 
Man zeige, dass, wenn der Faden seine naturliche Lange wieder erreicht, die 
thatsd-chliche Energie der beiden Massenpunkte sich zu der beim Ausdehnen des 
Fadens verrichteten Arbeit verhalt wie 



r 2 + Jfm + m 2 ) : (M + 2m) (2 M + m) . 

6 Eine endlose, biegsame und unausdehnbare Kette, deren Masse pro 
Langeneinheit fur die eine stetige Halfte ^, fur die andre p ist, wird iiber zwei 
gleiche vollkommen rauhe gleichfo'rmige Kreisscheiben (Radius a, Masse M) ge- 
spannt, welche sich frei um ihre im Abstand b in derselben Verticalen liegende 
Mittelpunkte drehen k5nnen Man beweiae, dass die Zeit einer kleinen Schwingung 
der Kette unter dem Emfluss der Schwere 



2 g 
ist. 

7. Zwei Punkte von den Massen m, m,' sind durch einen unelastischen Faden 
von der Lange a verbunden. Der erste wird in eine glatte, grade Rinne gelegt 
und der letzte in einer Richtung senkrecht zur Rinne mit der Geschwindigkeit 

V fortgeschleudert. Man beweise, dass der Massenpunkt m eine Strecke -p 7 

durchschwingt und die Schwingungsdauer nahezu -= ll - ) betragt, wenn 
m im Vergleich zu m' gross ist. 

8. Eine rauhe Ebene rotirt mit gleichf&rmiger "Winkelgeschwindigkeit n um 
eine horizontals Axe, die ihr paorallel ist, aber nieht in ihr liegt. Eine schwere 
Kugel vom Radius a wird auf die Ebene gelegt, wenn sie sich in horizontaler 
Lage befindet und rollt unter dem Einfluss der Schwere die Ebene hinab. Wenn 
der Mttelpunkt der Kugel sich ursprunglich in der Ebene befindet, welche die 
feste Axe enth'alt und senkrecht auf der sich bewegenden Ebene steht, und wenn 
x sein Abstand von dieser Ebene zu einer folgenden Zeit t ist, ehe die Kugel die 
Ebene verlasst, so ist 



24 1/35 

unter c den Abstand der Axe von der Ebene verstanden, die positive Richtung 
nach oben genommen. 

9. Die Enden eines gleichfSrmigen schweren Balkens von der Lange 2 a 
gleiten auf einem glatten Draht, welcher die Gestalt einer Curve hat, deren Glei- 
chung r = a(l cos 8) ist, wobei der Anfangsradius vertical steht und der 
Scheitel der Curve abwarts liegt. Der Balken wird vertical aufgerichtet und mit 
einer Geschwindigkeit in Bewegung gesetzt, die grade auareicht, ihn in honzontale 



i - 

Lage zu bringen; man beweise^ dass tg^= T[_ ** "~ e I ^ 1 worin 6 

den Winkel bedeutet, um den sich der Stab in der Zeit t gedreht hat, 



350 Kapitel VII. Lebendige Kraffc. 

10. Ein starrer KSrper, welcher fur den Schwerpunkt G den Tragheitsradius 
% hat wird mittelst eines an einem Punkt A seiner Oberfliiche befestigten Strickes 
mit einem festen Punkt verbunden. (Li (6) und .40 (a) befinden sich 
anfangs in einer Geraden und <2 wird die Geschwindigkeit V senkrecht zu 
dieser Geraden gegeben. Es wird angenommen, dass keine gegebenen Krafte an- 
greifen und der Strick ist so befestigt, dass er stets in grader Linie bleibt 6 sei 
der Winkel zwischen AG- und AC zur Zeit * man zeige, dass 

2 



(dt) ~~ b s & 2 +a 2 sin 2 
und dass, wenn die Amplitude von 0, d. h. 2 arc sin sehr klein ist, die 

Periode rJL== betragt. 

Fya(a + 6) 

11. Ein dunner gewichtsloser Faden, der einen Massenpunkt an seinem einen 
Ende hat, ist theilweise urn einen Reifen gerollt, welcher auf einer glatten hori- 
zontalen Ebene liegt und im Stande ist, sich um eine feste, durch seinen Mittel- 
punkt gehende verticale Axe zu bewegen. Wenn der Reif sich anfangs in Ruhe 
befindet und der Massenpunkt senkrecht zur Lange des Fadens weggeworfen wird 
und wenn s der zu irgend einer Zeit t nicht aufgewundene Theil des Fadens ist, 
so liisst sich beweisen, dass 



b der Anfangswerth von s, m und ft die Massen des Reifen und des Massen- 
punktes, a der Radius des Reifen und 7 die Wurfgesckwindigkeit ist. 

12. Ein Quadrat, das aus Tier 'ahnlichen gleichfdrmigen Staben besteht, die 
an ihren Enden durch Gelenke frei verbunden sind, -wird auf einen glatten hori- 
zontalen Tisch gelegt und einer seiner Eckpimkte befestigt. Den beiden Seiten, 
die in diesem Eckpunkt zusammenlaufen, "werden die Winkelgeschwindigkeiten 
o>, o' in der Ebene des Tisches gegeben; man zeige, dass der grSsste Werth des 
Winkela (2 a), den diese Seiten miteinander machen, durch die Gleichung 

5(<D O)') 2 

COS 2 =as , t , Tsr 

6(0) 2 + ffl ) 

gegeben ist. 

IS. Zwei Punkte von den Massen w, m' liegen auf einem glatten, horizontalen 
Tisch und sind durch einen unelastischen Faden, der in seiner vollen L^nge aus- 
gestreckt ist und durch einen kleinen Ring auf dem Tisch geht, miteinander ver- 
bunden. Die Punkte haben die Abstande a, a' von dem Ring und erhalten die 
Gesehwindigkeiten v, if rechtwinklig zu dem Faden. Man beweise, dass, wenn 
mt; s a a = iV 2 a' 2 ist, die Abstande vom Ring a' bez. a sein werden, wenn beide 
Geschwindigkeiten wieder auf dem Faden senkrecht stehen. 

14. Ein gleichfSrmiger diinner Stab PQ bewegt sich in Folge der "VFirkung 
einer Anfangsmomentankraft zwischen zwei glatten Curven in derselben Ebene; 
man beweise, dass das Quadrat der "Winkelgeschwindigkeit umgekehrt wie die 
Different zwischen der Srnnme der Quadrate der Normalen OP, OQ zu den 
Curven in den Endpunkten des Stabes und einem Drittel des Quadrates der ganzen 
Lange des Stabes variirt. 

15. Nimmt man an, die Muskelkraft oder bewegende Kraft eines Thieres 
variire wie der Inhalt des Querschnittes seiner Glieder und sein Gewicht variire 
wie sein Yolumen, so lasst sich beweisen, dass zwei Thiere von ahnlicher Ge- 
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stalt, aber verscbiedenen Dimensionen, Sprunge von genau derselben Hohe macben 
konnen, vorausgesetzt , dass unter H6be die verticale Strecke verstanden wird, 
die der Scbwerpunkt, nacbdem das Tbier den Boden verlassen bat, zurucklegt. 

16 Die Enden eines gleicbfdrmigen Balkens von der Liinge 2 a gleiten auf 
zwei dunnen Staben obne Tragbeit; die Ebene der Stabe ist vertical; ibr Durcb- 

scbnittspunkt liegt fest und die Stabe baben gegen den Horizont die Neigung 

und - Das System word um die durcb den Durcbscbnittspunkt der Stabe 

gebende Verticale mit der Wmkelgescbwindigkeit CD in flotation gesetzt. sei 
die Neigung des Balkens gegen die Verticale zur Zeit t und a der Anfangswerth 
von 0; man beweise, dass 

.(dO\*. (3 cos 2 u + sin 8 a) 2 . /0 9 . . , . s , &g . . 
4 \-n) + ^ - 9-TTi . +L <o = (3 cos 2 a + Bin 2 a) a> 2 + -^ (sin a sin 0). 
\dt/ ' 3 cos 2 6 -f sin 2 6 ^ r ' ' a v ' 

17. Eine vollkommen raube Kugel vom Radius a "wird dicbt an den Durcb- 
scbnittspunkt der beiden bocbsten Erzeugenden z-weier fester gleicber borizontaler 
Cylinder vom Radius c, deren Asen den Winkel 2 a miteinander macben, gelegt 
und zwiscben ibnen berabrollen lasseru Man beweise, dass die verticale Ge- 
scbwindigkeit ibres Mittelpunktes in jeder Lage 



^ 

(a + c) (1 sin yTf* 
sin a cos cp V T * - * 
^L 7 5 cos 2 9 cos* a J 

ist, worm cp die Neigung des Radius nacb jedem Berubrungspunkt gegen den 
Horizont bedeutet. 

jg j rp 

18, Ein vollstandiges Integral der Gleicbung -=-$ = -3- , in welcber T eine 

Cft CftiK 

Function von x ist , sei x X und X. sei eine bekannte Function von a und &, 
zweier willkurlicber Constanten und von t. Die Auflosung der Gleicbung 

d*x ^dT dE 
dt* "" dx "*" dx ' 

worin E eine Function von x ist, kann ebenfalls durch x = X dargestellt werden, 
vorausgesetzt, dass a und b variable, durch die Gleicbungen 

da dE db_ __ dE 

dt 06 ' dt~~ da 

bestimmte GrSssen sind und dass dabei k eine Function von n und & ist, welcbe 
die Zeit nicbt explicite entbalt. 

19. Ein als Massenpunkt betracbteter SatelHt rotirt um seinen Hauptplaneten 
mit der Winkelgescbwindigkeit SI und der Hauptplanet drebt sicb um eine Axe, 
die senkrecbt auf der Ebene der Babn des Satelliten steht, mit der Winkel- 
gescbwindigkeit n. Man zeige, dass die Winkelbewegungsgrosse h des Systems 
um seinen Scbwerpunkt und die Energie E durcb. 

_i i 

7t=Cn + D& 3, 2^7 ^Cw 8 DQ* 

gegeben sind, worm C das Tragbeitsmoment des Hauptplaneten um die Rotations- 
axe und D eine GrQsse bedeutet, die von den Massen der KQrpefr abbangt. 

Man zeicbne die Curven auf, deren Ordinaten h und J# und deren Abscissen 

_^ 

ar= D& * sind. Man zeige, dass die zweite Curve der einen oder andern von 
zwei Arten ajigebSrt, je nachdem eine Maximal- und Minimalordinate existirt 
oder nicbt, d. b. je nacbdem die biquadratiscbe Gleicbung 
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h = x + CD'aT 3 

zwei reelle Wurzeln hat oder keine, Man zeige auch, dass die reellen Wurzeln 
dem Fall entsprechen, in dem der Eauptplanet dem Satelliten irmner dieselbe 
Seite zuwendet. 

20 Man bestimme auf Grand der Resultate des vorigen Beispiels die Wirkung, 
welehe ein bestandiger Verlust an Energie (durch Fluthreibung oder irgend eine 
andre Ursache hervorgemfen) auf die Bewegung hat, wenn dabei die Winkel- 
bewegungsgrosse h constant bleibt. Man zeige, dass, wenn das System eine 
solche Beschaffenheit hat, dass die Energiecurve von der zweiten Art ist, der 
Satellit schliesslich in den Planeten fallen muss. Ist dagegen die Energiecurve 
von der ersten Art, so lasst sich zeigen, dass je nach dem Aafangswerth von ii 
der Satellit entweder in den Planeten fallt oder sich ihm bis auf einen gewissen 
Abstand nahert, in welchem dann beide bleiben und sich wie ein einzelner starrer 
K&rper drehen. 

Urn diese Resultate zu erhalten, denke man sich zrwei Punkte von derselben 
Abscisse, den einen auf die Linie der Bewegungsgro'sse, den andern auf die 
Bnergiecurve gesetzt und nehme an, der auf der Energiecurve fuhre den andern 
Da die Energie abnimmt, so muss offenbar, -wie man auch die beiden Punkte an- 
fangs setzt, der auf der Energiecurve stets hinabgleiten und dabei den andern 
mat sich fuhren. Die Endlagen der Punkte hangen daher davon ab, ob eine 
Minimalordinate der Energiecurve existirt oder nicht. Siehe eine Abhandlung von 
Gr. H. Darwin uber die secularen Wirkungen der Fluthreibung in den Proceedings 
of the Royal Society, Juni 1879 oder Thomson und Tait's Treatise on Na- 
tural Philosophy, Vol I, Part. II. Appendix, G-. b. 



Kapitel VIII. 
Die Lagrange'schen Gleicliungen. 

395. Zwei Vortheile der Lagrange'schen Gleiclrangeii. In 

diesem Abschnitt 1st es unsre Aufgabe, die allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen eines dynamischen Systems so aufzustellen, class sie frei 
von alien unbekannten Eeactionen sind und iknen, so wdt moglich, 1e- 
liebige Coordinate^,, me sie fur das letraditete Problem am vortJieilhaftesfen 
sind, zu Grande liegen. 

Zur Elimination der Reactionen werden wir das Princip der 
virtuellen Arbeit benutzen. Dieses Princip hat sclion bei der Auf- 
stellung der Gleichung der lebendigen Kraft Anwendung gefunden, 
indem dem System jene specielle Verriickung gegeben wurde, welche 
es ausgesucht hatte ? wenn es sich selbst tiberlassen worden ware. 
Weil aber nach dem D'Alembert'schen Princip jedes dynamische 
Problem auf ein statisches reducirt werden kann, so miissen wir 
offenbar durcli geeignete Wald der Verruckungen des Systems nicht 
nur im Stande sein die Gleickimg der lebendigen Kraft ; sondem ? wie 
in 357, alle Bewegungsgleicliungen abzuleiten. 

396. Die Coordinaten irgend eines Massenpunktes m des Systems, 
auf irgend welcLe feste recbtwinklige Axen bezogen, mogen (x, y t &) 
sein. Sie sind nicht unabhangig von einander, da sie durcli die 
geometrischen Beziehungen des Systems yerbunden sind. Man kann 
sie aber durcli eiae gewisse Anzahl tinabliangiger Variablen ausdrlicken ; 
deren "Werthe die Lage des Systems zu jeder Zeit bestimmen. Indem 
wir die Definition in 73 ausdehnen, wollen wir sie die Coordinat&)^ 
des Systems nennen. Sie mogen ; g? ? ^ ; etc. heissen. Alsdann sind 
x, y, #, etc. Functionen von 0, (p, etc. Es sei 

* ^,,V,eta) (1) 

und abnliche Gleichungen mogen far y und # gelten. Man beachte, 

j n dm 

dass diese Gleichungen -TT-, -^ , etc. nicht enthalten. Die unab- 

Mngigem VariaUen, dwrch welche dieBewegung ausgedriicld werden soil, sind 
ubrigens durchaus wiUMrUch und uriterliegen nwr der Mnsdtrariltung, dass 
die Coordinates eines jeden MassenpwMes des Systems sich, wenn notMg, 
durch sie mit Hulfe von Gleidhvwgen, die irgendwelclw Differential^ 
quotienten nach der Zeit nicht enfhcdten, miissen ausdrucJcen 

Eouth, Bynamik I 28 
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Die Anzahl der unabhangigen Coordinaten, auf welche die Lage 
ernes Systems durch seine geonietrischen Beziehungen reducirt wird, 
heisst manchmal auch die Anzalil der Freihetisgrade des Systems. Man 
bezieht sich zuweilen auch auf sie als die Amahl der unabhangigen 
Beiveyungen, welche das System zulasst. 

In diesem Kapitel wollen wir die totalen Differentialquotienten nach 
der Zeit im Allgemeinen mit Accenten bezeichnen. So soU z. B. im 
Allgemeineu ~ in der Form of und ^ in der Form of' geschrieben 

Bedeutet T die lebendige Kraft des Systems, so ist 

(2) 



und ; da die geometrisclm Gleichungen 0', <p', etc. nieU enthalten, 



^ ,, 

ct * oQ * ^9 



und ahnlicli fur j/ und /. 

Substituirt man diese Ausdriicke in Gl. (2), so erhalt 2T die 

Gestali 

2T = A^ + 2A n 8'<p f + + W + Bs<p' + - - - + C (4), 

worin die Coefficienten A&, etc., J5 1; etc., C Functionen von t, 6, <p, etc. 
sind. Die Glieder von zwei Dimensionen ; d. h. diejenigen ; welche die 
Quadrate und Producte von 0', g/ 3 etc. enthalten, ruliren von del- 
Substitution aller Glieder mit Ausnahme des in den Ausdriicken fiir 
x, y f , / an erster Stelle stehenden her. Wenn die geometrischen 
Gleichungen die Zeit esplicite nicht enthalten, so tritt t in den 
Gleichungen (1) nicht auf, ebenso fehlt das erste Glied in (3) und der 
Ausdruck fiir 2T reducirt sich auf die Glieder von zwei Dimensionen 
allein. Die Gleichung (4) kann man kurz in der Form schreiben 

., 9', ^, etc.) ..... (5). 



Wenn das System von Korpem gegeben ist, so ist die Form von 
F bekannt. Wir werden gleich sehen, dass die EffectivTcrdfte nur durch 
die Form wn F von der Bescliaffenlieit der letrachteten Korper obMngen 
und dass dalier zivei dynamische Systems, welche dassdbe F hdben, 
dynamised Equivalent sind. 

Man faachte, dass in dieser Function Tteine hoheren Potenzen von 
0', (f' y etc. vorlsomtwn als die zweite und dass sie, wenn die geometrischen 
Crleichunyen die Zeit nicht explitite enfkdten, eine homogene Function 
jsweiten Grades von 6', q>' 3 etc. ist. 

397. Die virtnelle Arbeit der EffectivkrS,fte. Man soil das 
rirtueUe Moment der Betvegungsgrossen eines Systenis und auch das der 
Effedivkr&fte finden, weldies einer durcli Verdnderung einer einzigen 
Coordinate erzeugtm Verriickung entspricht. 
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Diese Coordinate sei 6 und die Bezeidbnung, die eben er!:lart 
wurde, werde beibehalten. Die mit Accenten bezeichneten Buchstaben 
geben die fotalen Differentialquotienten nach der Zeit an. Da x r , y', &' 
die Componenten der Geschwindigkeit sind ; so ist das virtuelle Moment 
der Bewegungsgrossen 2m(xdx + y'dy -|- JAi), worin 3x, dy, 8z 
die kleinen Aenderungen sind ; welche die Coordinaten des Massen- 
punktes m durch eine Variation 60 von erleiden. Es ist dies das 
Namliche wie 



Ist T die durcb Gl. (2) im letzten Paragraplien gegebene lebendige 
Kraft ; so hat man 



Differentiirt man aber (3) partiell nach 6', so sielit man, dass 

Q / O O rp 

TTo7 = 7r^- Daher ist -^86 dem virtuellen Moment der Bewegungs- 
grossen gleich. 

398. Die virtuelle Arbeit der Effectivkrafte ist 



Lasst man den Factor S6 weg, so kann man diesem Ausdruck die 
Gestalt geben 



Wir haben scbon bewiesen^ dass das erste dieser beiden Glieder 
- - ^7 ist. Es bleibt nocb. das zweite als Differentialquotient von T 

auszudrucken. Difierentiirt man den Ausdruck fur 2T partiell nach 9, 
so ist 



und durch Differentiation des Ausdrucks fur x nach 




Dies ist aber dasselbe wie j- -^ ; das zweite Glied kann daher auch 

O /T| 

?~=r geschrieben werden und die virtuelle Arbeit der Effectivkraffce ist 
d dT 



Wir wollen versuchen die Saehe deutlicher zu machen. Die virtuelle 
Arbeit der Effectivkraffce ist offenbar das Verhaltniss des Unterschiedes 
zwischen den virtuellen Momenten der Bewegungsgrossen der Massen- 
punkte des Systems zu den Zeiten t + At und t zu dt, da die Ver- 
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riickungen zu beiden Zeiten die gleichen sind. Das yirtuelle Moment 

O /TT 

der Bewegungsgrossen zur Zeit t ist, wie zuerst gezeigt wurde, ^p- SO. 



Daher ist | + Se das virtuelle Moment der Bewegungs- 

grossen zur Zeit t + dt, welches einer mit den Lagen der Massen- 
punkte zu dieser Zeit vereinbaren Verriickung SQ entspricht. Urn die 
Verriickungen gleich zu machen, mussen wir davon das virtuelle Moment 
der Bewegungsgrossen fur eine Verriickung, welche der Unterschied 
der beiden Verruckungen zu den Zeiten t und t -f- dt ist ; abziehen. 

Da dx = ^jr$6, so betragt dieser Untersctied fiir die Variable x 
die Grosse ~ (||)eft<?0. Es ist daher im Ganzen 



O rp 

abzuziehen, und dies ist ; wie gezeigt wurde ; -j^- 

399. Die Lagrange'schen Gleichungen ftir endliche Krafte 1 ). 

Man leite die attgemeinen Bewegwngsgleichungen } aufbeliebige Goordinaten 
~be8ogen, ab. 

V sei die Kraftefunction und daher eine Function von 6, tp, etc. 
Tmd t. Die virtuelle Arbeit der gegebenen Krafte, welche einer durch 
Variation von 8 allein hervorgerufenen Verriickung entspricht, ist 

O TT 

-fiTrdQ- Sie muss aber naeh D'Alembert's Princip dieselbe, wie die 
virtuelle Arbeit der Effectiykrafte sein. Daher ist 

AH_i^_l? 

dtd6' Be ~ de 
und ahnlich 

_d ^r _ _ar = du 

dt dy dtp d(p ; 
etc. == etc. 

Man kann noch bemerken ; dass man, wenn V die potentielle 
Energie ist ; V fur U setzen muss, Man erhalt dann 



und ahnliche Gleichungen fCir 9?, ij) > etc. 

Wir wollen L = T + U setzen ; so dass also L der Unterschied 
zwiscken der kinetischen und potentieUen Energie ist. Man kann alsdann, 
da U keine Function von &', <p, etc, ist 7 den Lagrange'schen Glei- 
chungen die typische Form geben 

Tt W W = ' 

I) Vergl. Appell, M&anigue rationnette, Paris, 1896 r Bd 2, S. 600 u. ff. 
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Daraus ergibt sich, dass man, wenn die eine Function L bekannt ist, 
alle Differentialgleichungen der Bewegung durch einfache partielle Diffe- 
rentiationen ableiten kann. Die Function L heisst die Lagrange 3 sche 
Function. 

Die Gleichungen werden die Lagrange'schen allgemeinen Bewegungsglei- 
chungen genannt Lagrange betrachtet nur den Fall, in welchem die geo- 
metrischen Gleichungen die Zeit nicht esplicite enthalten, Vieille hat aber in 
Liouville's Journal, 1849 gezeigt, dass die Gleichungen auch dann noch gelten, 
wenn diese Einschrankung beseitigt wird In dem oben gegebenen Beweis nab en 
wir Vieille'sVeraUgemeinerung eingeschlossen, smd ubrigens zum Theil Sir W.Ha- 
milton's Verfahren gefolgt, Phil. Trans, 1834 Der Beweis unterscheidet sich 
von dem Lagrange'schen in zwei Hinsichten; erstens lasst Lagrange die will- 
kurliche Verruckung so vor sich gehen, dass nur eine Coordinate zu einer be- 
stimmten Zeit variirt und dann operirt er direct mit T anstatt mit 2mx*. 

Beisp. 1. Wenn man die Coordinaten 6, 9, etc. in Lagrange's G-leichungen 
mit beliebigen anderen #, y, etc. vertauscht, die mit 0, 9, etc. durch Gleichungen 
verbunden sind, welche Differentialquotienten nach der Zeit nicht enthalten, so 
zeige man durch analytische Transformation, dass die Gestalt der Lagrange'schen 
Gleichungen sich nicht andert, d. h. dass die umgeformten Gleichungen sich von 
den urspriinglichen nur dadurch unterscheiden, dass a?, y, etc. fur 0, g>, etc stehen. 
Dies ist natiirlich Yerm&ge der dynamischen Bedeutung selbstversUndlich. 

Durch Differentiation von L ergibt sich 

^_ L*lL $lL L ^\ *1 J. (IL L dE\ 12 4. 
'~~ ~T~ ' + 



dto&I 

Da nun jedes Glied auf der rechten Seite Null ist, so muss auch die linke veir- 
schwinden. 

Eine Yerallgemeinerung dieses Satzes auf den Fall, wennZ/ auch 0", 0'", etc. 
9", etc. enthalt, findet man in Kap. X des n. Bandes. 

Beisp 2. Zwei Seiten &, c und der eingeschlossene Winkel A eines Dreiecks 
werden zu Coordinaten 0, 9, ty genommen; man beweise, dass den Lagrange'schen 
Gleichungen durch L = B r genugt wird. 

Es folgt dies leicht aus dem vorigen Beispiel, wenn man die Coordinaten 
vertauscht. 

Beisp. 3. Man zeige, dass die Lagrange'schen Gleichungen unabh&ngig von 
einander sind, so dass sich keine aus den anderen ableiten lasst. 

Die allgemeine Gleichung (4) in 396 fur 2 T lasst sich auch kurz schreiben 
T = T a + T t + T Q , worin T n eine homogene Function w teu Grades von ', g>', etc. 
ist. Die Lagrange'schen Gleichungen nehmen dann die Gestalt an 

J 11 B" + Ait 9 " + ---- ^ , Ai " + -4* 9>" + ---- * , etc. = etc. , 
worin w l ^ w tJ etc. gewisse Functionen von 0, 9, etc., 0', 9', etc. sind. Liesse 
sich irgend eine dieser Gleichungen aus den anderen ableiten, so konnte man 
durch Benutzung derselben Multiplicatoren eine der Gleichungen 



aus den ubrigen herleiten. Diesen letzteren Gleichungen kann man sammtlich 
geniigen, auch wenn 0', 9', etc. von Null verschiedene Werthe haben. Da die$e 

o nrr o m 

^-| , -57, etc. sind, so folgt aus Euler's Theorem fiber homogene Functionen, 
00 dtp 

dass Q for dieselben Werthe der Greschwindigkeiten 0', 9', etc. Null sein muss. 
Tj ist aber dadurch erhalten worden, dass man in GL (2) des 396 gewisse Werthe 
von #', 2/, /, die nicht sammtlich Null sind, substituirte, ist daher eine wesentlich 
positive Function und kann nicht verschwinden. 
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Daraus folgt, dass die EliminationsdetermiBante der obigen Gleichungen, 
d li die Disci immante von T^ , nichfc Null sein kann Es lasst sich aucli be- 
weisen, dass diese Discriminante positiv ist; denn gibt man den Coordinaten 
0, <p, etc. ihre augenblicklichen Werthe, so sind die Geschwindigkeiten 0', <p', etc. 
willkurlich T ist daher eine quadratische Function von 0', <p', etc, welche 
ihrem Wesen nach positiv ist, Aus der Lekre von den quadratischen Functionen 
folgt also, dass ihre Discriminante positiv ist. Siehe auch Band II, am Ende, 
<lie Xote zu 60 

400. Uiilbestiminte Multiplicatoren. Urn die Lagrange'schen 
Grleichungen benutzen zu konnen, muss man die Function L durch 
die unabhangigen Variablen des Systems ausdrticken. Sind die geo- 
metrischen Bedingungen etwas verwickelt, so kann dies sehr langwierig 
werden. Manchmal ist es von Vortheil, L als Function einer grosseren 
Anzahl Coordinaten als nothig auszudrticken und geometrische Be- 
ziehungen zu haben ? die sie verbiuden. Man nelune an, L sei als 
Function der Coordinaten Q, <p, i/>, etc. ; 6', cp' } if/, etc. ausgedrtickt 
und es bestanden zwei geometrische Grleichungen ? welche diese Coordi- 
naten verbinden, namlich 

f(6, <p, etc.) == 0, F(6, <p, etc.) = .... (1). 

Um das Verfahren zu vereinfachen ; nehmen wir an ; es gebe nur 
sicei geometrische Gleichungen; man wird aber sehen ? dass unsre Ent- 
wicklung durchaus allgemein ist und sich auf jede Anzahl von Be- 
dingungen anwenden lasst. 

Nach dem Princip der virtuellen Arbeit ist 



ebenso 

Ifw+U^ + rta-O ...... (3) 

und 

IfM + U^ + atoO ...... (4). 

Da die Coordinaten 8, <p y etc. durch zwei geometrische Gleichungen 
verbunden sind ; so sind zwei von inn en abhangige Variable; es mogen 
dies 8 und 9 sein. Nach dem aus der Diflferentialrechnung bekannten 
Verfahren multipliciren wir (3) und (4) mit zwei beliebigen Grossen 
I und \L und addiren die Producte zu (2). Alsdann wahlen wir i 
und 11 so ; dass die CoefScienten von Sd,Sq) Null werden. Da die iibrig 
bleibenden Coordinaten ^ ; etc. unabhangig von einander sijid, so miissen 
auch die Coefficienten von tf^ ? etc. verschwinden. Man erhalt auf 
diese Art 



9f , ^F =0 
etc. = 



(5), 
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ebensoviel Gleichungen als Coordinaten vorhanden siiid. Nimrafc man 
noch die Gleichungen (1) hinzu, so hat man genug Gleichungen, urn 
alle Coordinaten und die beiden Multiplicatoren A und \L zu finden. 

Diesen Gleichungen kann man eine einfachere Gestalt geben. Man 
beachte, dass die geometrischen Functionen f und F die Differential- 
quotienten 6', <p' 9 etc. nicht enthalten. (Vergl. auch 396.) Wir 
wollen nun 

Lt-L + lf+pF (8) 

setzen und L so behandeln, als ob es die Lagrange'sche Function 
ware. Substituirt man den Werth von L in die typisclie Gleicliung 

d_cjL L _cL l _ 

dtcQ' ~60~~ ( 

worin 9 eine jede der Coordinaten reprasentiren mag und vereinfacht 
die Resultate, indem man bedenkt, dass f=0, FQ ist, so er- 
halt man der Reihe nach sammtlicne Gleichungen (5). Dasselbe Ver- 
fahren liefert auch die geometrischen Grleichungen (1), wenn man I 
und t tt unter die Coordinaten einschliesst. Da z. B. L kein A' enthalt, 

so ist ^jr = und die Grleichung (7) gibt daher, wenn man K fiir $ 

schreibt ; /=0. 

Wenn die geometrischen Gleichungen (1) die Zeit t enthalten, so 
bleiben die Entwicklung und das Resultat die gleichen, denn die will- 
kiirlichen Variationen d6, Scp miissen (wie in 351) mit den geo- 
metrischen. Gleichungen, welche zur Zeit t gelten, vereinbar sein. 

Beisp Ein Massenpunkt, auf welchen keine gegebenen Er'afte wirkcn, wird 
gezwungen auf dem sich bewegenden Kreis ic 2 + 7/ 2 = 2a^i zu bleiben; man 

zeige, dass x = at 1 1 + cos \B + -rjl , y = at sin LB + } ist, worin A 
und B Integrationsconstante sind. 

401. Die Lagrange'schen (Heiclrangen fiir Momentankrafte. Man 

soil die allgetn&in&i BewegungsgleicJwngen fur MomentanJcrdfte dbleiten. 

Es sei $U das virtuelle Moment der Momentankrafte, -welches 
durch eine allgemeine Verriickung des Systems erzeugt wird. Man 
kann ihm mittelst der geometrischen Bediagungen des Systems die 
Gestalt geben 

dU 1 = P6e + Q8q>-\ . 

Das yirtuelle Moment der Bewegungsgrossen, welche den Masseu- 
punkten gegeben werden, ist 

*[K - V) 8x + fa' - j/ ') dy + ft - O 8*] , 
worin (xj, yj, <), , y/, %') die Werthe von (of, y f , 0) grade vor 
und grade nach der Wirkung der Momentankrafte sind. 

^o';9o f i e * c - 0/, 9/j ate. seien die Werthe von 0',<p', etc. grade vor und 
grade nach den Stossen und T 0? T die Werthe von T, wenn man fiir ff, q>', etc., 
bez. ', cpQy etc. und 8^ <PI etc. substituirt. Das virtuelle Moment der Be- 
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/O m O rn \ 

wegungsgrossen ist dann, wie in 397, U04 ffip/dO- DieLagran 
schen Gleichungen der Momentankraffce kann man daher schreiben 



und ahnlich fur <p, # ; etc. Man gibt ihnen manchmal die passende Form 

SK-*. <$:-.*-. 

worin die jede Grosse einschliessenden Klammern angeben, dass diese 
Grosse zwischen den erwahnten Grenzen zu nehmen ist. Manchmal ; 
wenn kein Irrthum in Bezug auf die speciellen Grrenzen, die man meint, 
entstehen kann ; lasst man diese weg und betalt nur die Klammern 
vielleicht mit einem UnterscLeidungszeichen bei. 

Wenn die in den Klammern sfcehenden Grossen, wie in unserm 
Fall, lineare Functionen der Variablen 0', cp' ? etc. sind ; kann man die 
Ausdrlicke auch anders auslegen. Es lasst sich dann sagen, die Klammern 
gaben an } dass man nacJi Ausfiihnmg alter anderen in den Klammern 
angegebenen Operationen 0/ ' 7 ^ y Q ', etc. statt 6', y, etc. 
sclireiben soil 

402. Interpretirt man die GHeichungen nack den allgemeinen 
Principien in 283, namlich danach, dass die Sewegungsgrossm d&r 
Magsenjpunltfe grade nach einem Stoss 0usammen mit den umgedrehtcn 
Bewegungsgrossen grade vorher der MommtanTcraft ciguivdlent sind, so 

O m 

selieint es wolil passend zu sein, die Grosse ^ die allgemeine Compo- 

nente der Bewegungsgrossen in Bezug auf 6 zu nennen, wie in 
Thomson und T ait's Natural Philosophy vorgeschlagen wird. Kiirzer 
noch konnte man sagen, sie sei die 6- Components der Bewegungs- 
grosse. Ebenso liesse sich die fl-Componente der Effectirkrafte als 
d cT d 



Man nehme z. B. an ; die Variation SO einer Coordinate hatte die 
Wirkung, das System als Ganzes um eine Gerade den Winkel 66 be- 

O rn 

schreiben zu lassen; alsdann ist -^ der Winkelbewegungsgrosse um 
diese Gerade gleich. Wenn aber die Variation <J0 das System als 
Gauzes parallel zu einer Geraden um die Strecke '$0 fortbewegt, so 

ist jg die Translationsbewegungsgrosse parallel zu dieser Geraden. 
Siehe die 306, 308. 

Es ergibt sich dies auch unmittelbar aus dem allgemeinen Ausdruck 



in 397.^ Die gegebene Gerade nehme man zur #-Axe, Im ersten Pall ist 
55'= 2/0', y' = xO\ /=0; der Ausdruck reducirt sich daher auf 2m ( x f y+y' x\ 



Momentankrafte ( 401403). 361 

welcher die Winkelbewegungsgrosse darstellt. Im zweiten Pall ist #' = , y' = 0, 
/=0', der Auadruck wird daher Sm z', welches die lineare BewegungsgrSsse ist. 
Die Gleichungen fur Momentankrafte hat Lagrange nicht gegeben Wie 
es scheint, hat sie zuerst Prof Niven aus der Lagrange'schen Gleichung 

d_ ar _ ar ^ acr 

abgeleitet. dt ^ ~ ** 

Man kann namlich eine Momentankraft ale die Grenze einer sehr grossen 
Kraft, die sehr kurze Zeit wirkt, ansehen Es seien t , ^ die Zeiten des Beginns 
und des Endes der Wirkung der Kraft. Integrirt man nun die Gleichung zwischen 
den Grenzen t = t und t = ^ , so erhalt man als Integral des ersten Gliedes 
ff\ r r\t f\ r r 

vM'/f ' we l c ^ es d er Unterschied des Anfangs- und Endwerthes von - , ist. Das 

O /TT 

Integral des zweiten Gliedes ist Null; denn -^ ist eine Function yon 0, ep, etc., 

0', <p', etc , die, obgleich variabel, wahrend der Zeit ^ 1 endlich bleibt. Wenn 
A ihren grSssten Werth im. Verlauf dieser Zeit angibt, so ist das Integral kleiner 
als Afa 1 \ ein Ausdruck, der zuletzt verschwindet DieL agrange J scheGleichung 

(O rri\ f flTT 

P^A = -TT-^ Siehe die Abhandlung im Mathematical Messenger, 

Mai 1867. 

403. Plotzliche Festlegungen. Ein System von Eorpern 'bewegt sick auf 
gegelene Art; plotslich icerden bestimmte Piinkte er griff en und gezwungen sich unter 
neuen Bedingungen zu lewegen. Man finde die folgende Beicegung. 

Una die Rache zu vereinfachen, m5ge das System yier Coordinaten 0, g?, i/;, ^ 
haben und zwei Punkte A, B pletzlich genSthigt -werden, auf zwei Ebenen zu 
bleiben, welche sich parallel zu sich selbst mit gegebenen Geschwindigkeiten a 
und p bewegen, wobei die Bewegungen der Punkte auf den Ebenen vollkommen 
frei und zwanglos sind. Fallen z. B. A und B zusammen und findet die Bewegung 
in der Ebene statt, so ist dies dasselbe, als wenn man sagt, dass man den Punkt 
A sich plStzlich in gegebener Richtung mit gegebener Greschwindigkeit bewegen 
lasse. 171. 

Es seien #, % die Abstande (oder beliebige geeignete Functionen der Ab- 
stande) der Punkte A, B von zwei festen den sich bewegenden parallelen Ebenen; 
es sind dann ^, q bekannte Functionen von 6, <p, T/>, % und in das System werden 
dadurch zwei geometrische Gleichungen von der Form 

^ = /(0, 9 ,^,^)^a + c:, fl-J? 1 ^,^*,*) -& + P* (1) 
eingefuhrt. Durch den nun eintretenden Zwang werden die Variablen p, q be- 
stimmte GrSssen und das System hat nur zwei Freiheitsgrade. Wir betrachten 
jedoch das System, als habe es vier Freiheitsgrade und zwei Stosskr'afte wirkten 
derart auf dasselbe ein, dass die folgende Bewegung den Gleichungen (1) genugt 
Die LSsung der Aufgabe wird sehr vereinfacht, wenn man die Coordinaten 
von A Tiffing an so wahlt, dass zwei von ihnen p und q sind, wahrend die beiden 
anderen, sagen wir 0, qp, unabhSoigige GrSssen bleiben. Hat man diese Wahl nicht 
getroffen, so kann man analytisch den Wechsel der Coordinaten von 0, qp, ^, % 
in 0, 9, #, q dadurch bewirken, dass man die aus (1) folgenden Werthe von 
^, ^, durch 6 t gp, p, q ausdruckt und in alle mit dem Problem verbundenen. Gleichungen 
einsetzt. Man kan-n 6, cp die Coordinaten der relativen Bewegiwg iiennen, wefl, 
(wiLhrend p, q die durch (1) gegebenen Werthe in Ausdrucken von t haben), ihre 
willkurlichen Variationen das System in alle mit den Zwangsbedingungen ver- 
tragliche Lagen bringen; p und q ka^n man dagegen den Namen Coordinaten des 
Zwaffiges beilegen, weil ihre willkurlichen Variationen den Bedingungen des Zwanges 
widersprechen. Diese Wahl der Coordinaten ist genau dieselbe wie in 293. 
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Da die Stosskraffce normal zu den sich bewegenden Ebenen wirken, so ist 



worin Pund Q als dieMaasse der Stosskrafte angesehen werden Die L agr ange'schen 
Gleichungen sind daher 



Nur die beiden ersten sind nothig, urn die Aenderung der Bewegung zu finden; 
man kann sie in den folgenden Satz zusammenfassen : Die allgemeinen Compo- 
nenten der Bewegungsgrossen in Besug anf die Coordinaten der relativen Bewegung 
werden durch die Momentarikrafte nicht geandert. Es ist die VeraUgemeinertmg 
des Satzes in 288. Man erJcennt auch, dass man, wenn nur die folgende Be- 
wegung gesucht wird, die Kraftefunction U nicht zu berechnen Iraucht, es melmehr 
ausreicht, wenn man die Form von T Jcennt. 

Wenn es darauf ankommt, die Coordinaten 0, qp, i/;, % zu benutzen, also 
nicht die des Zwanges und der relativen Bewegung, so andert man das Verfahren 
etwas ab. Man scnreibt jetzt 



worin die Indices, wie gewGnnlicli, die partiellen Differentialquotienten angeben. 
Die Lagrange'sclien Gleichungen werden dann 



Diese vier Beziehungen T in Verbindung mit denen unter (1), reichen hin, die 
folgenden Werthe von 0' 7 g/, i/;', % und wenn erforderlich, auch der GrQssen P, Q 
zu ermitteln. 

Beisp. Der Punkt einer Scheibe, die sich in Bewegung befindet, muss 
sich pl^Jtzlich mit einer Geschwindigkeit bewegen, deren Componenten a und (3 
parallel zu den Axen gegeben sind Man suche die folgende Bewegung. Dasselbe 
Problem wurde schon in 171 gelQst. 

Es seien p, q die Abatande des Punktes von den A^en; die Gleichungen 
des Zwanges sind p = at, q = fit. Ferner sei der Winkel, den OG- mit der 
re -Axe macht und OGr = r. AJsdann ist 

2 T = (p f r sin00 7 ) 8 + fa' + r cos00') a + k*6' s 
und da die relative Bewegung hier nur eine Coordinate, nSjnlich 0, hat, 

2~j = fjp' rsin00')r sin0 + (cf -frcos00')r coa0 + & 2 0'. 
Cv 

Wenn, wie in 171, w, v die Componenten der Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
Cr sind und co die Wmkelgeschwindigkeit vor dera Stoss , so ist p ' r sin GO u, 
Qo + r cos ffl = v r GO = grade vor dem Stoss und grade nachher p^ = , 

/5 T 
q^ = (5. Substituirt man diese Werthe in den Ausdruck for -^- nnd setzt die 

06 

Eesultate gleich, so erhalt man den Werth von & grade nach dem Stoss. Er 
stimmt mit dem in 171 fur a gegebenen iiberein. 

| 404 Wevm zwei glatte elastische Systeme in einem Puwkt aufeinander stossen, 
so theilen wir die Dauer des Stosses in die zwei Perioden der Compression und der 
Restitution, wie in 179, 185 etc. Es seien ', go/, etc.; 0/, g^', etc.; a ', p a ', 
etc. die Werthe der Geschwindigkeiten der Coordinaten grade ehe der Zu- 
sammenstoss beginnt, im Moment der starksten Compression bez. im Moment der 
Trennung. Ist U : die Arbeit des Compressionsstosses , so hat Z7i das Maass 
dieses Stosses als einen Factor, wahrend die ubrigen Factoren aus der geo- 
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metrischen Beschaffenheit der Figur bekannt smd Ferner 1st U^e die Arbeit des 
Itestitutionsstosses Man erhalt so zwei Reihen von Gleichungen von dem Typus 



und ahnliche Gleichungen fiir qp, ty, etc. Verbindet man nun die erste Reihe ron 
Gleichungen mifc der geometrischen Bedingung, welche ausdruckt, dasa die nonnalen 
Geschwindigkeiten der Beruhrungspunkte gleich smd, 183, so erhalt man eine 
hinreichende Anzahl von Gleichungen, um 0/, etc und den Compressionsstoss zu 
finden. Substituirt man den Werth dieses Stosses in die zweite Reihe, so hat 
man so viele Gleichungen, als Coordinaten zur Eimittlung von 0*', <y> 2 ', etc vor- 
handen sind. 

Da beide Reihen von G-leichungen linear sind und auf ihren linken Seiten 
dieselben Coefficienten haben, so mtissen die Werthe von 0/ ', etc., die man 
aus den ersten findet, den aus den zweiten sich ergebenden Werthen von S ' 6 Q \ etc. 
proportional sein, d h 

fl,' - 0,' -(! + ) (V - O, %' - <?' = (! + ) (<*' - 9>o') , etc. 
Wenn man daher die Auflosung fur den Fall, dass das System unelastisch ist, 
Jcemt; so lasst sich die Bewegung fur ein elastisches System unmittelbar daraus ab- 
leiten. 

Zu demselben Eesultat Icommt man auch dhne Benutzung der Lagrange'schen 
Gleichungen. Man nehme an, ein System von KSrpern (wie die Stabe in 176) 
sei dwrch Gf-elenke verbunden, stosse in einem beliebigen Punkt A gegen ein glattes 
Hinderniss und die Bewegung gehe in der Ebene vor sich. E sei der Stoss bei A, 
von dem Anfang des Zusamm enstosses an bis zu einer Zeit t gemessen, die kurzer 
ist, als die des Stosses. Die Richtung von E "bleibe ferner wahrend des Stosses 
unverandert. U Q ,V O ,U,V seien die Componenten der Gesch-windigkeit des Schwer- 
punktes eines der Korper und o , o die Winkelgeschwindigkeiten beim Beginn 
dea Stosses bez. zur Zeit t. Die dynamischen Gleichungen, welche die Effectiv- 
krafte m(u w ), m(v v ) und die Paare w& 2 (co co ), durch das ganze System 
genommen, mit dem Stoss E verbinden, sind bekanntlich linear ( 169) Auch die 
Gleichungen, welche die Identitat der Gesclrwindigkeiten der Gelenkpunkte aus- 
driicken, sind lineare Functionen der Geschwindigkeiten u, v, w. Nimmt man 
an, es werde durch den Stoss Teem G-elerik gebrochen, so gelten diese Gleichungen 
auch fiir die Differenzen <u> U Q , v v , ca GJ O . Es sind daher nur lineare 
Gleichungen zu losen; fur jedenKSrper ist daher u w = a 22, v v = b JS, etc., 
worLn a, 6, etc. von den geometrischen Beziehungen des Systems abhaugen. Sind 
also U Q , w t , u% die Werthe irgend einer Componente der Bewegung beim Beginn 
des Stosses, im Moment der stftrksten Compression und bei der Beendigung des 
ZusamTn enstosses , so ist 2 U Q = (u t w ) (1 + e). 

405. Beispiele zu den Lagrange'schen Oleiehnngen, Em Eorper, dessen 
zwei Hauptmomente fur den Schicerpurikt gleich sind, dreht sick water der WirJcung 
der Schwere um einen festen Punkt 0, der in der Axe des ungleichen Momentes liegt. 
Man bestimme die Bedingimgen, unter welchen ein emfaches gleichwerihiges Pendel 
existirt. 

Definition. "Wenn ein K8rper an einem festen Punkt unter dem Einfhiss 
der Schwere hangt und wenn die Winkelbewegung der Geraden, die mit seinem 
Schwerpunkt verbindet^ dieselbe ist, wie die eines Fadens von der LSnge Z, an 
dessen Ende ein schwerer Punkt befestigt ist, so heisst I die Lange des einfaclien, 
gleichwerthigen Pendels. Es ist dies eine Ausdehntmg der Definition in 92. 

Es seien 00 die Axe des ungleichen Momentes; A, A, C die Hauptmomente 
fur den festen Punkt und die iibrige Bezeichnung sei dieselbe wie in 365, Beisp.l. 
Es ist dann 
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22 T = A (0^ + sin 2 0i/j' 2 ) + C(tp' -\-ty' cos0) a , 
7= mgTi cos + Constante, 

worin ft den Abstand des Sohwerpunktes von dem festen Punkt bedeutet und 
vorausgesetzt wird, dass die Schwere in der positiven Richtung der #-Axe wirkt. 
Die Lagrange'schen Gleichungen werden, wie man findet, 

) J. sin cos 0ip' 2 + Cip' (9' + tf cos 0) sin = M gh sin , 






cos e ) eos + J. sin* 



Durch Integration der zweiten G-leichung erbalt man 

qp' + ^' cos ^ w i 

worin w eine Constante ist, welche die Winkelgescn"windigkeit um die Axe des 
ungleichen Momentes ausdrtickt (siehe 256), und wenn man die dritte integrirt 

On cos 6 + A sin 3 By' = a , 

worin a eine zweite Constante bedeutet, die das Moment der Bewegungsgrb'sse 
um die Verticale durch darstellt. (Siehe 264, 265 und auch 403.) 

Bei der Benutzung der Lagrange'scnen Gleichungen muss man sich vor ge- 
wissen Fehlern hiiten, die man leicht machen kann Bezeichnet o> s die Winkel- 
geschwindigkeit um OC, so ist, wie man aus den Euler'schen Grleichungen, 251, 
weise, co 8 constant. Ist n diese Constante, so kann man durchaus correct der 
doppelten lebendigen Kraft des KSrpers die G-estalt 

2T = A (d' 2 + sin 2 0i// 2 ) + Cn* 
geben. 

Wollte man aber diesen "Werth von T in die Lagrange'schen Grleichungen 
einsetzen, so -wtirde man durchaus falsche Resultate erhalten. Der Grund liegt 
darin, dass in den Lagrange'schen Gleichungen alle DifferentialqLuotienten, mit 
Ausnahme desjenigen nach der Zeit, partiell sind. Obgleich co s constant und 
daher sein totaler Differentialquotient nach t N"ull ist, so sind doch seine partiellen 
Differentialquotienten nach 6, qp, etc. nicht Null. Ueberdies enth'alt die Gleichung 
G> S = n die Geschwindigkeiten 9', ^'( 256 )> "^ r ko'nnen sie also nicht, -wie in 
396 erklart wurde, als eine geometrische Gleichung zur Reduction der unab- 
hangigen Coordinaten benutzen. 

An Stelle der ersten Gleichung kann man die Gleichung der lebendigen 
Rraffc benutzen; man findet 

A (sin 2 Qtf* + 0' 2 ) f + 2Mgh cos 6 . 

Um die wiUMrlichen Constanten cc und (5 zu ermitteln, muss man die An- 
fangswerthe von 6 und y zu Hulfe nehmen. Sind 9 , i/; , -3^ , -J^. die Anfangs- 

werthe von ^, ^, , - , so werden die obigen Gleichungen 






Lost man diese Gleichungen auf, so erhalt man 6 und i/> als Functionen von t, 
womit die Bewegung der Linie OG- bestimmt ist. Die entsprechenden Gleichungen 
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fur die Bewegung des einfachen gleichwerthigen Pendels OL ergeben sich, wenn 
man C= , A Ml 2 und h= I setzt, unter I die Lange des Pendels verstanden 
Die Gleichungen (1) werden dann 






Sollen die beiden Linien OCr und OJL dieselben Bewegungen machen, so 
miissen die beiden Gleichungen (1) und (2) identisch sein. Dieser Fall tritt ein, 
wenn entweder Cw = oder = 1st In dem ersten Fall muss entweder n = 
oder (7 = sein, so dass also entweder der Korper keine Rotation urn G- haben 
darf oder ein Stab ohne Dicke sein muss In dem zweiten Fall miissen 6 und ty' 
wahrend der Bewegung constant bleiben, so dass sich also der Korper stationar be- 
wegt und dabei emen constanten Winkel mit der Yerticalen macht. In beiden 
Fallen sind die zwei Reihen yon Gleichungen identisch, wenn Mhl = A ist. Dies 
ist dieselbe Formel wie in 92. 

406. Beisp. 1. Man zeige , wie sich die JEuler'schen GleicJiungen, 251, 
aus den Lagrange'schen ableiten lassen. Nimmt man die Hauptaxen fiir den festen 
Punkt zu Bezugsaxen, so ist 

2 T= J. 



Man kann (c^ , co a , co s ) nicht zu unabhangigen Yariablen nenmen, weil die Coor- 
dinaten eines jeden Massenpunktes des KSrpers sich nicht durch sie ausdrucken 
lassen, ohne Differentialquotienten nach der Zeit in die geometrischen Gleichnngen 
einzufiihren (Siehe 396.) Wir wollen daher coj , oo a , co a durch 0, 9 , i/> aus- 
drucken. Nach 256 hat man 

ca 1 = 0' sin tp 1// sin 6 cos qp \ 
o a = 0' cos qp + tp' sin 6 sin qp > 

Q) 8 aas gj' -|- <ty' COS 6 ) 

Da, wenn man eine der Euler'schen Gleichungen aufgestellt hat, die ubrigen 
nach den Gesetzen der Symmetric daraus folgen, so brauchen wir nur eine der 
Lagrange'schen Gleichungen zu benutzen und nehmen diejenige, die das einfachste 
Verfahren verspricht. qp' tritt in den Ausdrucken fiir (o t , o) a nicht auf ; wir be- 
nutzen daher die Gleiehung 

j^a^ar^azj 

Nun ist dt 39 $9 3<P 



wie man findet, wenn die Ausdrucke fur ta., OJ 2 differenzirt werden. Ferner ist 

orr 

nach 340, wenn N das Moment der Kraffce urn die Axe von C bedeutet, g = N. 
Durch Substitution erhalt man -r (Cto^ (A B) e^ m a JV", die typische 



Gestalt der Euler'schen Gleichungen. 

Beisp. 2. Ein KSrper dreht sich um einen festen Punkt und seine lebendige 
Kraft ist durch 
T = [ 



gegeben. Man zeige, dass sich die Euler'schen Bewegungsgleichungen, wenn die 
Axen in dem KSrper festliegen, aber nicht nothwendiger Weise Hauptaxen sein 
miissen, in der Form schreiben lassen 
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d dT dT , dT T 

(Q A -4- -= GJa, = JL/ 

dt doa. (Q 5 B ~oa) a 2 



mit zwei ahnlichen Gleichungen Dieses Resultat ruhrt von Lagrange her 

407 Beisp 1 Man leite die Gleichung der lelendigen Kraft aus den La- 
graiige'schen Grkichungen ab. 

Multiplicirt man jede der in der typischen Form 

A^__^=^ 

dt 39' dO 

enthaltenen Gleichungen mit der entsprechenden Geschwindigkeit 0' und addirt, 
so ergibt sich 

rdf di\ fi ,,dT-\ Tfi ,8T du 
2 Ldt( 6 WJ- 6 W^- 26 Je =29 lie' 

worin 2 die Summirung fur alle Coordinaten angibt. "Wenn nun die geometrischen 
Grleichungen die Zeit nicht explicits enthalten, so ist T eine homogene Function 
zweiten Grades von 0', 9', etc ( 396). Ebenso sind T und U Functionen von 
0, 9?, etc., aber nicht von t. Daher ist 

W dT i dT 3T dU ZU 



und durch Substitution in die obige Gleichung 

s-s-s- * * 

worin C eine willkiirliche Constante ist, die man zuweilen auch die Constante 
der lebendigen Kraft nennt. 

Beisp. 2. Man finde die Gleichung, welche derjenigen der lebendigen Kraft ent- 
spricht, wenn jfund CTbehebige Functionen der Variablen 0, qp, etc. der Lagrange- 
schen Gleichungen sind, T auch eine Function von 0', 9', etc. ist, die nicht dadurch 
eingeschr'Ankt wird, dass sie vom zweiten Grad sein muss, und auch nicht noth- 
wendiger Weise homogen ist. 

Setzt man T= T n + T n __ 1 + -f T , worin T m eine homogene Function 
w tejl Grades von 0', g?', etc. bedeutet, so findet man durch ein ahnliches Ver- 
fahren, wie vorher 

(**-!) T n + (n- 2) T^ + .-. + Ts-^tf+C, 

wobei zu beachten ist, dass das Glied T t verschwunden ist, Siehe Band IE, 44. 
Sind T und U auch explicite Functionen der Zeit t, so ist auf der linken 

Seite J -s dt zu addiren, wobei L = T+ U ist. 

Beisp. 3. Liouville's Integrale, Wenn man die Gleichung der lebendigen 
Kraft in der Form 

T|jaf(P0 /s +g 9 / 8 + j 2 ^ 2+etCi)== u+0 .... (i) 

schreiben kann, worin P eine Function von allein, Q von qp aliein u. s. f. ist, 
wahrend M. eine Function aller Coordinaten sein kann und wenn ferner 



(2) 

ist, worin F lt F a , etc. beliebige Functionen bezeichnen, dann sind die ersten Inte- 
grale der Lagrange*schen Gleichungen 

etc. - 3 
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und a + |3 + . = Hieraus liisst sich der Werth von ^- als Function von 6 
ableiten. "* 

Man beachte, dass die Bedingung (2), wenn die Anfangsbedingungen will- 
kiirlich sind, C also einen beliebigen Werth haben kann, fordert, dass sowohl 
M als M U die Gestalt F t (0) + F 3 (g?) + etc haben zniissen 

Um diese Integrale zu erhalten, vertauschen wir erstens die Coordinaten und 
setzen P0' 2 = as' 2 , $<p' 2 = /' 2 , etc , benutzen alsdann die Lagrange'sehen Glei- 
chungen und substituiren in das zweite Glied einer jeden 2(Z7-|-Cjfur M(x r *-\-y*j 
Eine jede Gleichung wird dann der Differentialquotient eines der Resultate in 
den Gl (3). 

In 431 wird bewiesen werden, dass dieses Yerfahren einer Vertauschung 
der unabhkngigen Variablen t mit r gleichkommt , wobei dt=^Mdx ist Liou- 
ville's Journal, 1846. Bd. XI, XH; 1849, Bd XIV, S. 291. 

Beiap 4. Die elliptischen Coordinaten eines Massenpunktes sind Z, ^, v und 
der Massenpunkt wird gezwnngen, sicb auf einem festen Ellipsoid Ji zu bewegen. 
Die Kraftefunction U ist durcn 



gegeben, man leite aus den Lionville'schen Integralen ab, dass 



ist, worin 7^, A; die Halbaxen der Focalkegelscknitte sind. Durch Division redu- 
cirt sich die Bestimmung der Bahn auf eine Integration. 

Diese I^sung findet in den folgenden Fallen oder beliebigen Combinationen 
derselben Anwendung: (1) wenn die Kraft nach einem Centrum gerichtet ist und 
sich wie der Abstand verhalt; man hat 2U= r a X 2 + p* + v* h* & 2 , daher 
Ufa* v s } = F 1 (n) + FI (v). (2) wenn die Kraft senkrecht zur 7/-Ebene ge- 
richtet ist und umgekehrt wie die dritte Potenz des Abstandes von dieser Ebene 


variirt; es ist Hpv hkx ; daher U= -5-5 und (fi 2 v*) U hat die verlangte 

A. 
Form. (3) wenn die Kraft central gerichtet und derart ist, dass U = : 



3 m* 
worin 9 der Abstand des Massenpunktes von einem der beiden festen Punkte 

S-Y-, 2/ = 0, ^ = und m*l* = (* - A J ) (X s - ft 2 ) 

ist. Man bemerke, dass, wenn I = ^ oder =* A, d. h. wenn das Ellipsoid eine 
Ebene wird, m = ist. 

408. Beispiele zu den Momentankraften. Beisp. 1. Sin Ehombiis, der aus vier 
dwrcli Gelenlce verlundenen Staben lesteht, fdUtwmZustand der Euhe aus so, dass eine 
Diagonale vertical Ueibt, iwd d&r Eckpurild A stosst mit der Geschwindigkeit V gegen 
eine feste horizontale iwelastische Ebene. Man finde die folgende Anfangsbewegwg. 
Dies ist dasselbe Problem, das in 17G gelGst wurde; zum Vergleich geben wir hier 
zwei andre LSsungen, welchen beiden die Lagrange'schen Gleichungen zu Grunde 
liegen. 
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Die Masse eines jeden Staloes sei die Einheit, x die Ho'he des Schwerpunktes 
des Bhombus, die Neigung eines States gegen die Verticale. Nehmen wir x 
und 6 zu Coordinaten des Systems, so ist 

2 1 2 {'*+(** + a s )0' a } 
und, wenn P der Stoss am Punkt A ist, 

<JU"= P<S(o: 2a cos 6) = Pfltf + 2aPsin0<J0. 
Die Lagrange'schen Gleichungen sind nach 4=01 

4 (^ _ aj o ') = P, 4 (ft 1 + a 2 ) (0/ ') = 2 aP sin 0. 
Die Anfangs- und Endwerthe von x' sind a ' = 7, #/ = 2ao> sin 0, 
die von 0' sind ' = , 0/ = o. Setzt man daher & 2 = ya 2 und eliminirtP, so 

ergibt sich to = y -- -r~ - ^ > ' was ^^ ^ em Resultat in 176 ubereinstimmt. 

Bemerlvmg uber die Wahl der Coordinaten Gegen die eben gegebene LSsung 
lasst sich. einwenden, dass man alle Lagrange'schen Gleichungen hat benutzen 
miissen, obgleich die Momentankraft nicht gefonden werden soil. Will man die 
EinfUhrung der Momentankraft in die Grlewhungen vertneiden, so muss man die 
Coordinaten so wdhlen, dass die Variation der einen allein (wahrend die andre con- 
stant Ueibt) den Angriffspunkt des Stosses nicht dndert. Wenn man die Coordinaten 
x und 6 benutzt, so andert die Variation einer allein die Lage von A. Nimmt 
man dagegen und die Ordinate y des Punktes A, welcher die Ebene trifpfc, zu 
Coordinaten, so andert eine Variation von & allein die Lage von A nicht, und das 
virtuelle Moment irgend einer an A angreifenden Kraft tritt in der so gebildeten 
Gleichung nicht auf. Ebenso sollte man , wenn die Gro"sse des Stosses auf A ge- 
funden werden soil, eine Gleichung benutzen, die durch die Variation einer Coor- 
dinate, wie i/, -welche die Lage von A im Raum andert, gebildet wird. Die Coor- 
dinaten y und sind in 403 die Coordinaten des Zwanges bezw der relativen 
Bewegung genannt worden. Benutzt man sie, so ist 

sin0 + (k*+ a*+ 4a 2 sin 2 0) 0' 2 } . 



Die einzige jetzt nSthige Gleichung ist (TST) = , so dass man also U 

nicht zu berechnen braucht. Die Grenaen von y sind y Q f = F, g// = 0; <^e 
die von 0' sind ' = , 0/ = o Den Werth von co findet man ohne Schwierigkeit 
"Wenn der Boden elastisch ist, befolgt man die in 404 gegebene Begel. 
Da ' = , so findet man die Winkelgeschwindigkeit eines jeden Stabes nach 
dem Abprall durch Multiplication des eben fur unelastischen Boden gefundenen 
Werthes von co mit (1 + ) 

Beisp. 2. Sechs gleiche und gleichfSrmige Stabe bilden ein regelmassiges 
Sechseck und sind an den Eckpunkten durch Gelenke lose verbunden. Einer der 
St'abe wird senkrecht zu seiner Bichtung in seinem Mittelpunkt durch einen Stoss 
getroffen; man zeige, dase der gegenilberliegende Stab sich mit einem Zehntel der 
Gesch-windigkeit des getroffenen Stabes zu bewegen beginnt, 

[Math. Tripos, 1882.] 

Man nehme zur einen Coordinate den Abstand y des Angriffspunktes des 
Stosses von der re-Axe, welche parallel zum getroffenen Stab vorausgesetzt wird, 
und zur andern den Winkel 0, den jeder der anliegenden Stabe mit der #-Axe 
macht. Diese Coordinaten sind am vorthei 1 haftesten, weil eine Aenderung von 
allein den AngrifGspunkt des Stosses nicht verruckt. Beachtet man, dass cos = , 
so ist 

2 T = 6/ 2 + 12^/0' + 4 (3a* + fc 2 ) 0' 2 , 

vorin 2a die Lange eines Stabes bedeutet. Die allein erforderliche Lagrange'sche 
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3 T 
Gleichung druckt aus, dass -^ unverkndert bleibt und daher gleich Null ist. Da 

die Geschwindigkeiten der beiden Stabe yf und y + 2 a & sind, so ergibt sich 
das Resultat unmittelbar. 

Beisp. 3. Das eine Ende eines Balkens, der sich auf einer glatten hori- 
zontalen Bbene befindet, liegt fest; eine Kugel A yon der Masse ist in Be- 
ruhrung mit Thru und hat den Abstand a von dem festhegenden Ende. Man be- 
stimme, in welchem Abstand b eine andre Kugel B yon der Masse p den Balken 
direct treffen muss, damit der Eugel A durch den Stoss die grosstmQgliche Ge- 
schwindigkeit mitgetheilt wird. Der Balken und die Kugeln sind unelastisch. 

[Math Tripos, 1844.] 

Es sei & die Winkelgeschwindigkeit des Balkens, y die Geschwindigkeit 
der Kugel B ; die relative Geschwindigkeit, mit welcher sich die Kugel dem Balken 
nahert, ist dann ^ = j/' Iff und dU= Pdz. Nimmt man und s zni Coordinaten, 



so gibt die eine Gleichung 1^-1 die Anfangsbewegung. Es wird also 

o m 

^ durch den Stoss nicht verandert Man hat 2jr=(wa 2 + -affc s )0 /2 +ft(/ + &O 2 ; 
da die Grenzwerthe ' = , 0/ = co und ^ = v , g^ = sind, so erha.lt man 

(ma 2 + Jffc 2 + /t& 2 )eo = ^b^ daher ^& 2 =^= ma s + JfA 8 , 
wenn a> ein Maximum ist. 

409. Sir W. E. Hamilton tat den allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen eine andere Grestalt gegeben, die zuweilen sich besser dazu 
eignet, die allgemeinen Eigensehaffcen eines dynamiscnen Systems zu 
ennitteln. Diese Umgestaltung kann man aus dem Lemma in 410 
ableiten. 

In dem Polgenden beschranken wir uns auf die elementaren Eigenschaften 
der reciproken Beziehungen. Der G-egenstand wird im zweiten Band wieder auf- 
genommen und eingehender behandelt werden. Sir W. Hamilton's Beweis seiner 
Gleichungen fordert, dass T eine homogene quadratische Function der Ge- 
schwindigkeiten sei, was in der Dynamik im Allgemeinen richtig ist. Die Aus- 
dehnung auf den Fall, in welchem die geometrischen Gleichungen die Zeit espli- 
cite enthalten, verdanid; man Donkin, Phil Trans. 1864. 

410. Die reciproke Function 1 ). T sei eine Function le&iebiger 
Grossen, welche m<w, wie sich gleich #eigen wird, am besten 6', yf, etc. 
nennt. Es sei 



1) Aus diesem Lemma lasst sich die Mefhode, pwrtielle Differentialgleichiwgen 
dwrch reciprofte Beziefvmgen oMfzulds&n, die manchmal die Legendre'sche oder 
de Morgan'sche heisst, ableiten. Die partielle Differentialgleichung sei 
y(x, y^ $!, p, q) = 0, worm p und # die partiellen Differentialquotienten von 
*i nsicksc und y sind. Setzt man jer a = ^ + px + 23/, so ist nach dem Lemma 

x = t~& <y = & - Daraus folgt die Regel: substituire die Werthe von #, y, f t 

dp v<L 

aus den Hulfsgleichungen 



Eonth, DTnamik. I, 24 
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$-*, ff = , etc., 

cdsdann lasst sick 6', <p', etc. mittelst dieser Gleichungen durch u, v, etc. 
ausdrucken. Es sei ferner 

T% = 2\ + uff + vq> + etc, 

und TI sei durch u, v, etc. ausgedruckt, nachdem die Grrossen ff, y, etc. 
eliminirt wwrden. Lann wwd 

"k-tf, k_,f, etc. 

du ' cv ^ ? 

TI hann auch eine Function anderer Grrossen s&in, welche man, wie 
sich gleicli zeigen wird, am besten mit den Budistaben oJine Strich 6, <PJ etc. 
lezeiclmet. T 2 ist dann auch eine Function dieser Grossm und man er- 

-t *iT* 

92; 

- 



Urn dies zru beweisen, nekme man das to tale Differential von T 2 ; 
man erhalt 

dT -= d6 + - + ^^0'+ fl'iZtt + etc. 



Nach den Voraussetzungen des Lemmas verschwindet der ein- 
geklammerte Ausdruck. Wird nun T s als eine Function von ; u } <p, v, etc. 
allein und nicht von 6, y, etc. ; 0^ 9)', etc. ausgedriickt, so ist 



Setzt man die beiden Ausdriicke fur ZT 2 gleicli, so hat man 



Es ergibt sich auf diese Weise eine reeiproke Beziehung zwischen 
den Functionen T : und jP a . Man findet T 3 aus T durch Elimination 
von 8', q>', etc. mit Hulfe gewisser GHeichungen; man sieht jetzt, dass 
man T aus T 2 durch Elimination von u, v, etc. mittelst ahnlicher 
Gleichungen ableiten kann. Man nennt daher T 2 die recvproke Function 
von T a in Bezug auf die accentuirten Buehstaben 6', <p, etc. 

tmd bekandle p, g als Tinabhangige Variable. Man erhalt so eine neue Differential- 
gleichung, die sich unter Umstanden leichter auflOsen l,sst, als die frflhere. Die 
AuLi5snng sei z s * /"(p, g); alsdann las sen sich mittelat der Hfilfsgleichungen x, y 
und ^ dorch die beiden HGlfsgrOssen p und q ausdrucken, welche ausserdem eine 
geometrische Bedeutung- haben. Dieses Yerfahren lasst sich auf jede ^jizahl von 
Variablen und Ordntmgen ausdehnen. Auch kann man, wie in 418, die Gleichung 
fftr nur einen Theil der Yariablen nach Belieben modificiren. 

Beisp Die Differentialgleichung eei Cjp 2 + yf*= %\\ man zeige, dass 

<n (p (1 Q\ 1 

^^ ill \ a )\i woratis sicl1 , y, ie 1 als Functionen der HulfsgrSssen 

durch Differentiation ennittebi lassen, 
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411. Man beachte: Wenn T erne homogene quadratische Function 
der Buchstaben mit Strich 0', <p', etc. ist, so erhalt man 

uff + vg/ + etc. = 2T 

und mithin T 2 = T , aber in verschiedenen Varidblen ausgedrilcltt. Denn 
TI ist eine Function von 6', y, etc. und nicht von u, v, etc., wahrend 
T z eine Function von u } v, etc. ist und nicht von 6', <p', etc. Man 
bemerke, dass in diesem Fall T 2 eine homogene quadratische Function 
von u, v, etc. ist 

412. Ist 2i die lebendige Kraft eines dynamischen Systems, so 
ist dieses Verfahren mit dem TJebergang vom Gebrauch der Compo- 
nenten der Greschwindigkeit zum Gebrauch der entsprechenden Compo- 
nenten der Momente gleichbedeutend. Beide Arten lassen sich benutzen, 
urn die Bewegung des Systems zu bestimmen; manchmal bietet die 
eine mehr Vortheil, manchmal die andre. 

413. Beispiele zur reciproken Function. Beisp. 1. Die Lage eines KSrpers 
von der Masse M im Raum ist durch die rechtwinkligen Coordinaten x 1 y, z seines 
Schwerpunktes gegeben und die Winkelcoordinaten 0, 9, ^ seiner Hauptaxen fiir 
den Scnwerpunkt , me sie in Kap. Y 7 256 benutzt wurden Unter der Yoraus- 
setzung, dass zwei Haupttragheitsmomente gleich und |, ?j, g, u, v, w die Com- 
ponenten der Bewegungsgrbsse sind, die bez. a;, 3/ T %, 0, 9, y entsprechen, ist die 
lebendige EIrafb T l in 366, Beisp. 1 angegeben worden. Man zeige, dass die 
reciproke Function 

' , 

h 



2 -- M 
ist. 

Beisp. 2. Ist die lebendige Kraft T t durch den allgemeinen Ausdruck 



gegeben, so lasst sich zeigen, dass man die reciproke Function von T l in der Form 

w ... 

/ A A 

u ^L il ^2 . . . 



schreiben kann, worin A die Discriminante von T^ bedeutet. Die Coefficienten 
von it*, ? 2 , 2wt?, etc. in T 2 sind daher die Unterdeterm i TI anten der entsprechenden 
Glieder in T x nach Division durch 2^/. Siehe aucn Kap. I, 28, Beisp. 3. 

Beisp. 3. f, 7], etc. seien die partiellen DifferentiaJquotienten einer Function 
P von #, y, etc. in Bezug auf diese Variablen; man beweise, dass c, y, etc. auch 
die partiellen Differentialquotienten einer Function Q von |, 77, etc. in Bezug auf 
diese Variablen sind. Ist P homogen und von n Dimensionen, so lasst sich be- 
weisen, dass Q = (n 1) P ist. P kann z. B. das Potential bei der Attraction 
oder das Greschwindigkeitspotential in der Eydrodynamik sein. 

Beisp. 4. Man betrachte 2\ als Function von 6', qp', etc. und 4 sei die 
Hesse'sche Determinante von 2i, d. h. die Functionaldeterm JTT ante ihrer ersten 

d*T d*T 
Differentialquotienten nach &, g>', etc. Alsdann sind -^ , g^;, etc. den Mi- 

24* 
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noren der entsprechenden Elemente der Determinants d gleich, wobei jede TJnter- 
determinante ihr ricttiges Zeichen erhalten und durch d dividirt werden muss. 
Um dies zu beweisen, nekmen wir die totalen Differentials der beiden Relhen 

3 T oT* 

von Gleichungen u = 'fiW'* e * C- ' ^ ~ ~^~^ e * c< 

Aus der ersten Reihe ergeben sich d&, d<p\ etc. als Functioned von du, 
dv, etc . Substitnirt man in die zweite Beihe, so folgt das Theorem unmittelbar 

414. Die Hamilton'sche Transformation. Man setze L= T-f- U, 
so dass L die Differ&iz zwischen der kiaetischen und potentiellen 
Bnergie ist. Alsdann heisst L, wie in 399 erklart wurde ? die La- 
grange'sclie Function und die Lagrange'scten Grleichungen kann man 
in der typischen Form 



mit entsprechenden Grleichungen fiir alle Coordinaten schreiben. 

Ist H die reciproke Function Ton L f so heisst H die Hamilton'sche 
Function. Die Transformationsgleichungen sind 



mit akilichen Grleiclimigen fur aUe Coordinaten. Nach dem Satz uber 

7\ XT 

die reciproke Function ist ff =* -^ und nach der Lagrange'schen Glei- 

/5 7" /$ TT 

ehung u -^g- == -- gj- und ahnlich fur alle Coordinaten. Anf diese 



Art wird die eine typische Lagrange'sche Gleichung in der obigen 
Form in die beiden Harnilton'schen 



umgewandelt. Selbstverstandlich gelten ahnliche Gleichungen fiir alle 
Coordinaten. 

Wenn die geometrischen Grleichimgen die Zeit nicht explicite ent- 
halten ; so ist T eine homogene, quadratisene Function YOU (ff, <p f , etc.) 
und daher ^fl'+ vyf -{- eta == 271 Daraus folgt 

9 )'+etc. = 2 7 - U. 



Es ist dalier H die S&mme der kinetiscnen und potentiellen Bnergie 
und mithin die ganze Energie des Systems. 

415. Man drtidce die Lagrange'schen Gleichwngm fiir Stosshrafte 
in d&r Ham&ton'schen Form <ms. 

Wie aus 401 ersiettlich ist, lassen sich die Lagrange'schen 
Bewegungsgleichungen in der typischen Form 
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schreiben. 1st H die reciproke Function von T und ersetzt man w, v, etc. 
durch P, Qj etc., so erhalten sie die typische Gestalt 



416 Beispiele zn den Hamilton'schen Gleichungen. Beisp 1. Man leite 
die Gleichung der lebendigen Kraft aus den Hamilton'schen Gleichungen ab 

Da H eine Function von (0, gj, etc), (u, v, etc.) 1st, so erhalt man, wenn 
Accente wieder die totalen Differentialquotienten nach der Zeit bedeuten, 



so dass also der totale Differentialquotient von H nach t immer dem partiellen 
gleich ist Enthalten die geometrischen Gleichungen die Zeit nicht explicite, so 
verschwindet der letztere und man hat H = ft, wenn 7i eine Constante bezeichnet. 

Beisp. 2. Die Euler'schen Bewegungsgleichungen aus den Hamilton'schen 
Gleichungen abzuleiten. 

Wahlt man dieselbe Bezeichnung, wie in dem entsprechenden Satz fur die 
Lagrange'schen Gleichungen 406, so erhalt man 



A i * 

u = 7T7 = -Affl sin <gp + S o) a cos 



7 



O rn 

w = K 7 = ( A i cos <p + -Bcoj sin qp) sin + Co> s cos . 

Ehe mr die Hamilton'schen Gleichungen "benutzen kSnnen, muss nach 411 
die GrSsse T durch (w, 0, w) ausgedruckt werden. Zu dem Zweck iSsen wir die 
vorstehenden Gleichungen auf, um o 1 , o> 21 co s als Functionen von u, v, w zu. er- 
halten. Es ergibt sich 

- , / yi v COS 9 1 

w sin qp + (v cos w) . , 



und nach 414 



sin q? 
JBco a = ^ cos qp (c cos w) . g- 



H = 



Da wir nur eine Euler'sche Gleichung nb'thig haben, so wollen wir 

M _ ^ |? = 9 ' benutzen. 
^V 

Die erstere ergibt ^co, ^ + J5 a ^. |^ = C ^. nnd dies ist 

* QCp V<P O(p Utti 

dasselbe, me ^c,,^- 5,,^- ^=~C^-, woraus unmittelbar die 

dritte Euler'sche Gleiehung, 252, folgt. Die letztere der beiden Hamilton'schen 
Gleichungen fiihrt zu einer der geometrischen Gleichungen des 256. So sind die 
sechs Hamilton'schen Gleichungen den drei dynamisohen und den drei geo- 
metrischen Euler'schen aquivalent. 

Beisp. 3. Eine Kugel rollt eine rauhe schiefe Ebene hinab, ^wie in 144 
beschrieben wurde. Es ist T = ^wa a ^ a und U=*mga6 sin u. 1st es richtig, 
H der Differenz dieser Functionen gleioh zu setzen? Man mache die Probe auf 
die Antwort, indem man die in 144 gegebenen Bewegungsgleichungen ableitet. 



374 Kapitel YIEL Die Lagrange'schen Gleichungen. 

Beisp 4. Ein System wird auf die Hamilton'sclie Art auf Coordinaten 
0, 93, etc. und die entsprechenden Bewegungsgrossen , v, etc. bezogen; man 
wunscht die Coordinate!! mit x, y t etc. zu vertauschen, wobei 0, <p, etc gegebene 
Functionen von #, y, etc. sind Wenn man unter |, 77, etc. die entsprechenden 
BewegungsgrSssen versteht, zu zeigen, dass 

I U0,, + 09^ + -, ijt^ + ftyH ---- i etc. = etc. ist, 
worm die Indices, wie gewBhnlich, partielleDifferentiationen bezeichnen Man zeige 
ferner durch eine rein analytische Transformation, dass sich die Hamilton'schen 
Gleichungen mit 0, w, etc, in die entsprechenden mit x, |, etc. verwandeln. 

Beisp. 5. Die Lagrange'sche Function ist eine Function von 0, <gp, etc. und 
0', <p', etc. Tm Yorstehenden haben wir die reciproke Function mit Bezug auf 
0'' 93', etc. genommen; wir batten sie aber auch bez. 0, g>, etc nehmen k8nnen. 
Das folgende Beispiel wird dies erliiutern. 

Es sei T* oder L die Lagrange y sche Function und, um der bisnerigen Be- 

0/77 /57 1 

zeichnungsweise moglichst nahe zu kommen, sei U = -j^- , F=* y- 1 - , etc. Ist 



dann T 8 die reciproke Function von 2^, so fahrt die der Eamilton'schen ent- 
sprechende Transformation zu den typischen Grleichungen 



Um sicn davon zu uberzeugen, reicht es bin, wenn man beacktet, dass 
T 9 = T^ + UO + V(p + ist. Nach dem Lemma in 410 bat man dann 

T P T 1 ^3 V 

Li _ _ LI un ^ -orf= 0, woraus sicb die Eesultate mittelst der Lagrange- 
scnen Gleicbungen unmittelbar ergeben. 

417. Die Analogie mit reciproken Beziehungen derGeometrie. DieHamilton- 
sche Umformung der Lagrange'scben Gleichungen bat eine bemerkenswerthe 
Analogie mit der Aufgabe der Geometrie, zu einer Fl/che ihre reciproke zu suchen. 
Man nehme z. B. an, das System habe drei Coordinaten 0, 93, ^ und die lebendige 
Kraft Tj sei eine homogene quadratische Function der Geschwindigkeiten 0', 9?', ^'. 
Man kann 0', qp', i/>' als Cartesische Coordinaten eines darstellenden Punktes P 
betrachten, dessen Lage und Bahn dem Auge die momentane Bewegung des 
Systems yorfuhrt. Diese Coordinaten von P lassen sich aus den Lagrange'schen 
Gleichungen ermitteln Auf gleiche Weise kann man die Hamilto n'schen 
Variablen w, v, w als Cartesische Coordinaten eines andern Punktes Q betrachten, 
dessen Lage und Bahn die augenblickliche Bewegung des Systems ebenfaUs dar- 
stellt. 

Nimmt man irgend welche momentanen Werthe 0', qp', ty', so liegt der Punkt 
P irgendwo auf der Flache zweiten Grades T^ = Z7, wenn U der augenblickliche 

Werth der Kraftefonction ist. Weil nunw = ^, v=== |?l i w==s |^1 ^ so 

muss offenbar auch Q auf einer Flache zweiten Grades liegen, die polar reciprok 
zur FlSche T^ in Bezug auf eine Kugel ist, deren Centrum im Coordinatenanfang 
liegt imd deren Eadius "|/2T? ist. 

Diese reciproke Flache zweiten Grades sei T a = U. Da nun diese beiden 
Flachen reciproke Eigenschaffcen besitzen, so ist offenbar 



, 

TO = - * , lb 

y dv ' v 

Beisp. 1. Die Coefficienten der beiden Flachen zweiten Grades T und T* 

fiT AT 

seien Functioned einer Grdsse 0; man zeige geometrisch, dass ^-= ^~ ist, 
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Daraus leite man die iibrigen drei Hamilton'schen Gleichungen ab, namlich 

o -rr Q TT p TT 

/ ' = T 2 U ist Siehe des Yer- 



fassers Schrifb uber ,,StdbiUty of motion" S. 62. 

Beisp. 2. Man zeige, dass die in der Geometric gebrauchliche Form von !T 2 
dieselbe ist wie in 413, Beisp 2. 

418. Die modiflcirte Lagrange'sche Function. SirW. Hamilton 
transformirt alle accentuirtenBuclistaben 6', <p', etc. in die entsprectenden 
Buchstaben u, v, etc. Man kann das Lemma aber aiich so anwenden, 
dass man nwr einen Theil der Lagrange'schen Coordinates, mit den ent~ 
sprechenden Hamilton'schen vertaiisclit und die andern ungeandert lasst. 
Man erlialt so eine Mischung der beiden Arten von Gleichungen. 
MiUelst einer und derselben Function Tcann man die Lagrange'schen 
Gleichungen fur diejenigen Coordinaten gelrauchm, fur welche sie sich 
am meisten eignen und die Hamilton'scJien filr die iibrigen Coordinaten, 
wenn wir diese filr angemessener halten. 

Das Wesentliche der Theorie, -wie sie in den 418425 dargestellt wird, 
ist des Verfassers Stability of Motion, 1876, entnommen. 

419. Urn dies besser einzuselien, betrachte man ein System, 
welches von vier Coordinaten ; q> ? | 7 ^ abhangt. L sei die La- 
grange'sclie Function. Man nehme nun an, man wolle die Lagrange- 
schen Gleichungen fur die Coordinaten |, ^ und die Hamilton'schen 
fur 0, cp gebrauchen. Zu diesem Zweck benutzen wir die beiden Trans- 

r\ -r -T 

formationsformeln - = u --4 = v und setzen 



Man erhalt wie in 414 die beiden B/eihen von Hamilton'schen 
Gleichungen 



ax, 
"" 



!' und v[ sind alsdann unter die nicht accentuirten Buchstaben, von 
denen in dem Lemma, 410, die Rede war, einzusehliessen, woraus 
sich ergibt 



mit zwei ahnlichen Gleichungen fur y. Auf diese Art bleiben die 
beiden Lagrange'schen Gleichungen fur | und vj auch gultig, wenn 
man L durch L 2 ersetzt. Man erhalt so die beiden Reihen von La- 
grange'schen Gleichungen 
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420. Die Function L a konnte man die modificirte Function 
nennen, es 1st aber passender, diesen Namen der Function mit dem 
andern Vorzeichen zu geben. Die Definition lasst sich so fassen: 

1st die Lagrange'sche Function L eine Function yon 6, 6', <p, <p', etc., 
so ist die modificirte Function z. B. fQr die beiden Coordinaten 6, cp 



% T % T 

worm u = iff- , v o ? und angenommen ist, dass man 8', gf aus der 

Function I! eliminirt hat Auf diese Art ist L eine Function von 0, 
<p, 0', <p' und alien andern Buchstaben, L eine Function von 6, % u, v 
und den tibrigen Buchstaben. 

Diese beiden Functionen L, L' besitzen nach 410 die Eigen- 
schafb, dass ihre partiellen Differentialquotienten nach alien Buchstaben 
mit Ausnalime von 6 f , y>' y u, v dieselben sind. In Bezug auf diese vier ist 



Man kann die dynamiscLen Gleictungen far die Coordinaten, be- 
ziiglicli welcher die Function nach. der Hamilton'schen Eegel modi- 
ficirt wurde, so bilden, als ob L s == L' die Hamilton'sche Function 
ware, und fur die ubrigen Coordinaten nach der Lagrange'schen Regel, 
als ob entweder L z oder L' die Lagrange'sche Function ware. 

Die Function L% kann man auch die reciproke Function der La- 
grange'schen L t in Bezug auf die Coordinaten 0, 9, etc. nennen, weil 
sie ebenso aus L^ abgeleitet wird ; wie T 2 aus T in 410 mit der 
Ausnahme, dass man nur an gewissen Coordinaten die Operation vor- 
niittmt. Es ist jedoch angemessener, die beiden Operationen durch ver- 
schiedene Worte zu unterscheiden. Wir werden unter Reciprocation die 
Vertauschung otter und unter Modification die Vertauschung nur eines 
Theils der Coordinaten verstehen. 

421. Nachdem die no&ngen Ettminationen aw&gefi&hrt worden sind, einen 
aUgemeinen Awdirwlk f&r die modificirte Lagrangtfsche Function isu fmden. 

Die lebendige Kraft T sei durch den homogenen quadratisoheE Auadruck 



, so dass die Lagrange'sche Function X = T+ U" ist, worin U eine 
Puiction der Coordinaten 0, g?, |, etc. bedeutet. Wir wollen L in Bezug auf 
0, 9, etc. modificiren, wShrend mit |, TJ, etc. nach der Lag-range'schen Regel 
Teifahren werden soil. Wir haben daher nach 420 mit Htilfe der Gleidmngen 



etc. ass etc. 
6' und cp* zu eliminiren. 
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Der Kiirze halber -wollen wir statt der rechten Seiten dieser Gleichungen 
u X, v F, etc schreiben. Da T eine homogene Function ist, so hat man 

'2 

" \ i * * (2) ' 

... + 10> + X) + lcp>+F)+etc. 

Nach der Definition ist aber die modificirte Function U = L 3 

i &(u X) -i- <p' (t; Y) etc. 

Lost man die Gleichungen (1) auf, so erhalt man mit Hiilfe von Determinanten 
0*, g/, etc. als Functionen von ', ?j' 7 etc, Substituirt man ihre Werthe in den 
Ausdruck (3), so ergibt sich 

0, u-Z, 

r s 



(3). 



worin 4 die Determinante der Glieder in T ist, welche nur 6', 9', etc. enthalten. 
Man kann es auch aus der vorstenenden Determinante ableiten, wenn man die 
erste Vertical- und Horizontabeihe wegl'asst. 

Die Determinante 1'asst sich zerlegen und die modificirte Function in der 
Form schreiben 



u+ 



o, u, 



T T 

*oo 09 

oy ' (ptpi 



0, 



00 



r, r 



o, 



r, 



-w T T 

' 00) (D 



om o m 

worin w, 0, etc. wie gewolmlicli fur r, 7, etc. stehen und Z, F, etc. durch. 



^7, 



etc. 



gegeben eind, so dass man X, 3T, etc. aus , , etc. erhalt, indem man die Grlieder 
wegiasst, -welche 0', y, etc., d. h. die Coordinaten, auf die man die Hamilton- 
schen Gleichungen anwenden mil, enthalten, 

Man beachte, dass die erste der drei Determinanten in dem Ausdruck fur U 
nur die Momente u, 0, etc. und die Coordinaten enthalt. In der z-weiten kommen 
w, v, etc. nicht vor, degegen ist sie eine quadratische Function Ton {', TJ', etc. 
Die dritte enthalt Glieder vom ersten Orad in Bezug auf f, rf, etc. multiplicirt 
mit den Momenten U, v, etc. 
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422, Der Fall felilender Coordinaten. In vielen Fallen von 
kleinen Schwingungen urn einen Zustand stationarer Bewegung und in 
einigen andern Problemen enthalt die Lagrange'sche Function L einige 
der Coordinaten wie ; g>, etc. nicht, obgleich sie eine Function ihrer 
Differentialquotienten 0', g>', etc. ist; zu gleicher Zeit kann sie die 
iibrigen Coordinaten |, )?> etc. sowohl als ihre Differentialquotienten 
6', if, etc. enthalten. Ist dies der Fall, so werden die Lagrange'schen 
Gleichungen fitr 0, tp 9 etc. j- = 0, etc. Durch Integration er- 

halt man 

& L o L 



worin u, v f etc. absolute Constante sind, deren Werthe sich aus den 
Anfangsbedingungen ergeben. Mit Htilfe dieser Grleickingen lasst sicli 
B' ? tp, etc. durch |' ; rf, etc. ausdriicken, so dass das Problem sick in 
der That darauf reducirt ? |, ij, etc. zu ermitteln. 

Prof. J. J. Thomson (Phil Trans. 1885 und Applications of dynamics 
to physics and chemistry, 1888) hat YorgescLlagen, solche Coordinaten, 
yon denen nur die Differentialquotienten in der Lagrange'schen Function 
auftreten, kinosthenische oder G-eschwindigTceitscoordinaten zu nenneri. 

Das Verfahren, welches dazu dient ? die ubrigen Coordinaten |, rj, etc. 
zu ermitteln, lasst sich jetzt yereinfachen, indem man die Lagrange'sche 
Function so modificirt ; dass die Variablen 6', <p' 7 etc. eliminirt und an 
ihrer Stelle die constanten Grossen u 9 v, etc. eingefiihrt werden. Man seize 

L' = L ue' V(p'... 

und diminire 8', 9?', etc. mit Hiilfe der eben gefmdenen Integrate. Die 
Cfleichungen $ur JEnnitfhmg von %, TJ, etc. ergeben sich, wenn man + L' 
als Lagrange'sche Function behandett. 

423. Wenn das System vom Zustand der Huhe ausgeht } nimmt 
die modificirte Function eine einfache Gestalt an. Die La grange 'ache 
Function L sei z. B. eine homogene quadratische Function von 8', y>, etc. 
Man erhalt dann mitBeziehung,auf die obigen ersten Integrale, wenn man 
berttcksiclitigt, dass die Anfangswerthe von 0', g?' 3 etc. sammtlichNull sind ; 
u = ; v = ? ' etc. = 0. 

Die modificirte Function If ist ddher der iwspriinglichen Fmction 
gleich, aber verschieden ausgedrtickk Die Function L ist eine Function von 
6 f , <p', etc.; die Function L' ist derWerth voni, nach dem die Differential- 
quotienten r , <p f , etc. mit Hiilfe der ersten Integrale eliminirt worden sind. 

Das Eesultat der Elimination kann man aus 421 afcleiten. Die erste und 
dritte Detemdnante sind Her Null. Man hat daher 

o, x, r,,. 






etc. + CT+- 



"3T 

^i 



'oo 1 
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Man kann diesen Ausdnick aus der Lagrange'schen Function L einfach 
dadurch ableiten, dass man alle Glieder, icelche die zu eliminirenden Differential- 
guotienten 0', 9', etc. enthalten, wegldsst und die dbige Determinante Timzufugt. 

424. Das Sonnensystem als BeispieL Es mSgen sich, um ein Beispiel zu 
geben, drei Punkte von den Massen n\ , w 3 , w*, gegenseitig nach dem Newton'schen 
Geaetz anziehen und sich auf beliebige Art in einer Ebene bewegen Bezieht man 
sie auf irgend welche rechtwinklige Axen, so sind ihre lebendige Kraft und Krafte- 
function Functionen der sechs Cartesischen Coordinaten und ihrer Differential- 
quotienten. Wir kSnnen aber den Coordinatenanfang verriicken und die Axen 
um inn drehen, ohne die lebendige Kraft oder die Kraftefunction zu andern. 
Daraus folgt, dass jede dieser Functionen von drei der Coordinaten unabhangig 
ist, obwohl sie von ihren Differ entialquotienten nach. der Zeit abhangen kann 
Die Lagrange'sche Function lasst sich daher modificiren und nur von den drei 
andern Coordinaten abhangig machen. 

Die lebendige Kraft des Systems ist der lebendigen Kraft der ganzen im 
Schwerpunkt vereinigten Masse gleich, zusammen mit der lebendigen Kraft in 
Bezug auf den Schwerpunkt. Die erstere ist leicht anzugeben und in unsrem Fall 
eine Constante; wir wollen uns zur letzteren wenden. 

Es sei 6r der Schwerpunkt; man ziehe G-u, Gfi, Gy, die nach Eichtung 
und GrQsse die Geschwindigkeiten der drei Massenpunkte darstellen, d. h. die 
Radienvectoren ihrer Hodographen sind. Dann repr'asentiren die Seiten des Dreiecks 
fl?py die relativen Geschwindigkeiten der Massenpunkte und die lebendige Kraft 
des Systems ist m^ 6ra a + w 2 6r(J 2 -f w s 6ry 2 . Daraus, dass die Componente der 
Bewegungsgrgsse des Systems in Bezug auf seinen Schwerpunkt in jeder Bichtung 
Null ist, folgt, dass G der Schwerpunkt dreier nach a, |3, y gebrachter Massen- 
punkte m z , m 2 , m 3 ist Nach einer bekannten Eigenschafb des Schwerpunktes 
hat man 



worin p die Summe der Massen bezeichnet Daraus folgt unmittelbar, dass die 



lebendige Kraft eines Systems in Bezug auf seinen Schwerpunkt = -=; - ist, 

wo t> 18 die relative Geschwindigkeit der Massenpunkte ?^ , m s bezeichnet. Diese 
Formel fur die relative lebendige Kraft gilt offenbar far jede ATizalil von Massen- 
punkten. Sir B. Ball hat sie in den Astronomical Notices, M'arz 1877, auf eine 
andre Art abgeleitet. 

Es seien a, &, c, A, JB, 0, wie gewShnlich, die Seiten und Winkel des 
Dreiecks, welches durch Yerbindung der Massenpunkte entsteht. Es sei der 
Winkel, den die Seite c mit irgend einer im Raum festliegenden Geraden bildet; 
Accente mggen, wie bisher, die Differentialquotienten nach der Zeit bezeichnen. 
Man hat dann 



6' + A')*} + 
{a'* + **(&'-&)*} 
und, wenn T die lebendige Kraffc in Bezug auf den Schwerpunkt bezeichnet, 



worin P, Q, It Functionen des Dreiecks aHein und nicht von 6 sind. Man hat 
+ %m s & s + 
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Wie diese Functionen auszudrucken sind, hangt von den Coordinaten ab, 
die man gebrauchen will. Man kann beliebige drei Stucke des Dreiecks mit 
Ausnahme aller drei Winkel zu Coordinaten wahlen. 

Beisp. Unter der Annahme, es sei am vortheilhaffcesten, die Abstande b 
und c zweier Massenpunkte von dem dritfcen und den Winkel A t den die Abst&nde 
an dem dritten Punkt bilden, zu Dreieckscoordinaten zu wahlen, zeige man, dass 
P, $, JR sich durch &, c, a und ihre Differentialquotienten allein mit Hiilfe der 
Gleichungen 

a* = b* + c 2 2 be cos A) 

~ (bcsmA) b*A' + a*B' -f Zbc sin A, 



= &' 2 + c' 2 
ausdriicken laasen Sie lassen leichte geometrische Auslegungen zu. 

425. Man kann die Lagrange'sche Function aucn mit Bezug auf modi- 

O orr 

ficiren. Zu dem Zweck seize man u = 5^7= -P^' + Q- Man beachte, dass w 

Gtf 

nacn 422 eine absolute Constante ist, weil die Krafbefunction U keine Function 
von ist. Wir bilden nun die modificirte Function 



welche man benutzen kann, als ware sie die Lagrange'sche Function, um alle 
Aenderongen des die drei Massenpunkte verbindenden Dreiecks zu ermitteln. 

Zu beachten ist auch, dass die Winkelgeschwindigkeit 0' im Kaum der Seite 
des Dreiecka, welche TT&J und w a verbindet, durch die Gleichung P& + Q = u 
gegeben 1st, worin u eine Constante bedeutet. 

Beisp. 1. Man zeige, dass P dem Tr&gheitsmoment der drei Massenpunkte 
fur den Schwerpunkt gleich ist. 

Beisp. 2. Zeige, dass man p*(PR $*) in die syrnmetrische Form 

2 + 7?^% a'* } + 



bringen kann. 

Beisp. 3. Zeige, dass die Groese u der Winkelbewegungsgr&sse des Systems 
nm den Schwerpunkt gleich ist. Siehe 397 und 402. 

Beisp. 4. Zeige, dass man pQ jede der beiden Fonnen 

und 



geben kann, wobei die Wirkung des Umtausches darin besteht, dass man zu der 
Lagrange'schen Function U eine Gr6sse, die J5' bez. C f/ gleichkommt, addiren 
muss. Siehe 399, Beisp. 2. 

426. Nicht conservative Kr&fte. Man erEare, wie die Lagrwge'schen 
gebraucht warden, w&jm em Theft der Erafte mcht conservatw ist. 

Die Lagrange'schen Grleichungen konnen in der in 399 gegebenen Form 
HUT dann benutzt werden, wenn die Kraffce, welche an dem System angreifen, 
eine Krafbefunction besitzen. Wenn jedoch Pdd die virtuelle Arbeit der gegebenen 
Eraffce ist, welche man durch alleinige Tariation. von erhalt, Qdy die durch 
alleinige Variation von g> erhaltene u, s. w., so kann man offenbar nach 397 

j ft rn fi rp 

den Lagrange'schen Gleichungen die typische Form geben -=- i& -~- *= P. 
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427. Es 1st offc von Vortheil, die Krafte, welche an dem System angreifen, 
in zwei Gruppen zu trennen. Zuerst kommen diejenigen, welche conservativ sind. 
Die Tbeile von P T Q, etc , welche durch diese Krafte hervorgerufen werden, 
lassen sich durch Differentiation der Kraffcefunction nach 0, <p, etc. ermitteln. 
Zweitens diejenigen, welche nicht conservativ sind, wie die Reibung, einige Arten 
von Widerstanden etc. Die durch sie erzeugten Theile von P, , etc. mussen 
auf die aus der Statik bekannte gewohnliche Art mittelst der virtuellen Arbeit 
gefunden werden. 

Obgleich die nicht conservativen Krafte eine Kr'affcefanction nicht zulassen, 
so lassen sich ihre virtuellen Arbeiten doch zuweilen durch einen Differential- 
quo tienten andrer Art darstellen. Man nehme z. B an, ein Theil der an dem 
Massenpunkt eines Korpers angreifenden Krafte sei derart, dass ihre Componenten 
parallel zu drei rechtwinkligen im Raum festliegenden Axen den Geschwindig- 
keiten des Massenpunktes in diesen Richtungen proportional sind. Die virtuelle 
Arbeit dieser Krafte ist 



worin ^, fi 2 , ^ s drei Constante bedeuten, die negativ werden, wenn die Krafte 
Widerstande sind. Bewegen sich z. B. die Massenpunkte in einem Mttel, dessen 
Widerstand der Geschwindigkeit, mit einer Constanten % multiplicirt, gleichkommt, 
so ist jede der Grossen ^ T ^ , (i 9 gleich K. Man setze 



Da (a?, j/, z) Functionen von 0, g>, etc sind, welche sich aus den geo- 
metrischen Bedingungen des Systems ergeben 7 so ist, wie in 396, 

dx dx , . 
x =-8t+W 6+ --- 

mit ahnlichen Ausdrucken for die ubrigen Coordinaten. Substituirt man, so er- 
halt man F als Function von 0, qp, etc., 0', 9', etc Man sieht auch, dass, wie 

ia 397, 7 = TT ist. Durch partielle Differentiation von F hat man 



und deshalb 

~W S6 ~ 



etc.). 



In diesem Fall daher, wenn U die Kraftefunction der conservativen Krafte 
ist, F die eben definirte Function, $6, ^^9, etc. die virtuellen Arbeiten der 
ubrigen Kraffce, lassen sich die Lagrange'schen Gleichungen schreiben 

d dT dT _dU dF 

^^ ' 



und ahnliche Gleichungen fur qp, i/>, etc. aufstellen. 

Man beachte, dass die Function JP, wenn die geometrischen Gleichungen 
die Zeit nicht explicite enthalten, eine quadratische homogene Function von 
0', g>', etc. ist, 

Wenn die KrSfte, deren Wirkungen in F auffcreten, Widerstande sind, so 
werden ^, f^, ^ a , etc. negativ. Als d arm ist F eine ihrem Wesen nach positive 
Function der Geschwindigkeiten und gleicht in dieser Hinsiclit der Function T, 
welche die lebendige Kraft darstellt. 

Behandelt TPRT> die obigen Gleichungen genau so, wie die Lagrange'schen 
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Gleichungen in 407, behandelt mirden, urn das Priacip der lebendigen Kraft zu 
finden, so ergibt sicli 

j Q T7T 

^(T 77) 6' + etc. ^0' etc.; 

in dies em Fall ist aber auch F eine homogene Function von 6', etc. Daher 
~<T IT) = 0' + etc. - 2F. 

* 

Daraus folgt, dass, wenn die geometrischen G-leichungen die Zeit nicht explicite 
enthalten und *wenn keine Kraffce vorhanden sind ausser solchen, die sich in die 
Kraffceftinction U und die Function F einschliessen lassen, F die halbe Ge- 
sclrwindigkeit darstellt, mit welcher die Energie das System verlasst, d. h. veraus- 
gabt word. 

Den Gebrauck dieser Function hat Lord Bayleigh in den Proceedings of 
the London Mathematical Society, Juni 1873, verges chlagen. Br hat die Function 
F die Disstpationsfunetion genannt. 

428. Beisp. 1 Irgend zwei Massenpunkte eines dynamisclieii Systems 
wirken gegenaeitig mit einer Eraffc aufeinander ein, deren Componenten in drei 
festen rechtwinkligen Richtungen den bezuglichen Geschwiadigkeiten der Massen- 
punkte in diesen Bichtungen parallel sind; man zeige, dass man diese Compo- 
nenten in die Disaipationsfunction F einschliessen kann. Sind F a , F y , V z die 
Componenten der Geschwindigkeit, ^V x ^ foV y , fi & V, die Componenten der Ab- 
stossungskraffc, so ist der Theil von F, der aus ihnen Lervorgeht, gleich 



Dieses Beispiel ist der eben citirten Abhandlung entnommen. 

Beiep. 2. Ein fester Kffrper bewegt sich in einem Mittel, welches auf 
jedes Element seiner Obei-flache zum Theil mit Reibungswiderstanden, zuna Theil 
mit Widerstanden normal znr Oberflache wirkt Jeder dieser Widerstande ist, 
auf die Flacheneinheit bezogen, der Componente der Geschmndigkeit in seiner 
eignen Bichtung, mit der namlichen Constanten multiplicirt, gleich, Man zeige, 
dass sich diese Widerstande in eine Dissipationsfonction F einschliessen lassen, 
wobei 

F=^{o(u*+v*+w*)+An x *+3u y *+Cu a *2l>n^ 

wenn c den Flacheninhalt, A, JB, etc. die Tr&gheits- und Deviationsmomente der 
Olerflache des Ebrpers und (w, ^, w) die Componenten der Geschwindigkeit des 
Schwerpunktes von c bedeuten. 

429. TJntestiniinte Multiplicatoren , etc. Man erMare, wie die 
Lagrange'schen Grlewhtongen m gewiss&n F&tten #u gebrmchen sind, wenn 
die geometrischen Gleichungen Differentialguotiewtm nadh der Zeit enthalten, 

In 396 ist darauf hingewiesen worden, dass die in den Lagrange- 
schen Gleiclmngen benutzten unabhangigen Variablen 0, tp, etc. so gewahlt 
werden mtlssen, dass sich alle Coordinaten der Korper des Systems durch 
sie ausdrticken lassen, ohne dass man notliig hatte 0', g/, etc. eioauftiiiren. 
Wenn aber eine Bewegnng, wie die eines auf yollkommen rauber Flacte 
rollenden Korpers in Frage steLt ? so lasst sich die Bedingung, dass 
die relative Geschwindigkeit der Beruhrungspunkte Null sein muss 7 
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manchmal durch eine Gleichung ausdriicken, die, \rie in 137, noth- 
wendiger Weise Differentialquotienten der Coordinate!! nach der Zeit 
enthalt. Zuweilen kann die Gleichung, welehe diese Bedingung aus- 
driickt, integrirt werden. Wenn z. B. eine Kugel auf einer Tauten 
Ebene rollt, wie in 144, so ist die Bedingung x aB' = ; aus 
der man durch Integration x aB = 6 erhalt, wo ~b eine Constante 
bedeutet. In solchen Fallen lasst sich die Bedingung als eine der 
geometrischen Beziehungen der Bewegung benutzen und auf diese Art 
die Anzahl der unabhangigen Variablen um eine reduciren. 

Wenn aber die Differentialquotienten sich nicht leicht aus den 
Bedingungen ausscheiden lassen, ist es oft Ton Vortheil, die Reactionen 
und Reibungen in die Gleichungen zwischen den nicht conservativen 
Kraften auf die in 426 erklarte Art einzufuhren. Jede Reaction hat 
eine Bedingungsgleichung im Gefolge und es sind daher stets Gleichungen 
genug vorhanden, um die Reactionen zu eliminiren und die Coordinaten 
des Systems zu bestimmen. 

Die Elimination der Reactionen ist im Allgemeinen am leichtesten 
auszufiihren ; wenn man die allgemeine Gleichung der yirtuellen Arbeit 
benutzt und dem System nur solche Verriickungen gibt ; welche die 
virtuelle Arbeit dieser Krafte verschwinden lassen. Wir wollen an- 
nehmen, um einen Anhaltspunkt fur unsre Vorstellungen zu gewinnen, 
ein Korper rolle auf einer vollkommen rauhen Flache; es seien 6, g? 7 etc. 
die sechs Coordinaten des Eorpers; nach 137 existiren dann drei 
Gleichungen von der Form 



woraus sich die beiden andern ergeben ; wena man 2 und 3 statt 1 
als Index schreibt. Diese drei Gleichungen drucken aus, dass die 
Componenten der Geschwindigkeit des Beruhnmgspunktes in drei 
Richtungen Null sind. Die Gleichung der yirtuellen Arbeit lasst sich 
sckreiben ( 398) 



worin U die Kraftefunction der gegebenen Krafte ist. Da die virtuelle 
Arbeit der Reactionen am Beruhrungspunkt weggelassen wurde, so 
gilt die Gleichung nur fur solche Variationen von ; 9?, etc., welche 
verursachen, dass der Korper auf der rauhen Flache rollt. Die geo- 
metrischen Gleichungen L^ f L^ L B drucken aber aus, dass der Korper 
auf irgend eine Art rollt, daher sind S6, $y>, etc. durch drei Gleichungen 
von der Form 

J^fl + JB^jH ---- = ...... (3) 

verbunden. 

Durch Benutzung der Methode der unbestimmten Multiplicatoren 
(siehe 400) werden die Gleiehungen der virtuellen Arbeit auf die ge- 
wohnliche Art umgeformt in 
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'- <> 



land in ahnliche Gleichungen fur die andern Coordinaten tp, 4>, etc. 
Sie reichen in Verbindung mit den drei Gleichungen ftir L , 2? L s 
aus, urn. die Coordinate!! des Korpers und A, (i, o> zu bestimmen. 

Das Yerfahren wird sehr yereinfacht, wenn man die geometrischen 
Gleichungen ftir 1; 2 , L 3 durch Elimination so umformt, dass ein Diffe- 
rentialquotient z. B. Q r aus alien Gleichungen mit Ausnakme der ersten 
wegfallt, ein andrer z. B. <p' aus alien mit Ausnabme der zweiten u. s. f. 
1st dies geselielien, so wird die Gleiching ftir 6 

a dT dT du, .8 in 



Daraus ergibt sicti H sofort. Die Werfche von /x und v findet man 
aus den entsprechenden Gleichungen flir <p, ty. Ihre Werthe kann man 
dann in die iibrigen Gleichungen einsetzen. 

430. Die Methode der unbestimmten Multiplicatoren ist in der 
That eine Einfllhriing der unbetannten Reactionen in die L agr ange 'schen 
Gleichungen. Es seien z. B. B, R%, R B die Componenten der Reaction 
am Bertiirungspunkt in den Richtungen der drei Geraden, "welche bei 
der Aufstellung der Gleichungen fiirLi, i 2 ,i s benutzt wurden. Alsdann 
sind i l7 -L 2; L$ den Componenten der relativen Geschwindigkeit der 
Beruhxungspunkte proportional. Diese Componenten mogen ^L^^L^ y 

sein. Wird nun S allein yariirt, so ist die yirtuelle Geschwindigkeit 



yon RI gleich v^A^SB^ wofur man auch ^^-SQ schreiben kann. 



Auf ahnliche Art sind ^ ~^? 86 und x & -^ $6 die virtuellen Geschwindig- 

keiten yon E s und S B . Daher haben nach 426 die Lagrange'schen 
Gleichungen die Form 
d dT dT < 



Vergleicht man diese Gleichungen mit den durch die Methode der 
unbestimmten Multiplicatoren erhaltenen, so ergibt sich ; dass A ; p, v 
den Componenten der Reactionen proportional sind. Der Yortheil 
beim Gebrauch der Methode der unbestimmten Multiplicatoren besteht 
dariity dass die Reactionen mit dem geringsten Aufwand an algebraischer 
Rechnung und in einer Art eingefahrt werden, wie sie ftir die Losuiig 
des Problems am yortheilhaftesten ist. 

431. Die Yertanscliifflg der unabhangigen Yariablen. Ein System yon 
OT Freiheitsgraden ist dnrch die Ausdrficke filr seine Hnetische Energie T und 
die ErSftefonction U definirt. Wir nehmen an, die geometrisclxen Gleichungen ent- 
hielten die 2eit nicnt explicite, so dass T eine homogene Function yon der Form 
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r= j^e-' + ^ev-i- .......... (i) 

1st. Die Gleichung der lebendigen Kraft gibt 

..... (2). 



Sind die Anfangswerthe der Coordinate*! und die Anfangsgeschwindigkeiten ge- 
geben, so ist auch die Constante G bekannt 

Wir wollen mm die linke Seite der Gleichung (2) mit P multipliciren und 
die rechte mit derselben Gro'sse dividiren, unter P eine willkiirliche Function der 
Coordinaten verstanden. Damit die Gleichung bestehen bleibt, yertauschen wir 
die unabhangige Variable t mit r, so dass d-c Pdt ist. Der Deutlichkeit wegen 
mSgen in diesem Paragraphen an den Coordinaten angebrachte Indices, also 
0i 9>i i etc - > ebenso die DifFerentiationen nach x angeben, wie die Accente Diffe- 
rentiationen nach t. Es ist dann 9' = P0 l<t q>' = Pcp^ etc. Die Gleichung der 
lebendigen Kraft wird 



Der Satz, der zu beweisen ist, sagt aus: "Wenn man 



setzt und T a , U s nach den Lagrange'schen Regeln so behandelt, als waren sie 
die kinetische Energie und Kraftefunction eines neuen Systems, kommt man zu 
denselben Bewegungsgleichungen, als hatte man die ursprunglichen Tund U des 
gegebenen Systems benutzt. 

Da dx == Pdt, so ist offenbar 

Die Lagrange' sche Gleichung 

AJ1Z iL-L^HE. .... ( 5 ) 

wird 

J O A '~~~ O ft ~~~ "" ~n O f\ I TTi Q /J 

CtT fuj C'l/ JiT vv * Ov 

Benutzt man die Gleichung der lebendigen Kraft U -|- G = P T 2 , so wird 

o rr i /nr 

die rechte Seite identisch mit -^ ^ ; die La grange 'sche Gleichung erhalt 

daher die Form 

d dT a dT d U+G , R . 



welche den veranderten Bedingungen entspricht. 

Als Beispiel wollen wir die Liouville'sche LSsung, 407, nehmen, wenn 
2 1 7 3f(Pd /2 + gj /s ), worin P nur eine Function von 6 und Q nur yon 9 ist. 

Die Gleichung der lebendigen Kraft ist M(PO'*+ Qy'*) U + 0. 

Multiplicirt man mit M und setzt Melt dt, so nimmt die Gleichung die 
einfache Form an 



Wir stellen nun die Hnke Seite durch T % , die rechte durch U z dar. Wenn, 
-wie Liouville animmt, 3^(77+ 0)^^(0) + !^ (9) ist, so wird die Lagrange- 
sche Gleichung 

Bouth, Dynamik. I 25 
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und dalier 



woraus sich durch eine leichte Integration jP^ 2 = ^(0) + cc ergibt, Da 
0j = MQ' ist, so erhalt man damit das Resultat in 407 

Die Transformation der unabhangigen Variablen hat Liouville Band XI 
benutzt; Appell (Comptes Kendus, 1892) hat jedoch die Methode Darboux 
zugeschrieben. 

Beispiele 

(den an der TJniversitat und den Colleges gegebenen Examination Papers entnommen). 

1. Zwei Gewichte von den Massen m bez. 2m sind durch einen Strick ver- 
bunden, der -fiber eine glatte Rolle von der Masse in lauffc. Diese Rolle hangt 
an einem Strick, welcher uber eine glatte feste Rolle geht und an seinem andern 
Ende die Masse 4m tragt. Man beweise, dass sich die Masse 4w mit einer 
Beschleunigung bewegfc, die ein Dreiundzwanzigstel der Beschleunigung derSchwere 
betragt. 

2. Der Mittelpunkt eines gleichformigen Stabes von der Masse 3m und der 
Lange 22 liegt feet und an dem Ende des Stabes ist die Masse m angebraeht. 
Der Stab befindet sich in horizontaler Lage undwirdmit der Winkelgeschwindigkeit 
y (Zng/T) urn eine verticale durch seinen Mittelpunkt gehende Ase in Rotation 
gesetzt. Man zeige, dass das schwere Ende des Stabes sich senkt, bis der Cosinus 
der Neigung des Stabes gegen die Yerticale ]/w 2 + 1 n ist und dann wieder steigt. 

3. Ein Stab yon der Lang 2Z wird gezwungen sich derart auf der Ober- 
flache eines einschaligen Umdrehungshyperboloids , dessen Symmetric axe vertical 
steht 7 zu bewegen, dass der Stab stets auf einer Erzeugenden liegt Der Stab 
gehe vom Zustand der Ruhe aus; man zeige, dass 



' a/sina = ist. 

Die Bedeutung der Zeichen ist folgende: Es sei 8 der Schwerpunkt des 
Stabes, P sein Schnittpunkt mit dem Kehlkreis des Hyperboloids, M der Mittel- 
punkt des Kehlkreises und ein fester Punkt auf dem Kehlkreis. Dann ist 
PS=r, MP a = dem Radius des Kehlkreises, = dem Winkel OMP 
und a die Neigung des Stabes gegen die Verticale. 

4. Ein Ring von der Masse m und dem Radius & rollt innerhalb eines voll- 
kommen rauhen Ringes von der Masse M und dem Radius a, der sich in einer 
verticalen Ebene um sein Centrum dreht. 0, <p seien die Winkel T urn welche 
sich die Rdnge von ihrer Gleichgewichtslage aus gedreht haben; man beweise, dass 

= (a &)^, MaO" =*mb(p", 
(a 6) ^" = (M + m) g sin ^ . 

5. Ein Stab bewege sich auf beliebige Art im Raum, Z, m, n seien seine 
Rdchtungseosinusse gegen festliegende Axen und V die potentielle Energie; man 
beweise, dass 

I/ tPl dV\ 1 d'm dV\ 1 d'n 9 



ist, worin J das Tragheitsmoment des Stabes fur eine durch seinen Mittelpunkt 
senkrecht zu seiner Lilnge gehende Axe bezeichnet. Siehe 400. 
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6. Ein Punkt von der Masse m bewegt sich in einer Ebene und seine 
Bewegung wird auf Dreieckscoordinaten x, y, z (siehe 17, Beisp. 11) bezogen. 
Es sei T die lebendige Kraft und die potentielle Energie V als homogene Function 
der Dreieckscoordinaten ausgedruckt; man beweise, dass 

2 T = m(a*yz' + Wat + c*x'y f ) , 

- 2 1~ = m(cV + oV) - 2 |I = 

f)V 
) 2-V-* ist - 

02 

7. Ein schwerer Stab yon der Lange 2 a, dessen Enden einen glatten hori- 
zontalen Boden und eine glatte verticale Wand beruhren, gleitet ab warts und 
befindet sich dabei Anfangs nicht in einer auf der Wand senkrechten Ebene. Es 
sei 6 die Neigumg des Stabes gegen die Verticale und ^ die Neigung der 
Horizontalprojection des Stabes gegen die Durchschnittslinie der Ebenen; man 
beweise, dass 

4 -r-g- (cos 6) = cotg 6 sec if) -^ (sin cos i/>) -- - , 

4 -j-s- (sin 6 sin tjj) = tg ty -j-% (sin 6 cos i/)) ist. 
at ttt 

8. Ein Massenpunkt bewegt sich unter der Wirkung zweier Centren von 
AbstossungskrSffcen F und G^, die von zwei festiiegenden Punkten im Abstand 
2c voneinander ausgehen. Man zeige, dass sich die Lagrange'schen Bewegungs- 
gleichungen in der Form 

d ST 8T d dT ST 

~~ = G 



schreiben lassen, worin 1 und ^ die elliptischen Coordinaten des Massenpunktes, 
auf die festen Puntte als Brennpunkte bezogen, sind und 



9. Es seien r, 6 die Polarcoordinaten eines Punktes von der Masse m, 
welcher unter der Einwirkung einer Centralkraffc F, die nach dem Pol zu gerichtet 
ist, seine Bahn beschreibt und u, v seien die entsprechenden Momente; man be- 
weise, dass die Hamilton'sche Function 

^Fdr ist. 

Daraus leite man die Eamilton'schen Bewegungsgleichungen 

. F) = a , V' = 



26* 



Kapitel IX. 
Heine Schwingungen. 

Schwingnngen mit einem FrelMtsgrad, 

432. Wenn ein System von Korpern nur eine unabhangige Be- 
wegung zulasst und Heine Sctwingungen urn eine mittlere Lage oder 
einen mittleren Bewegungszustand macht, so besteht im AUgemeinen 
unsere Aufgabe darin, die Bewegungsgleichung auf die Form 



zuruckzufiiliren, worin $ eine kleine Grrosse bedeutet, welche die Lage 
des Systems zur Zeit t bestimmt. Die Reduction wird dadurch be- 
wirkt, dass man das Quadrat der Heinen GrSsse x vernachlassigt. 

433. Die Bedeutung der einzelnen. Gleichnngsglieder. Wir nehmen an, man er- 
halte die Grleichung durch Aufstellung der Bewegungsgleicliungen aller Maasen- 
punkte nad Elimination der Beactionen Betrachten wir den Fall, in welchem 
das System aus einer Gleichgewichtslage yerrackt wird Wir stellen die G-rSsse 
der Verrackung durch einen Buchstaben x derart dar 7 dass die Lage eines jeden 
Massenpunktes, wenn x "bekannfc 1st, aus den geonaefiischen Bedingungen des 
Systems abgeleltet werden kann. Die Verrnckung | eines Masaenpunktes m iat 
daher eine Function von x und da das Quadrat von x bei einer kleinen Schwingung 
zu vernachlassigen ist, so hat man nach Maclaurin's Theorem | = G + Bx, 
worin G und H gewisse Constante sind, die yon der Lage des Massenpunktes in 

d*x 
dem System abhangen Die Effectivkrafte far m sind (1) Hm -^ in der Richtung 

der Tarngente an seinen Schwingungsbogen und (2) eine centrifugale Kraft, in 
deren Zahler m {-#7} steht und die daher vernachTassigfc werden kann. Die 
Effectivkrafbe tragen daher zur Differentialgleichung Ausdrucke von der Form 



Die an dem System angreifenden gegebenen Kraffce sind dreierlei Art. 
(1) Bei der Yerruekung des Systems suohen die Krafbe des Systems es in seine 
G-leichge-wichtslage, falls sie stabil ist, zuruckznfuhren. Diese JSiaffce sind s'ammtlich 
Funotionen von x und tragen, da das Quadrat von x -vreggelassen -wixd, Glieder 
von der Form c &a? zur G-leichung bei. Die Glieder c bx stellen daher die 
naturhchen BeskfationsJcrafte dar. 

(2) Es kSnnen auch Widerstcmdskrafte an besonderen Punkten des Systems 
auffcreten, die von der Geschmndigkeit der Massenpunkte abbangen. Die Ge- 
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schwindigkeiteinesjedensolchenMaasenpunktes7>iist eine Function von -=^ 7 welche, 

Cut 

dx 
wie zuvor, H-=- gleich gesetzt werden kann. Diese Widerstande liefern daher 

Qrtt 

Glieder von der Form a -j- zu der Gleichung. 

(3) Es kSnnen ansserdem noch kleine aussere Krafte vorkommen, welche 
Functionen der Zeit sind Sie konnen, wenn sie existiren, durch ein Glied f(t) 
auf der rechten Seite der Gleichung dargestellt werden 

Wie man sieht, stellen die Effectivkraffce und die drei Arten von gegebenen 
Eraffcen verschiedene Arten von Gliedern zu der Gleichung und da die Pioducte 
dieser Glieder zu vernachlassigen sind, so stammt jedes Glied ausschliesslich aus 
der erwahnten Quelle. 

Wir haben vor, zuerat die ausseren Krafte wegzulassen und die Bewegung 
der Systeme zu betrachten, an denen nur Bestitutions- und Widerstandskraffce 
angreifen. Die durch diese beiden erzeugte Schwingung heisst die naturhcke oder 
freie Schwingung Die durch die ausseren Krafte hervorgebrachten Schwingungen 
ftihren manchmal den Namen erswimgene Schwingungen und werden sp'ater unter 
diesem Titel in Bd. 2 untersucht werden. 

434. AuflBsung der Gleichnng. In der Eegel sind sowohl a 
als & und c Constante, in welchem Fall man die Schwingung voll- 
standig bestimmen kann. Setzt man x = c/b + %e~~ at , wenn & nicht 
Null ist ; so reducirt sich die Grleichung auf die bekannie Form 



Wir wollen der K/urze wegen, falls 6 a 2 positiv ist, 6 c& 2 
setzen. Man erhalt dann 



worin A und S zwei unbestimmte Constants sind, die von den Aufangs- 
bedingungen der Bewegung abhangen. Die physikalisclie Auslegung 
der Gleictung 1st nicht sctwer. Sie stellt eine oscillatorisclie Be- 
wegung dar. Die Centrallage, urn welche das System scliwingt, ist 
durch x = c/b bestimmt. Das System geht durch diese Centrallage 
jedesmal ? wenn nt + .B ein Vielfaches von # ist. Daraus folgt, dass 
das Zeitintervall zwischen zwei aufeinander folgenden Durchgangen 

durch die Centrallage ist. Tim die Zeiten zu finden, zu welchen 

das System momentan zur Ruhe kommt, setze man dx/dt = 0. Dies 
gibt tg(w* + J5) = n/a. Das Intervall von der einen Lage augen- 

blicldicher Ruhe zur nachsten. ist ebenfalls Misst man die Zeit 

VI 

von einem Durchgang durch die Centrallage an, so ist fur t = ; 
x = c/b und daher S 0. Die kleinste negative Wurzel der Gleichung 
tg nt == n/a (positiv genommen) gibt das Intervall von einer Lage 
augenblicklicher Ruhe bis zur Centrallage an und die kleinste positive 
Wurzel das Intervall von der Centrallage bis zur n'achsten Ruhelage. 
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Das erstere ist offenbar grosser und das zweite kleiner als it/2n 9 da 
die Summe beider yt/n ist. Die Schwingungsweite auf jeder Seite der 
Centrallage findet man durch Substitution der aus dieser Gleichung 
sich ergebenden Werthe von t in den Ausdruck fur x cfb. Da die 
Schwingungen in dem constanten Zeitintervall itjn stattfinden, so 
nimmt die Schwingungsweite bestandig ab und die auf jeder Seite 
der Grleichgewichtslage sich folgenden Bogen bilden eine geometrische 

Progression, deren gemeinschaftlicher Quotient e n ist. Die Grosse 
n hat Lord Rayleigh in seiner Theory of Sound sehr passend die 
Freguenz der Schwingung genarmt. 

Ist & a? negativ, so setze man 6 a? = v 2 . In diesem Fall 
muss der Sinus in der Grleichung durch seinen Exponentialwerth ersetzt 
werden; man hat daher 

"j" \ T" > 

worin C und D zwei unbestimmte Constanten sind. Die Bewegung ist 
jetzt nicht mehr oscillatorisch. Ist sowohl a als 6 positiv, so ist v 
kleiner als a und x wird alsdann, die Anfangsbedingungen mogen sein, 
welche sie wollen, schliesslich gleich c/b und das System nahert sich 
bestandig der durch diesen Werth von x bestimmten Lage. Dasselbe 
tritt ein, wenn v grosser als a, ist, vorausgesetzt dass die Anfangs- 
bedingungen derart sind, dass der Coefficient der Exponentialgrosse, 
welche einen positiven Exponenten hat, Null wird. 

Ist & a 2 = 7 so nimmt das Integral eine andre Form an und 
man hat 



worin E und F zwei unbestimmte Constante sind. Ist a positiv, so 
nahert sich das System fortwahrend der durch bx = c bestimmten Lage. 

435. Wird der aus diesen GHeichungen sich ergebende Werth 
von x gross, so konnen auch die von x* abhangenden Glieder, die bei 
der Aufstellung der Gleichung vernachlassigt wurden, gross werden. 
Es ist moglich, dass diese Glieder den ganzen Charakter der Bewegung 
andern. Alsdann heisst das Gleichgewicht oder die ungestorte Be- 
wegung des Systems, je nachdem der Fall liegt, unstabil und die 
Gleichungen stellen nur die Beschaffenheit der Bewegung dar, mit der 
das System von seinem ungestorten Zustand aus sich zu bewegen 



436. Beisp. 1. Die Bedingungen des Systems sind derart, dass Anfangs 
dx . ./ 

Tt < + '>("- 

1st; man finde den schliesslichen Werth von a;. 
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Beisp. 2. Man zeige, dass das vollstandige Integral von 



dx 
2F + rf^ *"^ 

at {^ X Q Bmnt . / . a . \] 

x = e < -jT f- #o cos M * T sinnt}} + 

I dtf n V M / J 

t 

i f -<-o _ n 

v e 

ist, worin C , -r-^ die Werthe von a? und -=^ fur i = sind 
at at 

[Math. Tripos, 1876.] 

437. Es ist oft vortkeilkaft, die Bewegung eines Systems durck 
eine Pigur darzustellen. Gleicke Zuwackse der Abscisse des Punktes P 
mogen nack irgend einem Maassstab gleicke Zuwackse der Zeit dar- 
stefien und die Ordinate moge die Abweickung der Coordinate x von 
ikrem mittleren Wertk angeben. Die Curve, welcke der darstellende 
Punkt P besckreibt, zeigt alsdann dem Auge die ganze Bewegung 




des Systems. Fiir den Pall, dass a sowohl als I a? positiv sind, 
nimmt die Curve die hier aufgezeicknete Gestalt an. 

Die punktirten Linien entsprechen der Ordinate + -40~~^- Der 
darstellende Punkt P oscillirt zwischen ilmen und seine Baku berukrt 
sie abweehselnd. Bbenso lasst sick die Curve fur andre Wertke von 
a und 6 aufzeicknen. 

Am wicktigsten ist in der Dynamik der Pall, in welckem a = 
ist. Die Bewegung ist alsdann durck 



eesreben und ikre Curve ist die Sinuscurve. Man pflegt in diesem 

o o * *-* 

Pall die Sckwingung harmonisch zu nennen. 

438. Beisp. 1. Ein System schwingt um eine mittlere Lage und seine 

Abweiokung von inr wird durch x gemessen X Q und =^- seien die Aniangs- 

ctt 
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weithe von x und ; man zeige, dass das System niemals sich urn so viel als 
dt 

von seiner mittleren Lage entfernt, wenn b grosser 



6 <z 2 
als a 2 ist. 

Beisp. 2. Ein System schwingt urn eine Gleichgewichtslage. Man soil durch 
Beobachtung seiner Bewegung die Zahlenwerthe von a, 6, c bestimmen. 

Beliebige drei Bestimmungen der Coordinate x zu drei verschiedenen Zeiten 
liefern zwar im Allgemeinen Gleichungen genug for a, & und c\ jedoch lassen 
sich gewisse Messungen leichter ausfuhren als andre. So kann man z. B. die 
Werthe von #, wenn das System momentan zur Ruhe kommt, gut beobachten, 
weil das System sich alsdann langsam bewegt und eine Messung zu einer etwas 
falschen Zeit nur einen Fehler zweiter Ordnung verursacht, wSLhrend sich die 
Werthe von * zu dieser Zeit nicht gut beobachten lassen, weil es in Folge der 
langsamen Bewegung schwer ist, den. Moment, in welchem dx/dt verchwindet, 
genau anzugeben. 

Wenn man so drei aufeinander folgende Werthe ^, o? 2 , x s von x gefunden 
hat, so ist das Verhaltniss der beiden successiven Bogen x z x^ , # 3 sc s eine 
bekannte Function von a und & und eine Gleichung zur Bestknmung der Con- 
stanten lasst sich derarb aufstellen. Ist die Gleichgewichtslage unbekaimt, so 
lasst sich die zweite Gleichung bilden, indem man erwagt, dass auch die drei 

Bosen a?, x* ^- cc* -- eine geometrische Progression bilden. So 

e & 6 & 

"kommt man zu c/6, dem Werth von re, welcher der Gleichgewichtslage entspricht, 
und zu a/n. 

Ist nun die Gleichgewichtslage bekannt, so ist das Intervall zwischen zwei 
successiven Durchgangen des Systems durch sie ebenfalls eine bekannte Function 
von a und ~b und auch die dritte Gleichung kann gebildet werden. 

Beisp. 3. Ein K6rper voUfohrt gradlinige Schwingungen in einem Mittel, 
dessen Widerstand der Geschwindigkeit proportional ist, unter der Einwirkung 
einer Anziehungskraft, die nach einem festen Centrum gerichtet und dem Abstand 
von ihm proportional ist. Die beobachtete Schwingungsdauer sei T und die 
Coordinaten der Endpunkte dreier sich folgender Halbschwingungen p, %, r- man 
beweise, dass die Coordinate der Gleichgewichtslage und die Schwingungsdauer, 
wenn kein Widerstand vorhanden ware, 



" bez. l+-log- sind. 

p + r Vq { ^ s V 6 r q_) \ 

[Math. Tripos, 1870.] 

Erste Methode die Bewegnngsgleiclmiigea zu bilden. 

439. Wenn das betrachtete System ein einzelner Korper ist, 
so gibt es eine einfache, oft sehr vortheilhafte Methode, die Bewegungs- 
gleiGlmng aufzustellen. 

Die Bewegung finde in der Ebene statt. 

In 205 wurde gezeigfc, dass man bei Vernachlassignng der 
Quairate kleiner Grossen die Momente um das Momentancentrum als 
festes Centrum nehmen kann Gewohnlicli gelit die Eichtrung der un- 
bekannten Beactionen durch diesen Punkt, ihre Momente sind dann 
ITull und wir erMlfen eine Gleiclmng, die nwr bekannte Grossen enfhalt. 
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Da sick der Korper der Voraussetzung nach fur den Moment urn 
das Momentancentrum als festen Punkt dreht, so ist die Richtung der 
Bewegung eines jeden Punktes des Korpers senkrecht auf der Geraden, 
die ihn mit diesem Centrum verbindet. Umgekehrt lasst sick die Lage 
des Momentancentrums ermitteln, wenn die Bewegungsrichtungen zweier 
Punkte des Korpers lekannt sind. Denn errichten wir Lotne in diesen 
Punkten auf ihren Bewegungsrichtungen, so miissen sich diese in dem 
Rotationsmomentancentrum schneiden. 

Die Gleichung kann im Allgemeinen auf die Form 

JLJ _ /'dem Moment der gegebenen KrafteX 
i 2 V^ um das Momentancentrum ) 

gebracht werden, worin 6 den Winkel angibt, den eine im Korper 
befestigte Grade mit einer im Raum festliegenden macht. In dieser 
Formel ist Mk 2 das Tragheitsmoment des Korpers fur das Momentan- 
centrum und da die linke Seite der Gleichung den kleinen Factor 

-jTa enthalt, so kann man hier annehmen, das Momentancentrum habe 

seine mittlere oder ungestorte Lage. Auf der rechten Seite kommt 
kein kleiner Factor vor; man darf daher nicht versaumen, entweder 
das Moment der Kraffce um das Momentancentrum in seiner gestorten 
Lage zu nehmen oder das Moment irgend einer unbekannten Reaction, 
die durch das Momentancentrum gelit ; einzuscldiessen. 

Beisp. Wena ein KSrper mit einer einzigea unabhangigen Bewegung in 
derselben Lage unter der Einwirkung zweier verschiedener Kraftesysteme sich im 
G-leichgewicht befinden kann und wenn L^ L% die Langen der gleichwerthigen 
einfachen Pendel for diese Systeme sind, falls sie einzeln wirken, so ist die 
Lange L des gleichwerthigen Pendels for den Fall, dass sie zusammen wirken 
durch 



gegeben. 

440. Beisp. 1. Mne homogene HaMugel macht kleiw ScTwingungen auf 
einer voWcommen rauhen, horizontalen JElene; man finde die Bewegwng* 

Es sei C das Centrum, G der Schwerpunkt der 
Halbkugel, N der Berflhrnngspunkt mit der rauhen 
Ebene. Der Radius sei a, CG = c, 8 = i NOG. 

Der Punkt N ist hier das Centrum der augen- 
blicklichen Rotation, weil die Ebene vollkommen rauh 
und daher Reibung genug zur Wirkung kommt, um 
N in Ruhe zu erhalten. Nimmt man daher die Momente 
um N, so ist 




Da man in den kleinen Grliedern G-N a c setzen darf, so reducirt sich 
dies auf 
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Die Dauer einer kleinen Schwingung ist daher 2jrl/ i-i L . Offenbar 



0-T"' 



und c = a. 

8 



1st &s -|_ c 2 = dem Quadrat des Tragheitsradius far 

Ware die Ebene glatt gewesen, so hatte If auf der Momentanaxe gelegen, 
da GM senforecht auf (7JV steht Denn N bewegt sich in horizontaler Richtung, 
well die Kugel in Beruhmng mit der Ebene bleibt und die Bewegung von 6r ist 
nach 79 vertical gerichtet Daher scbneiden sich die beiden Lothe G-M , NM 
in der Momentanaxe Auf "abaliche Weise, me oben, findet man die Schwingungs- 
dauer gleich Zit']/ '(k*/cg). 

Beisp. 2. Zwei kreiBfBrmige Einge, von denen jeder den Radius a hat, sind 
an einem Punkt fest miteinander verbunden, so, dass ihre Ebenen den Winkel 2 a 
mit einander machen, nnd werden auf eine vollkommen rauhe horizontale Ebene 
gesetzt. Man zeige, dass die Lknge des einfachen gleichwerthigen Pendels 



-i- a(l + 3 cos a a) cos a cosec a a isfc. 



[Math. Tripos.] 



441. Schwingnngen von Cylinders. Eine cylindrische Fldcfie 
von lelieUger Gestalt ruht in stalilem Grleicligewicht unter dem Emfluss 
der ScJiwere auf einer andem vollkommen rauhen Cylinderflache und 
die Axen der Cylinder sind dabei horizontal und parallel Der oberen 
FldcJie wird eine leichte Stoning gegeben; man finde die Dauer einer 
Meinen Schwingung. 

Es seien BAP f S'AP die Schnitte der Cylinder senkrecht zu 
ihren Axen; OA f CA die Normalen in den Punkten A, A, die vor 

der Stoning in Berfthrmig waren, und cc 
sei der Winkel, den A mit der Verticalen 
macht. OPC sei die gemeinschaffcliche 
Normale zur Zeit t und Gf der Schwer- 
punkt des sich bewegenden Eorpers, so 
dass also A'G- vor der Storung vertical 
war. Es sei AGr = r. 

Wir haben hier nur die Schwingungs- 
dauer zu bestimmen, wenn die Bewegung 
ohne Grenze abnimmt. Die Bogen A P, AP 
werden daher schliesslich Null und und 
kann man deshalb als Krummungsmittel- 
punkte von AP, AP ansehen. Es sei 
e = OA, Q = CA und die Winkel AOP, 
A'CP mogen mit <p bez, <p' bezeichnet werden. 
Ist der Winkel, um welchen sich der Korper bei der Bewegung 
aus der Sleichgewichtslage in die Lage B'AP gedreht hat, so ist, 
weil vor der Storung AC und AO in derselben Greraden lagen, 
= i ODE = y + 9', wenn CA die Lime AE in D trifffc. Auch 
hat man, da der eine Korper anf dem andern rollt, Bogen 

Bogen A' P. d. h, &q> &a> r und daher a? = ? 7 9. 




Der Stabilitiitskreis ( 440442). 395 

Wir brauchen ferner, um die Momenta um P nehmen zu konnen, 
den horizontalen Abstand des Punktes G von der Verticalen durch P; 
er lasst sicli durch Projection der gebrochenen Linie PA' -}- AG auf 
die Horizontale finden. Die Projection von "PA. ist 

PA cos (a + 0) = 99 cos a, 

wenn man die Quadrate kleiner Grossen vernachlassigt. Die Projection 
von AG- ist r0. Der gesuchte horizontale Abstand ist daher 

(-*r, cos a r] 0. 
V + Q ' 

1st Jc der Tragheitsradius fur den Schwerpunkt, so wird die Be- 
wegungsgleichung 



und die Lange L des aquivalenten einfachen Pendels ergiebt sich aus 

der Gleichung 3.2, r 2 > 

L y , cos a r. 
L Q ~r 9 

% 442. Stabilitatskreis. Auf der gemeinsamen Nbrmalen im 
Beruhrungspunkt A der beiden Cylinderflachen trage man die Lange 

AS = 5 ab ; so, dass = [--7 ist und beschreibe fiber AS als 

Durchmesser einen Kreis. Man verlangere, wenn nothig, AG } bis es 
den Kreis in N trifffc. Alsdann ist GN=sco$a r, wobei die 
positive Richtung von G nach A hin geht. Die Lange L des gleich- 
werthigen einfachen Pendels ist durch die Pormel gegeben 
L - GN = Quadrat des Tragheitsradius fur A. 

Aus dieser Pormel folgt, dass wenn G 1 } ausserhalb des Kreises 
und fiber der Tangente in A liegt, L negativ und das Gleichgewicht 
unstabil ist; wenn innerhalb, L positiv und 
das Gleichgewicht stabil ist. Der Kreis heisst 
der StdbilitatsJcreis. j$( 

Dieses Verfahren ist nicht nur bei der 
Bestimmung der Bedingung der Stabilitat eines 
schweren Cylinders von Vortheil, welcher im 
Gleichgewicht auf einer Seite eines rauhen 
fasten Cylinders ruht, sondern auch zur Be- 
stimmung der Schwingungsdauer, wenn das 
Gleichgewicht gestort wird. Eine Ausdehnung 
auf die Falle rauher Kegel und andrer Flachen wird spater gegeben 
werden. 




1) Ist B der Kriimmuiiffsradius der Bahn, welche G bei dem Bollen dea 

AG* 
einen Cylinders auf dem anderen beschreibt, so ist, me "bekannt, E -^g- , so 
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443. Man beaehte, dass das obige Resultat vollstandig allgemein 
ist und auf alle Falle, in welchen der geometrisclie Ort der Momentan- 
axe bekannt ist, angewendet werden kann. So ist $' der Krummungs- 
radius dieses Ortes in dem Korper, Q der des Ortes im Raum und a 
die Neigung seiner Tangente gegen den Horizont. 

Ist dx die horizontal Yerschiebung des Momentancentrums, welche 
dnrch die Rotation d6 des Korpers hervorgebraclit wird, so lasst sich 
die Grleichung zur Ermitthmg der Lange des gleichwerthigen einfachen 
Pendels eines unter dem Einfluss der Schwere oscillirenden Korpers 
schreiben 



Dies folgt unmittelbar aus 441. Man sieht aucli leicltt ein, 
dass der Durehmesser des Stabilitatskreises dem Verhaltniss der Ge- 
schwindigkeit der Momentanaxe im Raum zur Winkelgeschwindigkeit 
des Korpers gleich ist. 

Beisp. 1. Eine homogene Eugel macht auf der Innenseite einer festen Eugel 
kleine Schwingungen derart, dass ihr Centrum sich in einer verticalen Ebene 
bewegt. Die Rauhheit sei gross genug, um Gleiten zu verhiiten; man beweise, 
dass die Lange des gleichwerthigen Pendels sieben Funfbel der DifFerenz der 
Radien betragt Sind die Eugeln glatt, so ist die Lange des gleichwerthigen 
Pendels der Differenz der Radien gleich. 

Beisp. 2. Eine homogene Halbkugel wird auf eine rauhe feste Ebene gesetzt, 
die gegen den Horizont imter einem Winkel geneigt ist, dessen Sinus j]/2 ist, 
und macht in einer yerticalen Ebene kleine Schwingungen. Man zeige, dass die 

Lange des gleichwerthigen Pendels ( y ^~J a ist, unter a den Radius der Halb- 
kugel verstanden. 

444 "W*enn an dem Ko'rper eine Eraffc angreiffc, deren Richtung durch 
den Schwerpunkt geht, so mussen die Resultate etwas geandert werden. Grade 
wie zuvor muss im Gleichgewichtszustand die Kraft die Richtung der Geraden 
haben, die den Schwerpunkt G- mit dem Momentancentrum A verbindet. Wird 
der Kdrper yerschoben, so schneidet die Eraffc ihre frfihere Richtungslinie in einem 
Punkt JP, von dem wir annehmen wollen, er sei bekannt Es sei AF = f, und 
positiy 7 wenn Gr und F auf entgegengesetzten Seiten des Ortes des Momentan- 
centrums liegen. Dann lasst sich gJmlich wie oben zeigen, dass die Lange L des 
gleichwerthigen einfachen Pendels unter dem EinfLuss dieser Eraffc, die constant 
und der Schwere gleich vorausgesetzt wird, aus der Gieichung 
fc [. r a /i n' fr 

~TT 



hervorgeht, worin a den Winkel bedeutet, den die Richtung der Zraffc mit der 
Normalen auf die Bahn des Momentancentrums macht, 



dass alle ausserhalb dea Tiber AS als Durchmesaer beschriebenen Kreises gegebenen 
Punkte Curven beschreiben, deren concave Seite A zugewendet ist, wahrend die 
Curren der innerhalb gelegenen A ihre convexe Seite zukehren. Es ist daher 
klar, dass das GWeichgewicht stabil, unstabil oder neutral ist, je nachdena der 
Schwerpunkt innerhalb, ausserhalb oder auf dem TJmfaag des Ereises liegt. 



Ein von zwei Curven gefohrter KSrper ( 443445). 
Tragt man auf der Linie ACr die Lnge AG-' so ab, dass 
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ist. so erhalt der Ausdruck fur L die G-estalt 



Das Gleichgewicht 



ist dalier stabil oder unstabil, je nachdem 6r' innerhalb oder ausserhalb des 
Stabilitatskreises liegt. 

445. Schwingungen eines KSrpers, der auf zwei Curven ruM Zwei 
Purikte Ay B eines Korpers werden gesswimgen gegebene Gwrven zu beschreiben und 
der Korper befindet sich vmter dem Emfluss der Schwere. im Grleichgewicht. Eine 
Heine Storung wird ihm gegeben; man finde die Oscillationsdauer 

Es seien C, D die KJrimmaungsiiiittelpunkte der gegebenen Curven fur die 
beiden PunMe A, B. Es mfigeii sich AC und BD in schneiden. G- sei der 
Sclrwerpunkt dee Korpers, G-E ein 
Loth auf AB. Alsdann ist in der 
Gleichgewichtslage OG- vertical. Es 
seien *, j die Winkel, welche CA, 
BD mit der Verticalen machen und 
& der Winkel A OB. Es mSgen 
-4', B', ft', E' die Lagen bezeichnen, 
in welche J., JB, 6r, E gebracht 
werden, wenn sich der Korper um 
einen Winkel d dreht und 0' sei der 
Durchschnittspunkt der Normalen in 
A', JB'. Es sei 

AGA' =- <p, BDB' = g?'. 

Da der KSrper aus der Lage AB^m 
die Lage AB' dadurch gebracht 
werden kann, dass er den Winkel 6 
um den Punkt beschreibt, so hat 

CA-y 

~OA 



man 



-6. Ferner 




ist GG' schliesslich senkrecht auf OG und daher GG' = OG 0. Sind endHch 
&, y die Projectionen von 0' auf die durch gehende Eorizontale und Verticale, 
so fijadet man 



daher 



x cos,? -|- y son,; 
x cos i y sin i 

x 



Abstand des P. 0' von OD -- 
Abstand des P. 0' von OC = 

OD sin t' y' 4" PC - sin.?' qp 
-, 



J) 
OC 



Nimmt man nun die Momente um 0' als dem Centrum der augenblicklichen 
Rotation, so hat man 



sin o; 



sin 



worin Jc den Tr'dgheitsradins for den Schwerpunkt bedeutet 

Ist daher L die Lange des gleichwerthigen einfachen Pendels, so erhalt man 

PC-PA sin.; 
AC sin a 
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Sind die gegebenen Curven, auf welchen die Punkte -4, B sich bewegen 
mussen, gerade Limen, so liegen die Krummungsrnittelpunkte C und D im Un- 

endlichen Man kann dann ^-r=r = 1 , -j^ = 1 setzen und der Ausdruck 
wird 



SHLG: sin a 



Bilden ferner OA, OB reclite Winkel mit einander, so erhalt man die ein- 
facne Form 



JU 

worin J 7 die Projection des Mittelpunktes von AB auf OG ist. 

Beisp. 1. Ein schwerer Stab ACB roht im Gleichgewicht in horizontaler 
Lage innerhalb emer TJmdrehungsflache, deren Axe vertical ist. 2 a sei die Lange 
des Stabes , Q der Krumrtmagsradius der Mendiancurve in jedem Ende des Stabes, 
i die Neigung dieses Radius gegen die Verticale. Der Stab wird leicht gestSrt, 
so dass er kleine Schwingungen in einer vertiealen Ebene macht; man beweise, 
dass die Lange des gleichwerthigen Pendels 

a g sin 2 i cos i (1 + 3 cotg 2 a) 

rt , . q - ISl. 



Beisp. 2 Die Enden eines gleichformigen schweren Stabes yon der Lange 
2c gleiten auf einem. glatten Draht in der G-estalt einer Parabel, deren Axe 
vertical und deren Parameter gleich 4 a ist. Der Stab wird' aus seiner Lage 
stabilen Gleichgewichtes leicht verriickt; man beweise, dass die Lange des gleich- 

werthigen Pendels 0/ a N oder -^. + - ^_ i s t, j e nachdem die Lange des 

O (C " a&J *> 4: Qi - C 

Stabes grSsser oder kleiner als der Parameter der Parabel ist. 

In dem ersten Fall geht der Stab in seiner stabilen Gleichgewichtslage durch 
den Brennpunkt und ist gegen den Horizont geneigt. In dem zweiten hat er 
eine horizontale Lage. Wenn seine Lange dem Parameter gleichkommt, ist die 
Schwingung nicht tautochron, siehe 450. G-eht der Stab vom Zustand der Ruhe 
mit einer kleinen Neigung a gegen den Horizont aus, so wird er nach der Zeit 

1 ! 

(_) / (i _ *) 2 dtp horizontal. Der erste Theil dieser Aufgabe wnrde in 
a \3g/ J 
o 
einem Caius Coll. paper gegeben. 

Beisp. 3. Die Endpunkte eines Stabes von der Lange 2 a gleiten auf zwei 
glatten Drahten, welche die oberen Seiten eines Quadrates bilden, dessen Diagonale 

vertical steht; man beweise, dass die Lange des gleichwerthigen Pendels -^a ist. 

[Math. Tripos.] 

446. Die Schwingung, wenn die Bahn des Schwerpunktes bekannt ist. 
JSin E&rper schwingt urn eine Gleichgemcktelage imter dem JEmfluss der Schwere; 
der Krummiwgsradius der Balm des Schwerpwriktes ist beJcannt; man fmde die 
Dauer einer Schwngung. 

Es sei A die Lage dee Schwerpunktes des Korpers, wenn er in seiner 
Gleichgewichtslage ist, G- die Lage des Schwerpunktes zur Zeit t. Da nun im 
Gleichgewichtazustand die Ho'he des Schwerpunktes ein Maximum oder Mi-niTmTm 
ist, so liegt die Tangente in J. an die Curve AG- horizontal. Die Normale GrO 
zur Curve in G mo'ge die Normale in J. im Punkt C schneiden. Wenn dann 



Ermittlung durch die lebendige Kraft ( 445447) 
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die Schwingung unbegrenzt klein wird, ist C der KriimmuiigBniittelpunkt der Curve 
for A. Es sei AG = s, der Winkel ACG- = ty und E der Krammungsradius 
der Curve in A. 

Es moge der Winkel sein, um den sich der Korper bei seiner Bewegung 
von der Gleichgewichtslage in die Lage, bei welcher aich der Schwerpunkt in G 
befindet, gedreht hat; dO/dt ist dann die Winkelgeschwindigkeit 
des Kbrpers. Da sicli G in der Richtung der Tangente in G be- C 
wegt, so liegt das Centrum der augenblicklichen Rotation in der 
Normalen GG und in einem solchen Punkt 0, dass 



ds 

Geschwindigkeit von G = -=- 
at 



ist- daher GO = -^ 



Ist M. A 2 das Tragheitsmomenfc des K&rpers um seinen Schwer- 
punkt und nimmt man die Momente um 0, so hat man 

<Z a 

dt "" 

Zuletzt, wenn der Winkel unbegrenzt klein wird, ist 

^==^1 = ^ ds 
~~ dQ ~ ds ' dO ~~ E ' 
folglich 






dt* 



R 



und die Lange des gleichwerthigen einfachen Pendels 



?n3i ) B - 



447. Ermittlung der Schwingungen durcli die lebendige Kraft. Wenn 
das System von Kdrpern, die sich in Bewegung befinden, nur eine unabh'angige 
Bewegung zulasst, so kann man dieDauer einer kleinen Schwingung haufig aus der 
Grleichung der lebendigen Kraffc ableiten. Die Grleichung ist von der zweiten Ordnung 
in den kleinen Gro'ssen und man muss daher bei ihrer Aufstellung kleine Gr5ssen 
dieser Ordnung in Rechnung ziehen. Dies fahrt manchmal zu etwas umstand- 
lichen Untersuchungen; auf der andern Seite ist die Gleichung frei von alien 
unbekannten Reactionen und man spart daher oft die Miihe vielen Eliminirens. 

Das folgende Beispiel, welches auch Gelegenheit gibt einen Yergleich mit 
der Methode im vorigen Paragraphen anzustellen, mbge das Verfahren erlautern. 

Die Bewegiwg ernes Korpers in der Ebetie ist dwrch die Coordinates, #, y 
seines Selwerpwrikbes und den Winkel B gegeben, den eine im JZdrper festliegende 
Lmie nnt einer m Eaum festliegenden Uldet. Der Korper befinde s%ch unter dem 
Einflms der Schwere im Gleickgewicht; man soil die Dauer einer Jclemen Schwingung 
fmden. 

Da der EQrper nur eine unabhangige Bewegung zu machen vermag, so 
lassen sich (x, y) als Functionen von 6 ausdrucken, z. B. x ~ F(0), y = f(9). 
Ist M Jfc 2 das Tragheitsmoment des KSipers for eine durch seinen, Schwerpunkt 
gehende Axe, so wird die Gleichung der lebendigen Kraft 

C 



worin C eine willkurliche Constante bedeutet. 

Ist a der Werth von Q, wenn der K5rper sich in der Gleichgewichtslage 
befindet, und ist zur Zeit *, = a + 9, so hat man nach dem Maclaurin'schen 
Theorem 

y = s/o + 2/o> + 



o" H 
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worin 2/ ', 2/ " die Werthe yon || , ^ fur == a sind. In der Gleichgewichts- 

lage ist aber y ein Masimum oder Minimum und daher y Q ' = 0. Die Gleichung 
der lebendigen Kraft wrrd mithin 



^, 

vorin a; ' der Werth von -33- fur 6 = a ist; differenziit man, so ionunt 



Fur die Lange i des gleichwerthigen einfachen Pendels findet man 



worin nach der Ausfuhrung der Differentiationen for 6 sein Werth a zu setzen 
ist. Man sieht leicht, dass die geometrische Bedeutung dieser Gleichung dieselbe, 
wie im vorigen Paragraphen, iat. 

Dieses analytische Resultat ruhrt von Hoi ditch her (siehe den 8. Band 
der Cambridge Transaction). Es ist von Vortheil, wenn die Bewegung des 
schwingenden KcJrpers in Bezug auf seinen Schwerpunkt bekannt ist. 

Beisp. 1. Das unteie Ende einea schweren gleichformigen Balkens von der 
Lange a gleitet auf einem gewichtalosen unausdehnbaren Seil von der Lange 2 a, 
dessen Bnden an z-wei festen Punkten in derselben horizontalen Linie befestigt 
sind, und sein oberes Ende gleitet auf einem verticalen Stab, der die Linie 
halbirt, welche die beiden festen Punkte verbindet. Man beweise, dass die einzige 
G-leichgewichtslage vertical ist und dass die Dauer einer kleinen Schwingung um 

diese Lage - - - betragt. worin 2T/(a s 6*) den Abstand zwiscnen 



den beiden festen Punkten bedeutet. [Math. Tripos.] 

Man nekme an, das untere Ende des Stabes bewege sich auf einem Kreis 
vom Radius a 2 /&> und drticke die Coordinaten (x, y) des Mittelpunktes durch den 
Winkel & aus, den der Stab mit der Verticalen macht. Das Eesultat folgt aus 
dem Princip der lebendigen Eraffc. 

Beisp. 2. Die Enden eines Stabes gleiten auf dem Umfang einer Hypocycloide 
mit drei Spitzen, deren Ebene vertical steht. Der Radius des umschriebenen 
Kreises ist 3 a und eine der Spitzen liegt im hochsten Punkt des Kreises. Man 

beweise, dass die Lange dea gleichwerthigen Pendels -a ist. 

[Math. Tripos, 1872.] 

Zuerst beweise man, dass der Stab, wahrend er mit seinen beiden Enden 
auf den seitlichen Zweigen J5J, DE dieser Hypocycloide gleitet, bestandig den 
unteren Zweig BD beriihrt. Sein Mittelpunkt JR beschreibt einen Kreis vom 
Centrum und Radius a. Setzt man BOE = qp, so ist der Winkel, den der 

Stab mit der Tangente an die Spitze & macht, -i-^- ^ as Resultat erh'alt man 
dann mittelst des Principes der lebendigen Eraffc. 

448. Momenta um die Momentanaxe. Wena ein Korper im 
Baum nur eine unabhangige Bewegung hat, so gibt es im AJlgemeinen 
keine Momentanaxe. Es ist iibrigens in 225 bewiesen worden, dass 
man die Bewegung immer auf eine Rotation um eine Centralaxe und 
eine Translation langs dieser Axe zurfickflihren kann. 
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1st I das Tragheitsmoment des Korpers fur die augenblickliche 
Centralaxe, & die Winkelgeschwindigkeit urn sie, V die Translations- 
geschwindigkeit in ihrer Riehtung, M die Masse des Korpers, so 
ist nacL. dem Princip der lebendigen Kraft 



wobei U die Kraffcefunction und C eine Constante bedeutet. Durcli 
Differentiation erhalt man 

d * x dl v dv du 



Versteht man unter L das Moment der gegebenen Krafte um die 
augenblicklicbe Centralase, so ist, nach 340 ; i = -=- 

Bedeutet ferner p den Pfeil der Schraubenbewegung des Korpers, 
so ist V=p& und die Bewegungsgleichung wird daher 



Wenn der Korper kleine Schwingungen um eine Grleichgewiclits- 
lage ausfiihrt, kann man das zweite und dritte Glied -weglassen und 

erhalt 



Ist eine Momentanaxe vorhanden ; so wird p = und man kaun, 
wie man sieht, die Momente um die Momentanaxe genau so neL.meu ; 
als lage sie im Raum und im Korper fest. 

Zweite Methode die Bewegungsgleichungen bei kleineu 
Schwingungen zn bilden. 

449. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen der Korper mogen 
gebildet sein. Ist die Lage ; um welche das System scLwingt ; bekannt ; 
so ist vielleiclit ein Theil der in ikrien enthaltenen Grossen klein. 
Dire Quadrate und hoheren Potenzen kann man yernachlassigen und 
alle Gleicliungen werden linear. Hat man darauf die unbekannten 
Reactionen eliminirt, so lassen sich fc die resultirenden Gleichungeu 
leicht losen. 

Ist dagegen die Lage, um welche das System sch.wingt ; unbekannt, 
so 'brauclit man nicht erst das statische Problem m losen. Man kann viel- 
melir durch ein einziges Verfahren gleichzeitig die Ruhelagen bestimmen, 
sich versichern, ob sie stabil sind oder nicht und die Schwingungsdauer 
ermitteln. Die Methode lasst sict am besten an einem Beispiel erklaren. 

450. Beisp. Von den Enden vines gleichfdrmigen sckweren Baticens 
AB, der die Lange 21 hat, ist das eine gezwungen, sich auf einer horizm- 
talen Geraden Ox und das andre sich auf einer verticalen Oy zy, lewegen. 
Wenn sich das game System wn Oy mit gleicliformiger WmMgeschicindig- 
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Jceit o dreJitj die Gleichgewwhtslageiz und die Dauer einer Jcleinen Schwingung 

m finden. 

Es seien x, y die Coordinaten von G, dem Mittelpunkt des 

Stabes, 6 der Winkel OAB, den der Stab mit Ox macht. R, E' seien 

die Componenten der Eeactionen bei 
A und 1? in der Ebene xOy. Die 
Masse der Langeneinheit sei die Massen- 
einheit. 

Die Beschleunigungen eines Ele- 
mentes dr des Stabes, das die Coordi- 
naten (|, 17) hat, sind 

-5Jj c? 2 parallel zu Ox, 

j-7y(| 2 a>) senkrecht zur Ebene^j/0 und -~ parallel zu Oy. 

Da es nicht nothig ist, die Moinente um Ox, Oy zu nehmen oder 
senkrecht zur Ebene xOy zu zerlegen, so ist die Betrachtung der zweiten 
Beschleunigung nictt erforderlicli. Die Besultanten der Effectivkrafte 

^726 ffifl d*X 

-rjs dr und W dr, fur den ganzen Eorper genommen ; sind 2?-^ und 

21 j~ an G angreifend und ein Paar 2lk 2 j^, welch.es den Eorper um G 

zu drehen sucht. Die Resultanten der Effectivkrafte G?%dr, fiir den 
ganzen Korper genommen, sind eine einzelne an G angreifende Kraft 




- f + V* 

J ^ 



r cos 5) dr = <o 3 # 21 



und ein Paar 1 ) um G 

-H 
= / G?(X -f- r cos 0) r sin dr = co 2 - 2Z - sin cos 0^. 

wobei der Abstand r in der Kichtung von G nacb. J. Lin positiv 
genommen ist. 

1) Wenn sick ein KSrper in einer Ebene um eine Axe in seiner eignen 
Ebene mit der Winkelgeschwindigkeit o> lierumdreat, so kann man einen all- 
gemeinen Ausdruck fiir die Resultanten der centrifugalen Kraffce an alien Elementen 
des Korpers ausfindig machen. Man nehme den Schwerpunkt Gr zum Coordinaten- 
anfang und die 2/-Axe parallel zur festen Axe Ist c dann der Abstand des Punktes 
G von der Rotationsaxe, so sind alle centrifogalen Krafbe einer einzigen resul- 
tirenden Kraft bei G- aquivalent 





y = ist. 



l^(c-^sc)dm = o a Me, weil x = ist, 
und einem einzigen resultirenden Paar 

(* r* 

I (o (c + x) y dm = m s / $y dm , 
t/ 
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Wir erhalten jetzt, wenn wir in den Richtungen Ox, Oy zer- 
legen und die Momente um G nehmen, die dynamischen Gleiclmngen 



x-2l 

21 (1). 

: - E'y co 2 21 - - sin 6 cos 8 

Wir haben ferner die geometrischen Gleiclmngen 

x = I cos 0, y = I sin (2), 

Durch Elimination yon R } R' aus den Gleichungen (1) erhalt man 

X -y-rf y -77T + /C 2 -TT,- = ## C0 2 iCW W 2 ^ s ^ C S (3). 

at at wi" 3 ^ ^ 



Ruhelage m finden Wir bemerken ; dass der Stab, wenn er 
im Zustand der Euhe in diese Lage gebracht wird ? immer in ihr 

bleiben wlirde, und dass deshalb -^ = 0, ^-| = ? -=- = ist. 

Dies gibt ^ 

f(x, y, ff) = gx Pxy eo 2 y sin 6 cos & = . . (4). 

Verbindet man (4) mit (2), so erhalt man = ~ oder sin 6 = 7-^7 

und damit sind die Grleichgewiclitslagen gefunden. Eine dieser Lagen 
werde durch d = a, x = a, y = b dargestellt. 
Die Schwingwngsbewegung m finden. Es sei 



worin x', y', 6' kleine Grossen sind. Diese Werthe miissen nun in 
Grleichung (3) eingesetzt werden. Auf der linken Seite sind -^, -^, -^ 

sammtlict klein; wir liaben daher einfach a, & ; a statt x, y } 6 zu 
sctreiben. Auf der rechten Seite substituire man nach Taylor's 
Theorem; es wird 



Wir wissen, dass das erste Glied f(a 9 l 9 a) Null ist, denn dies 
ist eben die Gleichung (4), aus welcher sich a, b, a ergaben. Man 
erhalt daher 



Setzt man aber, in den Gleichungen (2), d = + tf' 7 so erhalt 
man nach dem Taylor'schen Theorem 

x' = Z since- 6') 2/ = Zcosa-0'. 



26* 
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Die Gleichung zur Bestimmung der Bewegung 1st mithin 
(P 4. ^ * + ^ sin a + i 2 Z 2 cos 20) 0' = o. 

1st nun # Z sin a + ~ co 2 Z 2 cos 2cc = w positiv, wenn. einer der beiden 

Werthe von a eingesetzt wird. so ist die entspreehende Gleichgewichts- 
lage stabd und die Dauer einer kleinen Schwingung 



Ist n negativ, so ist das Gleichgewicht unstabil und kaoia destalb 
erne Sctwingung iiberhaupt uiclit stattfinden. 

n 

Wenn co 2 > ~y , gibt es zwei Grleichgewicttslagen des Stabes. Man 

findet durch Substitution, dass die Lage ; bei welcher der Stab gegen 
die Verticale geneigt ist, stabil, die andere unstabil ist. Wenn da- 

gegen CO S <TJ, so ist die einzige Lage, in welcher der Stab ruhen 

kann ; vertical und stabil. 

Fur n = befindet sich der Korper in einer Lage neutralen 
Gleichgewichtes. Um die kleinen Schwingungen bestimmen zu konnen, 
muss man die Glieder von hoherer Ordnung als der ersten beibehalten. 
Nach einer bekannten Transformation ist 



Jg yj 

Die linke Seite der Gleichung (3) wird daher (Z 2 + A 2 ) ^ und die 
rechte nacli dem Taylor'schen Theorem 

/7 s / 2 \ &^ 

j-$ (gl cos a -g- o 2 Z 2 sin 2aJ ~ + etc - 

Ptir n = ist a = ~ und a 2 = -^ Macht man die nothigen 

Substitutionen ; so versctwinden die GKeder von der zweiten Ordnung 
und die Bewegungsgleichung wird 



Da die uiedrigste Potenz von ff auf der rechten Seite ungrade ist 
und der Coefficient negativ, so ist das Gleichgewieht fur eine Ver- 
rtLckung nach jeder Seite seiner Lage stabil- Ist a der Anfangswerth 
von 6', so hat man fui die Zeit T bis zur Erreichung der Gleich- 
gewichtslage 



setzt man ff 
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Die Zeit bis zur Erreichung der Grleichgewichtslage variirt daher 
umgekehrt wie der Bogen. 1st die anfangliche Verriickung unbegrenzt 
klein, so wird diese Zeit unendlich gross. 

Man kann dieses bestimmte Integral, welches ein elliptisches, das sogenannte 
lemniscatische, ist, auch anders, namlich durch die G-ammafanction ausdriicken. Es 
ist leicht zu zeigen, dass 




K))' 



ist. Man setze cp 4 = 

451. Man hatte dieses Problem auch mittelst der ersten Methode 
leicht losen konnen. Denn der Punkt N, in welchem sich die beiden 
Lothe in A und B auf Qxj Oy schneiden, ist die Momentanase. 
Nimmt man die Momente um N, so erhalt man die Gleichung 

-i 

) 2 sin 6 cos 6 4 



= g I cos 6 -- co 3 sin 6 cos 6 . 

Bezeichnet man die rechte Seite der Grleichung mit f(8), so er- 
gibt sich die Grleichgewichtslage aus der Grleichung f(a) = und die 
Schwinennigsdauer aus 

^ g 



452. Beisp. 1. Wenn die Masse des Stabes, der mit AS bezeichnet wurde, 
M iat, zu zeigen, dass die Grease des Paares, welches das System zwingt, sich 

um Oy mit gleickftrmiger Winkelgeschwindigkeit zu drehen, M - - co -=- sin 20 ist. 

O Cit 

Wiirde sich die G-rosse des Paares ,ndern, wenn Ox oder Oy irgend welche 
Masse hatten? 

Beisp. 2. Das obere Ende eines gleichfbrmigen Balkens von der Lange 2Z 
wird gezwungen, auf emem glatten horizontalen Stab ohne Tr^gheit zu gleiten 
und das untere auf einem glatten verticalen Stab, durch dessen oberes Ende der 
horizontale Stab hindurchgeht; das System rotirt frei um den verticalen Stab; 
man beweise, dass die Winkelgeschwindigkeit des Systems, wenn a die Neigung 
des Balkens gegen die Verticale bei einer relativen Grleichgewichtslage bedeutet, 

( & J ist, und zeige, dass der Balken, -wenn er um ein Geringes aus dieser 
Lage verruckt wird, eine kleine Schwingung in der Zeit 



( S eca + 3 COB 

macht. [Coll. Exam.] 

In dem fruher im Text gegebenen Beispiel wurde das System gezwungen, sich 
mit gleichfSrmiger Geschwindigkeit um die Verticale zu drehen, hier dagegen ro- 
tirt es frei. Die Winkelgeschwindigkeit um die Verticale ist daher nicht con- 
stant und ihre kleiaen Variationen mussen aus dem Princip der Flachen abgeleitet 
werden. 
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Lagrange's Methode, die Beweguigsgleiclnmgen zu Mlden. 

453. Vortheile der Methode. Die Vortheile der Lagrange- 
schen Methode sind verschiedener Art. Sie liefert die Bewegungs- 
gleiclmngen frei von alien Reactionen und ist daher dann besonders 
zu empfehlen ; wenn die Bewegungen verschiedener miteinander ver- 
birndener Korper zu untersuchen sind. Sie lasst auch eine grossere 
Auswahl yon Grossen zu, die man zu Coordinaten nehmen kann. 
Ferner kann man, sobald die Lagrange'sche Function niedergeschrieben 
ist, aus ihr allein alle Bewegungsgleichungen ableiten, statt sie wie 
sonst einzeln aus verschiedenen Principien entwickeln zu mussen. 
Andererseits freilich muss die Function so berechnet werden, dass sie 
auch die Quadrate der kleinen Grossen enthalt. Bei kleinen Schwin- 
gungen behalten wir nun im Allgenaeinen nur die ersten Potenzen 
kleiner Grossen bei; wenn daher nur wenige Gleichungen erforderlich 
sind ; ist es oft vorzuziehen ; dieselben mittelst Zerlegung der Krafte und 
Ermittelung der Momente aufzustellen. 

Wie man sieht, eignet sich die Methode am besten fur Schwin- 
gungen mit mehr als einem Freiheitsgrad. Aus diesem Grund wollen 
wir hier nur die allgemeine Art erklaren^ wie die Bewegungsgleichungen 
zu bilden sind ; damit wir im Stande sind, die Methode auf die Auf- 
losung von Problemen anzuwenden. Wir behalten uns die allgemeine 
Discussion der Lagrange'schen Determinante fiir den zweiten Theil vor. 

454. Die Aufgabe der Lagrange'schen Methode ist ; die Schwin- 
gungen eines Systems urn seine Gleictyemchtslage zu bestimmen. Sie 
findet keine Anwendung auf Schwingungen urn einen Zustand stationarer 
Bewegung. Wenn z. B. ein schwerer Punkt mittelst eines Fadens an 
einem festen Punkt aufgehangt wird, so ist der Faden vertical ; wenn 
sich das System im Gleichgewicht belSndet und die Schwingungen um 
diese Lage lassen sich mittelst der Lagrange'schen Methode ermit- 
teln. Bringt man aber den Massenpunkt dazu ; dass er einen hori- 
zontalen Kreis beschreibt ; wie bei dem konischen Pendel ; so kann man 
Schwingungen um die stationare Kreisbewegung mit ihrer Etilfe nicht 
finden. Oder: wenn ein Ring auf demBoden in einer verticalenEbene rollt 
und dabei Schwingungen von der einen Seite der Ebene auf die andere 
macht, so konnen diese mittelst der Lagrange'schen Methode nicht 
berechnet warden. In dem nachsten Band wird eine Methode zur Be- 
stimTnung auch von Schwingungen um einen Zustand stationarer Be- 
wegung angegeben werden. 

Fiir jetzt nehmen wir an, die an dem System angreifenden Kraffce 
hatten eine Kraffcefunction und setzen auch voraus, dass die geo- 
metrischen Gleiehungen die Zeit nicht explicite enthalten und ebenso- 
wenig DifferentialcLuotienten nach der Zeit. 
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Bei der Lagrange'schen Methode ist es wesentlich, dass die ge- 
wahlten Coordinaten so kleine Grossen sind, dass man alle Potenzen 
derselben mit Ausnahme der niedrigsten, die vorkommen, weglassen 
kann. Man soil sie im Allgemeinen so wahlen, dass sie in der Gleich- 
gewichtslage verschwinden. Mit dieser Einschrankung ist die Wahl 
jedoch ganz beliebig. Wir wollen sie durch die Buchstaben 6, 9, etc. 
darstellen. Wenn nun das System um die Gleichgewichtslage schwingt, 
so lleiben diese Grossen ivahrend der Bewegung Jtlein. Die Anzalil der 
Coordinaten sei n. 

Wie friiher mogen Accente die Differentialquotienten nach der Zeit 
angeben. 

Ist T die lebendige Kraft des Systems, wenn es aus seiner Gleich- 
gewichtslage gestort wird, so lasst sich T, wie in 396 ; als homogene 
quadratische Function von 0', cp', etc. in der Gestalt 

2 T = A 8'* + 2A 1 0' + <'* etc ..... (Tj 



ausdriicken. Hier sind die Coefficienten A n etc. sammtlich Functionen 
von 6, 9 ; etc. und wir konnen annehmen ; sie seien in einer Reihe nach 
Potenzen dieser Coordinaten entwickelt. Sind nun die Schwingungen 
so klein, dass man alle Potenzen der kleinen Grossen mit Ausnahme 
der niedrigsten ; die yorkommen ? ausscheiden kann ; so brauchen wir 
nur die constanten Glieder dieser Reihen beizubehalten. Man kann 
daher die Coefficienten A llf etc. als Constante betrachten. 

Ist U die Kraftefunction des Systems, wenn es aus seiner Gleich- 
gewichtslage gestort wird ; so lasst sich auch U in einer Reihe von 
Potenzen von ; 9, etc. entwickeln. 

Es sei danach 



2 Z7= 2 Z7 + 2B X + 2 B 2 <p + etc. + u 2 + 2S 1Z 0<p -f etc. (2). 

Hier ist Z7 eine Constante, die offenbar der Werth von U ist, wenn 
0, <p, etc. sammtlich Null sind. Soil die Lagrange'sche Methode Er- 
folg haben, so ist es nothwendig, dass diese beiden Entwickelungen 
moglich seien. 

In der Gleichgewichtslage muss nach dem Princip der virtuellen 

A. r loeit |j = 0, ^=0, etc. == sein (siehe auch 340). Sind die 

gewahlten Coordinaten derart, dass sie in der Gleichgewichtslage ver- 
schwinden, so folgt daraus unmittelbar ^ = 0, J? 2 = 0, etc. = 0. Hat 
man die Coordinaten nicht in dieser Weise gewahlt, so miissen sie 
doch fiir eine Lage des Systems, die sich dicht bei der Gleichgewichts- 
lage befindet, verschwinden. Die Differentialquotienten von U, d. h. 
S ly J5 2 , etc., sind daher nothwendiger Weise Tdein. Die Glieder 33^8, 
J? 2 <p, etc. sind mithin kleine Grossen von der zweiten Ordnung und 
die quadratischen Glieder von U konnen im Vergleich mit ihnen nicht 
vernachlassigt werden. 
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Man beaclite auch, dass man die Grleichgewichtswerfhe von 6, cp 3 etc. 
von vornherein finden kann ? indent man die verschiedenen ersten 
Differentialquotienten von U gleieh Null setzt. Es ist dies jedoch im 
Allgemeinen nicht nothig, weil diese Werthe von 9, g>, etc. in der Polge 
doch erscheinen (siehe aucli 449). 

Wir haben nun die in Reihen entwickelten Werthe von T und U 
in die n Lagrange'schen Gleichungen 



_ _ _ _ 
at d& 36 ~~~ de ....... ^ ' 

und die ahnlichen fiir <p, ty, etc. einzusetzen. Da der Ausdruck fur T 
keine 6, 9, etc. enthalt, so liat man 

S-o. g-o.* 

Die n Gleichungen (3) werden daher 

A n d" + A^" + = B,. -(- B U 9 + B u9 + 
A a ff'+A n9 "+ .- = 5 2 + ^^ + 5 22 <p + ..... (4). 
etc. = etc. 

Dies sind die Lagrange'schen Gleictungen zur Bestimmung kleiner 
Schwingungen eines Systems um eine Gleichgewichtslage. 

455. Die LBsnngsmethode. Die Gleichungen sind nun aufzulosen. 
Wir bemerken ? dass sie sammtlich linear sind und dass deshalb 6, g? ; etc. 
durch eine Reihe von Esponentialgrossen von der Gestalt M&* richtig 
dargestellt werden. Da wir aber eine oscillatorische Bewegung suclien ; 
so ist es vortheilhafter, diese Exponentialgrossen durch die ent- 
sprechenden trigonometrischen Ausdriicke zu ersetzen. Da die Glei- 
clmngen Diflferentialquotienten erster Ordnung nicht enthalten, so ist 
es moglicli ; wie man sich durch eine Probe Gberzeugen kann, ihnen 
mittelst der folgenden Annahme zu genugen: 

6 = cc + M sin (f^t + x ) + M 2 sin (p%t + e a ) + etc. 
9 = ft + N, ain(ft* + ^ + JV 2 sin (ft* + fi| ) + etc. (5). 
etc. = etc. 

Nimmt man die einzelnen trigonometrisclien Glieder fiir sich allein ; 
so kann man diesen Gleichungen die typische Gestalt geben 

= Jfsin(jp*-|-fi), 93 = JVsin(j9jf + e), etc. = etc. 

Substituirt man die Werthe nun in die Gleichungen (4) ; so er- 
halt man 



(6) 



(AiJP* + #11) X + Wa*' + J?i 2 ) N + etc. = 
M + (^p* + 5 22 ) N + etc. = 
etc. etc. = 
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und durch Elimination von M } N t etc. die Determinantengleichung 



-0 . (7). 



, etc. 
etc. etc. etc. 



Die Determinante ist, wie man sieht, in Bezug auf die Eauptdiagonale 
symmetrisch. Sind es n Coordinaten, so 1st sie eine Gleichung w* 611 
Grades zur Ermittelung von # 2 . In dem zweiten Theil wird gezeigt 
werden, dass alle Werthe von p 2 reell sind. 

Nimmt man irgend eine positive oder negative Wurzel, so be- 
stimmen die Gleichungen (6) die Verhaltnisse von N, P, etc. zu M 
und man sieht, dass (well diese VerMltnisse sammtlich reell sind. Sind 
alle Wurzeln der Determinantengleichung positiv, so geben die Glei- 
chungen (5) die gauze Bewegung mit 2n willkurlichen Constanten, 
namlich M ly M%, M B , . . ., M n und s 19 23 . . ., s n . Diese sind durch 
die Anfangswerthe von 6, <p ; etc., 8', <p' } etc. zu bestimmen. 1st irgend 
eine Wurzel der Determinantengleichung negativ, so nimmt der 
entsprechende Sinus seine esponentielle Gestalt wieder an ; wobei 
der Ausdruck dadurch, dass man dem Coefficienten M eine ima- 
ginare Form gibt ; reell gemacht wird. In diesem Fall findet keine 
Schwingung um die Gleichgewichtslage statt. Die Lage heisst dann 
unstabil. 

Man beachte, dass fur jeden positiven durch die Gleichung (7) 
gegebenen Werth von p* zwei gleiche Werthe von p mit entgegen- 
gesetztem Yorzeichen existiren. Es ist ubrigens nicht nothig ; hier die 
negativen Werthe von p in Betracht zu ziehen. Denn die Auflosung 
der linearen Differentialgleichungen wird dureh eine Reihe von Ex- 
ponentialgrossen richtig dargestellt. Nun ist jeder Sinus die Summe 
zweier Exponentialgrossen mit Exponenten von verschiedenem Vor- 
zeichen. Daher sind die beiden Werthe von p in den trigonometrischen 
fur 6, <p, etc. angenommenen Ausdriieken bereits eingeschlossen. 

Die Constanten a ; ft etc. in dem Ansatz (5) sind offenbar die 
Coordinaten der Centrallage ; um die das System schwingt. Setzt 
man diese Werthe von 6, <p ; etc. in die Gleichungen (4) ein ; so er- 
halt man 



tc. \ ..... (8). 
= etc. ] 

Diese Gleichungen bestimmen die Werthe von cc, ft etc. Da den 
Bewegungsgleichungen dureh diese constanten Werthe der Coordinaten 
ohne ein die Zeit enthaltendes Glied geniigt wird, so sind a, ft etc. die 
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Coordinates, der Gleichgeivichtslage des Systems. Dies folgt and. aus 
den Satzen der Statik, welche die Grleichgewichtslage eines Systems an- 
geben, wenn die Function U bekannt ist. Danach findet man die 
Grleichgewichtswerthe der Coordinaten 6, <p ? etc., indem man die ersten 
Differentialquotienten Ton U nach 8, y, etc. gleich Null setzt. Die so 
erhaltenen Gleichungen sind offenbar identisch mit denen unter (8). 

TVenn eine Wurzel, z B. p^, der Determinantengleichung (7) Null ist, so 
reduciren sich die entsprechenden Glieder in (5) auf Constante. Zugleich ist 
die Resultante der Gleichimgen (8) Null, so dass entweder die Gleichungen (8) 
niclit uaabhangig von einancler oder die Werthe von a, /?, etc nieht so klein 
sind, dass ihre Quadrate vernachlassigt werden konnen In dem ersten Fall 
nimmt der Theil der Losung (5) , wekher von der Wwisel p t * abhangt, erne andere 
Gestalt an. Setzt man 6 = K + At, <p p + Bt, etc, so kommt man zu den- 
selben Gleichungen (8) wie zuvor und ausserdem zu einer Beihe von Gleichungen, 
die sich aus (8) ergibt, wenn man A, J5, etc for a, ^, etc und Null fur S l , B z , etc 
schreibt Wenn die Coordinaten so gew'ahlt worden sind, dass in dem Ausdiuck 
fiir Z7, B 1 = , J? 2 = 0^ etc ist, so liefern die beiden Beihen von Gleichungen 
A'u = Bjfl = etc/ Jedenfalla aber, mag man diese Wahl getroffen haben oder 
mcht, sind im Allgemeinen nur 2w 2 dieser 2w Gleichungen unabhangig von- 
einander und bestimmen daher 2w 2 der Constanten a, jS, etc , JL, J5, etc., indem 
sie zwei z. B. A und a unbestimmt lassen. 

Da die LSsung durch eine Eeihe von ExponentialgrOssen von der Gestalt 
Me qt , worin # 2 p* iet, richtig ausgedruckt wird r so kann die Detei-minante in (7) 
so angesehen werden, als habe sie in dem Fall p^ = zwei gleiche Wurzeln. 
Die Theorie gleicher Wurzeln in Differentialgleichungen fuhrt sofort zu den oben 
far 0, qp, etc gegebenen Formen; siehe auch 462. 

456. Schwingungsperioden. Aus (5) ist ersiclitlicli, dass jede 
der n Coordinaten 6, <p, etc. in einer Reihe von so vielen Sinussen aus- 
gedrnckt ist, als es besondere Werthe von # 2 gibt. Wenn daher ver- 
schiedene nnabhangige Wege existiren, auf welchen sich das System be- 
wegen kann ? so hat man ebensoviele Schwingungsperioden. Sie sind 

offenbar gleich ; - - 9 etc. Im AUgemeinen brauchen wir nur diese 

Schwingungsperioden und nicht die specielle Lage, welche das System 
in jedem Augenblick einnimmt. In diesem Pall kann man in jedem 
Problem alle andern Stufen der Entwickelung weglassen und die 
Determinantengleichung sofort aufstellen. Man verfahrt dann nach fol- 
gender Regel. Man entwickele die Krdftefunction TJund die lebendige Kraft 
T in aufsteigenden Poten#en der Coordinaten 9, <p, etc. und ikrer Diffe- 
rentialqiiotienten d', y, etc. und scheide dabei alle Potenaen, die Iwher 
als die zweite sind, aus. Indem wan mm die Accente in dem Ausdmck fur 
T iveglasst iwd wvr das guadratische Glied in U leibehalt, seize man die 
Determinant von p 2 T+ U gleich Null Die Wurzeln der so gebildeten 
Gleichungen liefern die ffesiwhten Werthe vm jp. 

Die Art, wie diese Regel in Verbindung mit der Mefhode der m- 
lestimmten Multiplicatoren anzuwenden ist, wird im zweiten Band be- 
handelt. 
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457. Die Lage des Systems. Soil auch die Lage des Systems 
zu jeder beliebigen Zeit gefunden werden, so mfissen die Werthe der 
Integrationsconstanten bestimmt werden. Aus den Gleichungen (6) geht 
hervor, dass die Verhaltnisse von M, N, P, etc. ftir irgend ein specielles 
trigonometrisches Glied in der Losung (5) dieselben sind, wie die Ver- 
haltnisse der Unterdeterm inanten der Elemente einer beliebigen Zeile 
in der Lagrange'schen Determinante (7). In diese Unterdeterminanten 
substituirt man selbstverstandlich den Werth von p 2 , welcher zu dem 
speciellen trigonometrischen Grlied, um welches es sich liandelt ; gehort 
Auf diese Art werden die Coefficienten aller trigonometrischen Glieder 
durch diejenigen ausgedriickt, welche in der Reihe fur eine Coordinate 
vorkommen. 

Die Resultate kann man symmetrisch auf folgende Art anordnen. Es seien 
II(P)I -^G 9 )) e tc , I n (p) die n Unterdeterminanten, als Functionen Ton p an- 
gesehen, irgend einer Horizontal- oder Verticalreihe der Lagrange'schen Detei- 
minante. Die Losung (5) wird dann 



d = a + t Zi (ft) sin (ft 1 + sj + L* ^ (p z ) sin (p s t + 2 ) + etc , 
n (ft* + x ) + 2 J 2 (^> s ) sin ( ft t + e 2 ) + etc , 
sin (ft* + fil ) + LS I 8 (# 2 ) sin ( A * + s 2 ) + etc , 
etc. = etc., 

worin L^ , L s , . . ., i w willkiirHche ^ Constante "bezeichnen , welche die Verhalt- 
nisse yon Jfcf, ^7", etc. zn den entsprechenden Unterdeterminanten darstellen Die 
Losung muss etwas modificirt werden, loenn irgend ein Werth von p Null wird 
( 462) oder alle Unterdeterminanten in einer Colimne gleich Null sind Diese Falle 
werden im zweiten Band besprochen werden. 

Die Werthe der 2w Constanten L^ . . . L n und s a . . s n miissen aus den An- 
fangswerthen der n Coordinaten 0, qp, etc. und ihrer Geschwindigkeiten 6', 9', etc, 
ennittelt werden Zu diesem Zweck setze man L m cos s nt = A m und L m sin s m = B m 
Entwickelt man die trigonometrischen Glieder, so erhdlt mem Zn linear eG-leichwngen, 
aus welchen sich die 2n Constanten A . . . A n , J5 X . . JB n ergelen Wenn n gross ist ? 
so wird die AufLosung dieser 2w linearen Gleichungen langwierig. In vielen 
Fallen lasst sich jedoch die Methode der Multiplicatoren anwenden. 

1st die Anzahl der Coordinaten bedeutend, so kann auch die Lagrange'sche 
Detenninante selbst unhandlich werden. Man kann dann die Coordinaten zu- 
weilen so behandeln, dass die Benutzung der Recknung mit endlichen Differentsen 
moglich wird. 1st die Anzahl der Coordinaten unendJich gross, wie z B bei 
einer schwingenden Saite, so nimmt die so erhaltene Gleichung die Grenzform 
einer partiellen Differentialglewh'mg an. In andern Pallen kann es auch vor- 
kommen, dass zwar nur einige Wurzeln der Lagrange'schen Gleichung bekannt 
sind, die entsprechenden Coeffieienten in der Losung sich aber doch ermitteln lassen. 

Die Lagrange'sche Detenninante liefert die Grenzwerthe der Perioden, 
wenn die Schwingungsweiten unendlich. kleia sind. Man kann zeigen, dass die 
Ideinen vernachlassigten G-lieder die Lagrange'schen Perioden manchmal bedeutend 
tnodificiren. Ein Beispiel davon kommt in der Mondtheorie vor. Diese und ahn- 
liche Schwierigkeiten behalten wir uns far den zweiten Band vor. 

Beisp. Man zeige, dass, wenn die Detenninante (7) Null ist, die Verhalt- 
nisse der Unterdeterminanten der Elemente irgend einer Zeile den Verh&ltnissen 
der Unterdeterminanten der Elemente irgend einer andern Zeile gleich sind. 
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458. Beispiele zu der Lagrange'sclen Methode. Die folgenden 
Beispiele sollen zeigen, wie sich die Lagrange'sche Methode zur Er- 
mittelung kleiner Schwingungen eines Systems verwenden lasst. Werden 
nur die Perioden gesucht, so kann man das Verfahren so zusammen- 
fassen: Man Hide die Glieder von T und U, die von den Quadraten 
kleiner Grosser abMngen tind seize die Determinante von p*T -\- U 

gleich Null. 

Beisp. 1. Ein Korper von der Masse m und Lange 2 a ist mittelst^ eines 
Fadens A von der Lange Z, der an einem Punkt A des Korpers befestigt 1st, an 
einem fasten Punkt aufgehangt und 3 ist aein Schwerpunkt Der Kdrper 
schwingfc nnter dem Einfluss der Schwere in einer verticalen Ebene; man finde 
die Bewegung. 

Sind 6, y die Winkel, welche der Faden OA und der Radius AB mit der 
Yerticalen machen und verfahrt man me in 147, so findet man bei Vernacn- 
lassigung der Potenzen yon 0, <p, welche hSher als die zweite sind, 

T = 1 m { 1*6'* + 



und wenn man die Determinante von p* T + U bildet und durch den gemein- 
schaftlichen Factor ml dividirt, 

= 

Daher 

Wp* ( f + fc* + a 2 ) gp* + ag*=*0 

Nimmt man die Unterdeterminanten der zweiten Horizontalreihe und be- 
zeichnet mit p^ p%* die Wurzeln der quadratischen Gleichung, so erhS.lt man 



"Wenn die Wurzeln dei Determinantengleichung gleich sind, lasst sich er- 
warten, dass die Losung eine andere Form annimmt Da die Determinante fur 
jp 2 = -+- oo positiv und fur p*= g/l negativ ist, so sind die Wurzeln durch den 
letzteren "Werth von # 2 getrennt und daher, wenn sie gleich sind, durch p* =* g/l 
gegeben. Da alsdann der Determinantengleichung nur gentigt werden kann, wenn 
auch ap* Null ist, so sind die Wurzeln nur dann gleich, wenn a = 0. Wenn 
aber a *= ist, so sieht man leicht ein, dass die Wurzeln nicht gleich sein 
tbnnen 

Wird der Faden an den Mittelptinkt eines gleichfdrmigen Stabes befestigt, 
so ist a und k* endlich. In diesemFall ist die eine Wurzel der Lagrange'schen 
Determinante Null, namlich ^ g *= 0, wahrend die andere ^? 1 S = 9Jl ist. Soil man 
auch die Lage des Systems finden, so hat man 



Die Lagrange'schen G-leichungen sind daher 

Ze" + 00 0, 9 



e = L sin (ft* 4. ) , (p = p + Bt , 

worin JL, F, ]5, JB die vier mlUoirlichen Constanten sind. Der Punkt A schwingt 
daher wie ein einfaches Pendel, wahrend sich der Stab mit gleichffcrmiger Winkel- 
geechwindigkeit um A dreht. 
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Wird der Faden an das Ende eines Stabes befestigt, so lasst sich zeigen, 
dass das Verhaltniss der Perioden niclit zwischen 2 + ~]/3 liegen kann, 

Beisp, 2. Zwei schwere Punkte von den Massen M und m sind an einen 
Faden gebunden nnd an einem festen Punkt aufgehangt Die Lilngen 031, Mm 
des Fadens werden mit a bez. & bezeichnet Wenn die Punkte kleine seitliche 
Schwingungen machen, die beiden Schwingungsperioden zu finden und zu zeigen, 
dass sie nicht gleich sein konnen Man zeige auch, dass die eine Periode das 
Doppelte der andern ist, wenn (M -\- m}(a -{- &) 2 = 25Mab ist. 

Es ist mancnmal von Wichtigkeit, die Perioden eines schwingenden Systems 
derart commensurabel zu machen, dass sich die Bewegung in einem Intervall, 
welches das kleinste gemeinschaftliche Yielfache der yerschiedenen Perioden ist, 
bestandig wiederholt So kann das System z B. den Zweck haben, die Zeit wie 
ein Pendel anzugeben oder einen bestimmten Ton hervorzubringen 

Beisp. 3. Em Massenpunkt kann frei auf einem glatten kreisfb'rmigen Draht 
gleiten, der an einem festen Punkt auf seinem Umfang aufgehangt ist. Das System 
befindet sich unter der Wirkung der Schwere im Gleichgewicht; eine kleine Ge- 
schwindigkeit wird dem Massenpunkt in der Uichtung der Tangente an den Kreis 
mitgetheilt; man untersuche die sich ergebenden kleinen Schwingungen und zeige, 
dass die Perioden durch 



a P " 



/W 
W 



gegeben siad, worin w, M die Massen des Punktes und des Kreises und a der 
Radius des Kreises sind Man zeige auch, wie die Integrationsconstanten zu be- 
stimm6n sind. 

Beisp. 4. Eine glatte dunne Kugelschale von der Masse M und dem Radius 
a ruht auf einer glatten schiefen Ebene und ist mittelst eines elastischen Fadens 
an einem Stift befestigt, welcher denselben Abstand von der Ebene, wie das 
Centrum der Kugel, hat, wahrend ein Punkt von der Masse m auf der inneren 
Flache der Schale liegt. In der Grleichgewichtslage ist der Faden der Ebene 
parallel; man finde die Schwingungszeiten des Systems, wenn es in einer verti- 
calen Ebene leicht verruckt wird und beweise, dass der von dem Massenpunkt 
durchlaufene Bogen und die von dem Centrum der Schale beschriebene Strecke, 
von ihren Gleichgewichtslagen aus gerechnet, immer gleich sein konnen, wenn 

(M + m -f m cos a) gl = Ea (1 + cois a) 

ist, worin JS den Elasticitatscoefficienten des Fadens, I seine naturliche Lange und 
a die Neigung der Ebene gegen den Horizont bedeutet. Caius Coll. 

Beisp. 5. Ein dreibeiniger Tisch wird hergestellt, indem man eine schwere 
dreieckige Lamelle auf drei gleiche Beine setzt und dabei die Eckpunkte der La- 
melle zu Stutzpunkten macht; wssnn die Beine gleichmassig zusammendi-iickbar 
sind mxd ihre Gewichte vernachlassigt werden, dann besteht das System gleich- 
zeitiger Schwingungen der oberen Flache aus einer verticalen und zwei Winkel- 
schwingungen urn zwei in ihrer Ebene liegende zueinander rechtwinklige Axen 
und die Perioden der Winkelschwingungen sind der der Yerticalschwingungen 
gleich und das Doppelte derselben. St. Johns Coll. 1880. 

Beisp. 6. Ein Stab AB von der Masse m und der Lange 2 a wird an zwei 
gleichen elastischen Seilen AC, BD aufgehangt, welche keine merkbare Masse 
haben und deren unausgedehnte Lange Z ist. C und D sind feste Punkte in der- 
selben Horizontalen und CD = 2 a. Man untersuche die kleine Schwinguiig des 
Stabes, wenn er aus seiner Gleichgewicht slage in der durch CD gehenden Vertical- 
ebene verruckt wird und zeige, dass die Perioden der horizontalen und der 
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verticalen Schwingung des Schwerpunktes des Stabes und der Rotationsschwingung 
denjenigen von Pendeln gleich sind, deren Lange Z, I 7 bez. y(Z 1 9 ) ist, unter 
I die Lange eines jeden Sells verstanden, wenn das System sich im Gleichgewicht 
befindet. Math. Tripos 

Beisp. 7. Drei gleiche Massenpunkte, die sicli gegenseitig nach demNewton- 
schen Gesetz anziehen, sind gezwimgen, sich wie Rosenkranzperlen auf den glatten 
Seiten eines gleichseitigen Dreiecks zu bewegen Im Gleichgewichtszustand be- 
finden sie sich auf den Mittelpunkten der Seiten Man beweise, dass das Gleich- 
gewicht nur dann stcibil ist, wenn die Anfangsverruckungen und die Anfangs- 
geschwindigkeiten gleich sind und finde, wenn sie gleich smd, die Zeit einer 
kleinen Schwingung. 

Beisp. 8 Drei gleiche Massenpunkte , welche sich gegenseitig mit gleichen 
Kraften, die in alien Abstanden constant bleiben, anziehen, konnen frei auf drei 
gleichen sich mcht schneidenden Ereisen vom Radius r gleiten, deren Mittel- 
punkte sich in den Ecken J., U, C eines gleichseitigen Dreiecks befinden und die 
in der Ebene des Dreiecks liegen. Man zeige, dass, wenn die Massenpunkte 
kleine Schwingungen urn ihre Gleichgewichtslagen ausfiihren, zwei der Perioden 
gleich Zn/p und eine dritte %it/p f ist, wobei 

-B 3r , 2 



E der Radius des deni Dreieck ABC umschriebenen Kreises und F das Ver- 
hidtniss der Anziehungskraft zwischen irgend zwei Punkten zu der Masse der 
beiden ist. 

Beisp, 9. Ein schwerer KSrper, dessen Schwerpunkt H ist, hangt an einem 
festen Punkt Ein zweiter Korper, dessen Schwerpunkt G ist, wird an dem 
ersten in einem in der Verlangerung von OS befindlichen Punkt A befestigt. 
Das System schwingt frei in einer verticalen Ebene; man beweise, dass die 
Perioden dureh die quadratische Gleichung 



gegeben sind, worin M JT 2 und mlc* die Tragheitsmomente der beiden K5iper fiir 
bez A bedeuten Ferner ist OH = ?&, OJ. = a, AGr^b Was wird aus diesen 
Perioden, wenn (1) der obere, (2) der untere E6rper sich auf ein kurzes Pendel 
von geringer Masse reducirt? Der erste Fall kommt vor, wenn die Befestigung 
eines Pendels an seinem Aufhangepunkt nicht vollstandig starr ist, und das 
Pendel daher so angesehen werden kann, als hSnge es an einem kurzen Paden; 
der zweite, wenn ein kleiner Theil der Masse eines Pendels lose ist und bei jeder 
Selrwingung sich hin- und herbewegt. 

459. Hanptcoordinaten. Man erklare, was unter den Hawpt- 
coordinaten eines dynwnischen Systems in der Nahe einer Grleichgewichts- 
lage m verstekew ist. 

Wenn man zwei homogene qnadratische Punctionen einer Anzalil 
von Yariablen hat, von denen die eine ihrem Wesen nach fiir alle 
Werfhe der Yariablen positiv ist^ so kann man bekanntlieh beide Ans- 
driicke durch eine reelle lineare Transformation der Variablen von den 
Gliedern befreien, welche die Producte der Variablen enthalten, und 
auch die Coefficienten der Quadrate in der positiven Function einzeln 
der Einheit gleich machen. Wenn die Coordinaten 0, 9, etc. durch die 
Gleichungen 
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...... (9) 



etc. = etc. 

in fj, ij, etc. umgewandelt werden ; so andern sich auch 0', cp', etc. durch 
dieselbe Umformung in (', 77', etc. urn. Auch die lebendige Kraft ist 
ihrem Wesen nach positiv. Daraus folgt ; dass man die doppelte 
lebendige Kraft und die Kraftefunction durch geeignete Wahl der 
neuen Coordinaten in den Formen 



2(17- Z7 ) = 2&J + 26 2 ^ + etc. + 6 n | 2 
ausdriicken kann. 

Diese neuen Coordinaten |, <q, etc. heissen (fie Hauptcoordinaten 
des dynamischen Systems. Man hat ihnen auch viele andere Namen 
gegeben, wie liarmonische, einfache und normale Coordinaten 

Gewoknlich wird angenommen, wenn nicht das Gegentheil fest- 
gesetzt ist, dass die Hauptcoordinaten so gewahlt sind ? dass sie in der 
Gleichgewichtslage yerschwinden. Es ist dann 6 X = 0, & 2 = ; etc. = 

460. Wird ein dynamisches System auf Hauptcoordinaten be- 
zogen, die nicht nothwendiger Weise in der Gleichgewichtslage ver- 
schwinden ; so nehmen die Lagrange'schen Gleichungen die Gestalt 

" 6 U I = \ , YI" 1)^ = ^7 etc. = etc. 
an, so dass die ganze Bewegung durch 



gegeben ist ; worin E, F, etc., 1} 2 , etc. willkurliche Constante sind ; 
die durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden, p^ = 6 11? 
p^ = 6 22 , etc. ist und a, &, etc. die Werthe von %, ij, etc. im Gleich- 
gewichtszustand sind. 

Durch Substitution der trigonometrischen Werthe yon ; if, etc. 
in die oben gegebenen Transformationsformeln kommt man offenbar 
wieder auf die Gleichungen (5) des 455 zuriick, in welchen die all- 
gemeinen Coordinaten 8 } <p, etc. als trigonometrische Punctionen yon t 
ausgedruckt wurden. Man erhalt daher eine Reihe yonHauptcoordinaten ; 
namlich | 1; ^ 1; etc., die in der Gleichgewichtslage verschwinden, wenn 




(10) 

etc. = etc. 

setzt, worin die Werthe yon a, ft etc., Jf 1? Jf 27 etc. N ly N^, etc. auf 
die in 455 erklarte Art ermittelt werden konnen. Alle ubrigen 



416 Kapitel IS. KLeine Schwingungen 

Reihen von Hauptcoordinaten lassen sich aus dieseu dadurcli ableiten 

dass man <, i TFJ- -L \ -& ^ n 

etc. 



nimmt. 

Sind die Anfangsbedingungen derart, dass wahrend der ganzen Be- 
wegung alle Hauptcoordinaten mit Ausnahme von feiner constant bleiben, 
so sagt man ; das System voRfuhre eine Haupt- oder harmonische 
Schwingung. Es vollfiihrt eine fMsawmengesetete Schwingung, wenn zwei 
oder mehr variabel sind. Man kann daher behaupten, dass jede mog- 
liche Schwingung des Systems urn eine Gleiehgewichtslage durcli die 
Lagrange'sche Metliode in ihre einfachen Schwingungen oder die 
Componenten der Schwingung #erlegt wird. 

Daraus gett der wicbtige Satz Jiervor, dass das Gleichgewicht eines 
Systems, wenn es fur die Hauptschivingungen staUl ist, dies fur alle 
Schwingungen ist 

Das Theorem, dass die allgemeinen Schwingungen eines Systems 
sich in gewisse Grundschwingungen zerlegen lassen ? die unabhangig 
voneinander gleichzeitig bestehen konnen, heisst manchmal das frincip 
von der gleictizeitigen Existent kleiner Scliwingungen. 

461. Es ist offenbar wichtig ; die Besonderheiten einer Haupt- 
schwingung, an welchen man sie auch ohne alle mathematischen Symbole 
erkennen kann ; zu bestimrnen. Diese physikalischen Besonderheiten sind: 

1. Die Bewegung wiederholt sich in constanten Interv p allen ? d. h. 
nach einem solchen titervall nimmt das System wieder dieselbe Lage 
im Raum ein und bewegt sich genau in derselben Weise, wie zuvor. 

2. Das System geht zweimal bei jeder vollstandigen Schwingung 
durch die Grleichgewichtslage. Denn ? nimmt man zur yariablen Coor- 
dinate,, so sieht man ; dass % a zweimal verschwindet ; wenn sich pt 
um SJT vermehrt. 

3. Die &eschwindigkeit eines jeden Massenpunktes des Systems 
wird in demselben Augenblick NuR und dies tritt bei jeder vollstandigen 

Schwingung zweimal ein. Demi -4 verschwindet zweimal ; wahrend 

p t t sich um 2 it vermehrt. Die Ruhelagen kann man die tims&rsten 
Lagen der Schwingung nennen. 

4. Das System werde auf beliebige Coordinaten 6, 9, etc. bezogen, 
deren Grleichgewichtswerthe ; wie zuvor ; ccj j3 7 etc. sind. Wenn das System 
eine Hauptschwingung ausfuhrt, so sind diese sammtlich variabel, aber 
die Verhaltnisse yon 6 a, 9 , etc. zueinander wahrend der ganzen 
Bewegung constant 1 ). Denn aus den Transformationsformeln (10) ist er- 
sichtlich, dass, wenn %, f 1? etc. sammtlich Null sind und nur ^ variirt, 



1) Diese Eigensehaft wird von Lagrange erwahnt, der bei verschiedenen 
Gelegenheiten Hanptcoordbaten benutat, wenn er auch den Namen nicht gebrauclit. 
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Diesen Satz kann man auch in Worte fassen, indem man sagt, jeder 
Punkt des Systems befinde sich in demselben jBewegungsstadiwm. 

Die Perioden der verschiedenen Hauptschwingungen konnen samnit- 
lich ein kleinstes gemeinschaffcliches Vielfache haben. Tritt dieser Fall 
ein, dann wiederholt sich der Anfangszustand immer wieder in Intervallen, 
die dem kleinsten gemeinschaftUchen Vielfachen gleieh sind, Tvobei es 
durchaus gleichgultig ist, welclie kleine Ajifangsstorung dem System 
gegeben wird. Wenn dagegen keine zwei Schwingungsperioden commen- 
surabel sind ; so wiederholt sicli der Anfangszustand nur dann, wenn das 
System eine Hauptschwingung ausfuhrt. Es gilt daher wvei Ayiwi von 
schwingenden Systemen, solche, bei welchen die Bewegung sich bestandig 
in constanten Intervallen wiederholt, wie man auch den Korper in Be- 
wegung setzen mag, und solche, bei welchen dies nur dann eintritt, 
wenn dem Korper der richtige Anfangsanstoss gegeben wird. Dies 
ist vielleicht eine der TTrsachen, warum einzelne Korp&r wohltonender 
sind als cmdere; denn, wenn das Intervall so kurz ist, dass das in der 
Luffc entstehende Gerausch ein musikalischer Ton wird, so bringt ein 
solcher Korper, wenn er beliebig getroffen wird, einen bestimmten Ton, 
statt ein Gemisches getrennter Tone, hervor. 

Urn die Methode zur Ennittelung der Hauptsch-winguiigen eines Systems zu 
erlautern, wollen wir auf das fruiter in 458 geldste Beispiel (1) zuriickgreifen. 
Es gibt zwei Hauptscliwiiiguiigen, die durch 



+ fl ) 1 S = - L*ap** sin (p s t + s z ) \ 

9) sin (ft t + fl ) ) g? 2 = X s (p 2 3 Z g) sin (p z t + f 2 ) J 



gegeben sind, Bei jeder Hauptsehwingung schwingt daher sowohl der Faden als 
der KOrper. Man erkennt diese beiden Schwingnngen daran, dass der Faden A 
und der Radius AB zugleich vertical werden, beide zugleich ihre aussersten Lagen 
erreichen u s. f. 

Beisp. 1. Eine Reihe von n schweren Massenpunkten wird in den Punkten 
A, B, etc. an einem leichten Faden befestigt und das G-anze an einem festen 
Punkt aufgehangt. Wenn das System eine Hauptsehwingung ausfuhrt, so 
schneidet jeder Theil des Fadens, sofern er verl'angern wird, die durch gehende 
Yerticale in einem whrend der Bewegung festliegenden Punkt. 

[Kelvin's Theorem, Popular lectwes etc. 1867] 

Es seien 6, 9, ^, etc. die Neigungen der Theile OA, AB, BC, etc. des 
Fadens gegen die Verticale; OA = a, AB = l, etc. Man betrachte die Bewegung 
irgend eines Punktes P eines der Faden z. B. BC und es sei BP = js. Der Ab- 
stand x des Punktes P von der durch gehenden Verticalen ist# = a0 + &9 + 2'#. 
Bei einer Hauptsehwingung stehen 6, 9, ty in constantem Yerhaltniss zu einander; 
wenn daher z so gewahlt wird, dass x in einem Moment gleieh Null wird, so ist 
es immer gleieh Null. 

Der Satz gilt auch dann, wenn OA, AB, etc. durch Gelenke verbundene 
Stabe sind oder beliebige starre KSrper, die auf die in Beisp. 9, 458 beschriebene 
Art aneinander befestigt sind. ' 

Wir wollen davon auf Beisp. 1, 458 Anwendung machen. Ist E der feste 
Punkt im Radius AB, z sein Abstand von A, positiv in der Bichtung nach B 
genommen, so ist 70 + ^9 = 0. Substituirt man fur G/tp das Verhaltniss der 
Unterdeterminanten der zweiten Horizontalreihe der Lagrange'schen Deter- 

Bouth, Dynamite, I. 27 
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minante (d. h. die Yerhaltnisse in den Gleichungen (1) dieses Para^aphen) so er- 
halt man lap*=0(lp*-g) Dies bestimmt den Werth von *, der den beiden 

Perioden J p s =^ 1 2 ^ 2 =p 2 2 entspnclit.Diel3eidenHaupt- 
schwingungen sind in der nebenstehendenFigur darge- 
steUt, beiwelcher js=^LE7negativinl), positivin2)ist. 

YDie thatsiichliche Schwingung findefc man durch Super- 
position dieser beiden Bewegungsarten 
Es ist von Interesse, zu sehen, in welcher Weise 
, /Jf die eine Hauptschwingung verschwindet, wenn ent- 
fa weder die LS,nge I des Fadens oder die linearen Dimen- 
sionen a des Korpers ohne Grenze abnehmen. Aus 
der Lagrange'schen Determinante ergibt sich, dass 
in beiden Fallen ein Werth von p* sehr gross wird, so 
dass die Periode der verschwmdenden Schwingung sehr kurz ist Die sichtbare 
Bewegurfg reducirt sich daher auf eine harmonisclie Schwingung, die in einer end- 
lichen Zeit vollfuhrt wird, welche durch den andern Werth von jp 2 gegeben ist 
tmd auss^rdem auf eine gleichzeitige zitternde Bewegwng 

Die WertLe von lp* und ap\ vie sie die Lagrange'sche Determinante 
gibt, werden, wenn I bez. a, verschwindet und $* unendHch gross wird, zuletzt 
(#24. a *)g/Jc* und a?g/lc\ Die entsprechenden Werthe von sind die positive Grdsse 
(jfc .)_ a *) /a und Null Die verschwindende Schwingung ist in FigurS) dargestellt; 
die Punkte und E liegen fest und die Ausdehnung der zitternden Bewegung wird 
geometrisch immer geringer, wenn entweder A oder A E unbegrenzt klein wird Bei 
der andern nicht verschwindenden Schwingung faUt E schHesslich mit zusammen. 
Beisp. 2. Bei den vonBorda, Cassini, Arago undBiot angestellten Ex- 
perimenten, urn die Lange des Secundenpendels durch Beobachtung der Schwin- 
gungsdauer einer von emem Draht getragenen Kugel zu bestimmen, wurde stefs an- 
genommen, dass der Durchmesser der Kugel, der sich in der Ruhelage in verti- 
caler Eichtung befand, wahrend der ganzen Schwingung in derselben Geraden mit 
dem Draht bleibe. Man zeige, dass die Lange des so gefundenen Secunden- 
pendels um k*/al* ihrer selbst zu kurz ist, worin a den Radius der Kugel, k den 
Tragheitsradius und I die Lange des Fadens angibt. Bei den Esperimenten war 
die Kugel so klein, dass diese Correction unmerkbar blieb. 

Airy, Cambr Trans. Vol. HI. 

Bei diesen Versuchen liess es sich fast nicht vermeiden, der Kugel eine kleine 
Drehung um den im Gleichgewicht verticalen Durchmesser zu geben, Sieht man 
die Kugel und den Draht als starren K5rper an, der mit der Winkelgeschwindig- 
keit n um den Draht rotirt, so ist nach 268 die Schwingungsdauer eines solchen 
Systems ^n/(^ ^). Substituirt man die in diesem 268 angegebenen Werthe 
von f^ , ft a und setzt g statt g, so ergibt sich leicht, dass die beobachtete Lange 
des Pendels nahezu um a 4 n*/2&gl* ihrer selbst zu lang ist. Dies stimmt mit dem 
Eesultat iiberein, zu dem Poisson in der Connaissance des Terns, 1816 kam. Auch 
diese Correction ist unmerkbar. 

Beisp. 3. Wenn (6 1 , g^), (0 a , g s ) die beiden Werthe von d, g? for die beiden 
Hauptschwingungen sind, zu beweisen, dass, in, Beisp. (1), 468, 20^ = a 9i9a 
ist, Wenn ferner zwei gleiche Massenpunkte A, B durch einen Paden an einem 
festeu Punkt aufgehangt werden, zu beweisen, dass 2a0 a a = &9i9a ist r 
worin OA=*a, JJ?^=& gesetzt ist Diese Beziehungen zwischen deu Haupt- 
schwingungen sind specielle Falle, die sich aus der Methode der Multiplicatoren 
(Bd. 2, 398 ) 



462. Gleiche Wurzela in der Lagrange'schen Determinante. 

Wenn ein Theil der Wurzeln der Gleichung, welche jp 2 hestimmt, gleich 
sind, so miissen, wie aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
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bekannt ist, entweder (1) Glieder von der Form (At -f E) sinjptf in 
den Werthen von 0, q>, etc. auftreten, oder (2) erne Unbestimmtheit in 
den 455 gegebenen Coefficienten M, N, etc. bestehen. Bezieht man 
das System auf Hauptcoordinaten, die in dem Gleichgewichtszustand 
verschwinden, so ist nach 460 die erste Alternative im Allgemeinen 
ausgeschlossen. Wenn zwei Werthe von p* gleich sind, z. B. & u und 
6 22? so haben die trigonometrischen Ausdrucke fur g und 77 gleiche 
Perioden ; Glieder aber ; welche t als Factor enthalten, treten nicht auf. 
Die pJiysikalische Besonderheit dieses Falles bestelit darin, dass das 
System mehr als erne Eeihe von Haupt- oder liarmonischen Schwingungen 
Itesitfft. Denn offenbar lassen sich |, ^ mit anderen Coordinaten 1; ^ 15 
die | 2 + tf = Si 2 + ^i 2 machen, derart vertauscben, dass die iibrigen 
Coordinaten , etc. unverandert bleiben, ohne Glieder, welche die Pro- 
ducte der Coordinaten enthalten, in die Ausdrucke far T oder U ein- 
zuftikren. So kann man z. B. 

| = (^ cos a ^ sin a und 17 = | t sin a -\- % cos a 

setzen, worin a einen durchaus beliebigen Werth hat. Die neuen 
Grossen | 1? 7y 1? g, etc. sind offenbar der Definition in 459 entsprechend 
Hauptcoordinaten. 

Zu beachten ist der wichtige Fall, in welchem ein oder zwei Wertte 
von p Null sind. Ist z. B. & n = 0, so hat man | = At -f- JS ? worin 
J. und J5 zwei unbestimmte (Jonstante sind. Der Fall hat die physi- 
kalische Besonderheit, dass die Gleichgewichtslage, aus welcher das 
System gestort wird ; keine isolirte ist. Denn die Gleichungen, welche 

o TT /57T 

die Gleichgewichtslage geben, sind -^- = 0, o- = 0, etc. ; worin ZJden 

- Uo) = & u r + & 22 ^+ . . . 

hat. Sie erfordern im AJlgemeinen, dass | ; ^ ; etc. sammtlich ver- 
schwinden-, ist aber & 1]L = ; so wird ihnen fiir jedes beliebige ge- 
niigt, vorausgesetzt ; dass ^ ; %, etc. Null sind. Jedenfalls jedoch muss 
| sehr klein sein, weil die dritten Potenzen von 7 ^ etc. vernachlassigt 
wurden. Es folgt daraus, dass es noch andere Gleichgewichtslagen in der 
unmiUefbaren Nachbarschaft der gegebenen Lage gibt. Wenn die Anfangs- 
bedingungen der Storung nicht derart sind, dass sie die Glieder von 
der Form At + JB zu Null machen, so kann es nothig werden ; die 
Glieder von hoherer Ordnung zu untersuchen ; um eine Annaherung an 
die Bewegung zu erhalten. 

Diese Beweisfahmng beruht auf der Voranssetzung, dass die Bewegungs- 
gleichungen die Lagrange'sche Form haben. Ist dies nicht der Tall, so kann 
die Existenz gleicher Wurzeln in der Fundamentaldeterminante Potenzen der Zeit 
ausserhalb der trigonometrischen Ausdrucke einfuLren, Da die Bewegung dureh 
Einfuhrung solcher G-lieder bedeutend geandert wird, so ist es von Wichtigkeit, von 
vorriherein entscheiden zu Tconnen, ob sie vorTuwiden sind oder nicht. Die allgemeinen 
Bedingungen, unter welchen keine Potenzen der Zeit bei der Aufl<5sung eines Systems 
linearer Differentialgleichungen vorkommen, werden in Band 2, 281 aufgestellt. 

27* 
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Beisp 1. Ein schwerer Punkt von der Masse m ruht im Gleichgewicht im 
Innem eines graden glatten festen Kreiscylinders , dessen Erzeugende horizontal 
sind. Wenn der Punkt gestSrt wird, die Lagrange'schen Bewegungsgleichungen 
zu bilden und ZTI zeigen, dass bei ihrer Auflasung G-lieder von der Form At + B 
auftreten kbnnen. 

Beispiel 2. Ein rauher diinner Cylinder von der Masse w und dem Radius b 
kann frei im Innern eines andern dunnen Cylinders von der Masse M und dem 
Radius a rollen. Das ganze System wird im G-leichgemchtszustand auf eine 
glatte horizontal Ebene gesetat Es erhalt eine kleine Stoning; man zeige, dass 
p* die drei Werthe jp s = O,^ 2 = , p* = ^J^ ^^ hat. Man interpretire 
dieses Resultat. Wenn x die durcLroUte Strecke, qp den Winkel, um ^elchen sich 
der aussere Cylinder gedreht hat, und 6 die Neigung der die Axen enthaltenden 
Ebene gegen die Yerticale hezeichnet, zu zeigen, dass sammtliche drei Coordinaten 
ein gemeinsehaffcliches periodisches Glied haben, wahrend sowohl x als <p zusatz- 
liche unabhangige Glieder von der Form At + B haben 

Wie wiirden sich die Besultate andern, wenn die horizontal Ebene voll- 
kommen rauh ware? 

Anfangstewegungen. 

463. Man kann die Lagrange'sche Methods auch dazu benutzen, 
die Anfangsbewegung eines Systems zu finden, welches YOB einem Rulie- 
zustajid ausgeht. Siehe 199. Wie zuvor, muss man zu Coordinaten 
Grrossen -wahlen, deren hoKere Potenzen verworfen werden konnen. Im 
Allgemeinen ist es am Yortheilhaffcesten, sie so zu wahlen, dass sie im 
Anfangszustand yerschwinden. Man hat wie in 454 



worin A^ etc. Funcfcionen von a (p, etc. sind. Da das System von 
der Ruhe ausgeht, so sind 8, <p, etc. im Anfang der Bewegung sammt- 
lich kleine Grossen. Vernachlassigt man alle Potenzen von 6, <p, etc. 
mit Ausnahme der niedrigsten ; die vorkommen, so kann man A il} etc. 
als Constante betrachten, deren Werthe sich dadurch ergeben ; dass 
man fur 6, <p, etc. ihre Anfangswerthe setzt. 

Wir haben auch die in demselben Paragraphen gegebene Ent- 
wickelung von U nothig, namlich 

2 (U *7 ) = 2^0 + 2Bs<p + etc. 

Da die Anfangslage des Systems nicht dicht bei einer Gleichgewichts- 
lage Iiegt 7 so sind die ersten Differentialquotienten von U nach 6, cp f etc. 
nicht klein. Die Glieder B^O, B 2 cp, etc. sind hier nicht kleine Grossen 
von der zweiten Ordnung tind man braucht daher die quadratischen 
Glieder von U nicht beizubehalten. Verfahrt man genau so wie in 
454 ; so erhalt man die Bewegungsgleichungen 



(1). 

etc. = etc. 

Mittelst dieser Gleichungen lassen sich die Anfangswerthe von Q"^ <$", etc. 
bestimmen, 
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Die Cartesischen Coordinates, x, y, & eines Punktes P des Systems 
kann man mittelst der geometrischen Bedingungen des Problems als 
Functionen von 8, tp, etc. ausdriicken. (Siehe 396.) Nimmt man z. B. 
an ; x = f(Q, <p, etc.), so ist Aufangs, da ff, <p', etc. Null sind, 



mit ahnlichen Ausdrticken fur y und g. Die Grossen x", y", z" sind 
offenbar den Cosinussen der Anfangsrichtung der Bewegung des Punktes 
P proportional. Auf diese Art lasst sicli die Anfangsrichtung der Be- 
wegung eiues jeden Systempunktes ermitteln. 

464 Anfangskriimmungsradius. Wie in 200 erklart wurde, hat man 
manchmal mehr als die Anfangsrichtung der Bewegung eines Punktes P des 
Systems nothig. Angenommen, man brauche auch den Ajifangskrummungsradius 
der Bann von P, so muss man die Werthe von x", x", etc. ermifcteln und sie in 
eine der Formeln des 200 einsetzen Wenn, wie zuvor, o?= f(Q, go, etc.) ist, so 
ergibt sich durcL. Dijfferentiation > dass anfanglich 



^ V =3(f 00 ff'^+ 2f 0v ff'<f"+ - - ) + f u e ir + f lflf iv + . . . 

ist, worin die Indices, wie gewohnlich, die partiellen Differentialquotienten nach 
0, qp, etc. angeben. Ist y = F(8, g?, etc), so existiren selbstverstandlich ahnliche 
Ausdriicke fur y" ', etc. und im Eaurn von drei Dimensionen ebenso fur /', etc. 

Wenn der Purikt P so gelegen ist, dass er lei alien mogliclien Bewegungen 
des Systems seme Bewegung nur m einer Eichtung leginnen kann, so nebme man 
die C-Axe senkrecht zu dieser Kichtung. Alsdann ist x" = fur alle Anfangs- 
variationen von 9, 9, etc. Daraus folgt, dass /^^O, /^=0, etc. =0 ist 

Daher wird sd" = und der Werth von x iv hangt nur von 0", 9", etc. und nicht 
von 6 IV , qp /F , etc. ab Man braucht ddher die dynamischen Grleichwngen (1) nicht 
zu differenziren, um diese hofaren Differentialquotienten &u ermitteln. Da die 
y-Axe der Ajofangsbewegungsrichtung von P parallel ist, so ist der Werth von 
y" endlich. Benutzt man mithin die Formel am Ende des 200, so ergibt sich 
der Anfangskriunmujigsradius Q der Bahn von P 



465. Um die Sache zu vereinfachen, wollen wir annehmen, das System habe 
zwei Cfoordinaten Q, g> und der AnfangsJcrtimmungsradius der von dem Punkt 
x = f(6, 9), y = F(Q, 9) lescfvriebenen Bcihn werde gesucht. 

Es sei 

<V a ....... (1). 



worin A, 5, C gegebene Functionen von 6, 9 sind. Die Lagrange'schen Glei- 
chungen sind 

A (A ff + Btf - i (Aff> + ZStf? + 
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Setzt man 0' = 0, qp'= 0, so reduciren sie sich auf 

Aff'+B<p"-U u , Btf'+Oq>"=*U 9 - ... (3), 

seiche die AnfangswezttiQ yon 0", 9" liefern Urn die Anfangswerthe von 6'", y" 
zu finden, differenzire man. (2) nach t und setze 6' = 0, 9' =* . Ofi ? enbar erhalt 
man 0'" = 0, 9'"= 0. Um 6 IV , y iv zu finden, differenzire man (2) zweimal. 
Beachtet man, dass fur & = , g/ = 




J*l 

dt* 
ist, worin P, , R beliebige Functionen von 6, 9 sind, so ergibt sich leicht 

Ist ^ ' /2 

so erhalt man L und M in der symmetrischen Form 



(6) . 



Durch Ausfahrnng der Differeatiationen erh9.lt man auch 
r 8'^^ , 8*17 9^fl" S 

-^^W^+ge^" ~ 2 ye y 

S 8A 

9-dj 

Diese Werthe von Jr, M enthalten mir die ersten Differentialquotienten von 
J., B, C nach 0, 9? und, nachdem diese Differentiationen ausgefuhrt sind, hat 
man fur 0, <p inre Anfangswerthe , 9 zu setzen. Daraus folgt, dass man, um 
die Anfangswerthe von 6 7 ^, cp iv zu finden f die lebendige SJraft T in Potenzen der 
Jcleinen Orossen 6 6 0f 9 9 (beoor man in die Lagrange'sehen GleichMngen (2) 
substituirt) entioickeln Jcawn ivnd wan nwr die ersten Potenzen dieser Grossen bei- 
swbehalten braucht. Da jedocJi ssweite Differentidlquotienten von U vorJcommen, so 
muss U Us auf die zweite Potenz kleiner Grdssen berectvnet werden Dadurch, dass 
man T und U in Potenzen dieser kleinen Grossen entwickelt, spart man sich im 
Allgemeinen viele Bechnung bei der Auflb'sung, besonders wenn man von vorn- 
herein weiss, wie viele Potenzen beizubehalten sind. Siehe 200. 

Um den Kniro mnngsradius zu finden, benutze man die Formel 



....... (8)- 

Nun ist 



mit ahnlichen Ausdruoken for y f und y rv . Man hat daher 
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f. 



I ' ' (p 

F o< F v 



(9) 



.W+F t 
und aus (3) und (4) 

(10). 



Die Gleichungen (8), (9), (10) bestimmen den Krummungsradius 9 und drucken 
inn durch die Anfangswerthe der Beschleumgungen &', <p" aus. Die letzteren 
werden durch die AuflcJsung der Gleichungen (3) bestimmt, fur welche es nicht 
nothig ist, die Lagrange'schen Gleichungen zu differenziren. 

1st der PunJrfc P so gelegen, dass er bei jeder Bewegung des Systems nur 
in einer Richtung seine Bewegung beginnen kann, so ist die Functionaldeterminante 
von /; F in Bezug auf 0, <p Null. Das erste Glied der Gleichung (9) fehlt dann 
und zur Bestimmung des Kriimmungsradius braucht man nicht erst 6 , qp zu 
ermitteln. 

466. Beispiele von AnfaBgsfcewegungen. Beisp 1. Eine glatte Ebene von 
der Masse M kann sich frei urn eine horizontale in ihr liegende und durch ihren 
Schwerpunkt gehende Axe drehen und der Tragheitsradius der Ebene fur diese 
Axe ist k Bei einer Neigung der Ebene urn den Winkel a gegen den Horizont 
wird eine Kugel von der Masse m vorsichtig auf sie gesetzt Wenn anfanglich 
der Mittelpunkt der Kugel in einer durch die Axe der Ebene gehenden Yerticalen 
liegt und wenn Ji seine Anfangsh5he iiber dieser Axe ist, zu zeigen, dass der 
Winkel <p, den die Anfangsrichtung der Bewegung des Mittelpunktes mit der 
Yerticalen macht, durch 

(Mk* + mh*) tg q? = Mk* cotg a 
gegebenist. [Math Tripos, 1879] 

Beisp. 2. n Stabe von der L^nge c^ f a z , . . ., a n sind durch Gelenke ver- 
bunden, Hegen in einer Geraden und haben Anfangswinkelbeschleunigungen 
co T o s , . .., to in einer Ebene. Wenn das erne Ende festliegt, zu beweisen, dass 

der Anfangskriimmungsradius der Bahn des freien Endes -^^ 8 ist. 

[St. Johns Coll., 1881.] 

Beisp. 3. BC ist der Durehmesser einer Kugel und aswei Stabe AB, CD 
von derselben Lange wie B C haben Gelenke bei J5 und C A wird befestigt und 
das System so gehalten, dass AS CD eine grade horizontale Linie ist und dann 
fallen gelassen. Wenn die Masse eines jeden Stabes der der Kugel gleich ist, so 
ist der Anfangskrummungsradius der Bahn von D gleich -gfiAB- 

[Sir John's Coll., 1881.] 

Beisp 4. Eine Masse M ntht auf einem glatten Tiach; ein an ihr befestigter 
Faden geht durch ein Loch in dem Tisch und tragt an seinem andern Ende eine 
Masse m Wenn m sich in einer solchen Lage in Ruhe befindet, dass seine auf 
das Loch als Pol und dieVerticale aJs Anfangslinie bezogenen Polarcoordinaten 
r, e sind und dann losgelassen wird, zu beweisen, dass 
m) r" = W0C080 , r&' = g sin (9, 



ist und den Anfangskrummtingsradius der Bahn zu finden. [CoH. Ex., 1896.] 

' Der Anfangskrummungsradius ergibt sich sofort, wenn man die Werthe von 
r" etc. in die 200 gegebene Formel for Polarcoordinaten einsetzt 
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Die Energie als Kriterium der Staliilitat 

467. Die StaMlitat des (Heichgewichts. Das Princip der Er- 
haltung der Energie lasst sicli manckmal mit Vortheil benutzen, urn 
zu bestimmen, ob ein System von Korpern, die im Zustand der Ruhe 
sind, sieh in stabilem oder unstabilem Gleichgewicht befindet. 

Das System sei in beliebiger Lage im Gleichgewicht und F die 
potentielle Energie der Kraffce in dieser Lage. Das System werde in 
eine der Gleichgewiehtslage sehr nahe Anfangslage yerriickt und habe 
eine sehr kleine anfangliche kinetische Energie T und F x sei die 
potentielle Energie der Kraffce in dieser Lage. Zu irgend einer spateren 
Zeit seien T und V die kinetische und potentielle Energie. Nach dem 
Princip der Energie ist dann 

T+V=T 1 + V 1 (1). 

V sei in der Gleichgewichtslage ein absolutes Minimum, so dass 
F fur alle benachbarten Lagen grosser als F ist. Da die anfangliche 
gestorte Lage zu diesen benaehbarten gehort, so ist F x F eine kleine 
positive Grosse. Die kinetische Energie T ist aber nothwendiger Weise 
eine positive Grosse und da F> F ist, so geht aus Gleichung (1) 
hervor, dass T < T + F x F ist. Daher liegt wahrend der fol- 
genden Bewegung die lebendige Kraft zwischen Null und einer kleinen 
positiven Grosse und die Bewegung des Systems kann also niemals 
gross seiru 

Da ferner T nothwendiger "Weise positiv ist ; so kann sich das 
System niemals so weit aus seiner Gleichgewichtslage entfernen, dass 
F grosser als T x + F x wird. Die beiden Resultate lassen sich fol- 
gendermassen ausdriicken: 

Wenn ein Syst&Ji sich in einer Lage im Gleichgewicht befindet, in 
welcher die potentielle Energie der Krdfte ein Minimum oder die Arbeit 
dn Maximum fur aTle Verruckungen ist, dcmn erlangt das System bei 
einer Kleinen Verruckung niemals einen grossen Betray von lebendiger 
Kraft und entfemt sich niemals weit aus seiner GMchgewichtslage. Das 
GleicTigewicht lieisst alsdann staUl 1 ). 

Es wird spater gezeigt werden, dass man in ge-wissen Fallen anf dieselbe 
Art bestimmen kann, ob wn gegeben&r Bewegw,gszwtand ebenso wie ein Glewh- 



1) Diesen Beweis hat Lagrange in seiner Mteanigue Awtytigue auf zwei 
verschiedene Arten gegeben. B.ei der Form, die er im ersten Theil seines Buches 
hat, wird F in Potenzen der Coordinaten entwickelt, die sehr klein angenommen 
werden; in Section YI des zweiten Bandes macht er aber von dieser Entwickliing 
keinen Gebranch mehr und der Beweis ist fast genan so, wie er bisher im Text 
gegeben wnrde Der Beweis im nachsten Paragraphen ist in Folge der Benutzung 
vonHauptcoordinaten einfacher als der Lagrange'sche. AnchLejeune-Dirichlet 
hat in Crelle's Journal Bd. XXXTT, 1846 und in LiouviUe's Journal, Bd.XE, 1847 
einen Beweis gegeben. 
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gewichtszustand stabil ist. Siehe auch den Treatise on the Stability of motion, 
Eap. VI, 1877. 

468. Wenn die potentielle Energie in dem Gleichgewichts- 
zustand ein absolutes Maximum ist, so wird fur alle benachbarten 
Lagen F kleiner als F . Daher ist offenbar T immer grosser als 
^i + F x F und das System kann der Gleichgewichtslage nicht so 
nahe kommen, dass F grosser als T -(- V 1 wird. So weit es also die 
lebendige Kraft angeht, ist kein Hindemiss vorhaoden, welches das 
System abhalten konnte, sich weit von der Gleichgewichtslage zu ent- 
fernen. Urn zu bestimmen, ob es in der That der Fall ist ; mtissen 
die iibrigen Bewegungsgleichungen untersucht werden. 

Wenn eine Hauptschwingung esistiren kann und das System im 
Zustand der Ruhe in eine ausserste Lage dieser Schwingung gebracht 
wird, so beschreibt es die voUstandige Schwingung und geht daher 
durch die Gleichgewichtslage. Wenn jedoch T t Null ist ? so kann F 
nie grosser als V 1 und daher niemals gleich F werden. Das System 
kann daher nicht durch die Gleichgewichtslage gehen. 

Es ist nicht nothig, diese Erorterung weiter fortzufiihren, da der 
Gegenstand im nachsten Paragraphen eingehender besprochen wird. 

469. Das J&iterium fur die Stabilitdt Idsst sicli aueli aits den Glei- 
chungen ableiten, welche die Meinen Schmngungen der Systeme um eine 
G-leichgewicMslage bestimmen. Wird das System auf seine Hauptcoordi- 
naten bezogen und sind diese 6, <p y etc. 7 so hat man 



worin 6 1 , 6 22? etc. Constante sind und U Q der Werth von U in der 
Gleiehgewichtslage ist. Nimmt man eine der Lagrange'schenGleichungen 

_^_ar _<w_ = w 

dt d& dO 30 
als Vorbild fiir alle ; so erhalt man 

0" Z> n = 

und ahnliche Gleichungen fiir 9, ^ 7 etc. Ist 6 1]L positiv, so liefert diese 
Gleichung 6 als Function reeller Exponentialgrossen und das Gleich- 
gewicht ist fur alle Storungen, die 6 alteriren ; unstabil mit Ausnahme 
solcher, die den Coefficienten des Gliedes, welches den positiven Ex- 
ponenten enthalt, zu Null machen. Ist J u negativ ? so wird 6 durch 
ein trigonometrisch.es Glied ausgedriickt und das Gleichgewicht ist for 
alle Storungen, die" nnr alteriren, stabiL Bei diesem Beweis wird 
vorausgesetzt, dass die Werthe von 5 11? & 22? etc. nicht verschwinden. 
Soil U in der Gleichgewichtslage ein Maximum fur alle moglichen 
Verriickungen des Systems sein> so miissen & n; 6 22 ; e * c - sammtlich 
negativ werden, Bei jeder beliebigen Stoning wird alsdanu das System 
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um die Gleichgewichtslage schwingen und diese Lage stabil sein. 1st 
U fiir einen Theil der Verruckungen ein Maximum und fur andere ein 
Minimum, so sind die Coefficienten J n , 6 23 , etc. zum Theil positiv und 
zum Theil negativ. Alsdann schwingt das System, wenn es in gewissen 
Richtungen gestort wird, um die Gleichgewichtslage und wenn die 
Storung in anderer Eichtung geschieht, kann es sich immer weiter von 
der Grleichgewichtslage entfernen. Das Grleichgewicht ist daher bei 
alien Storungen in bestimmten Richtungen stabil, bei anderen unstabil. 
Ist U in der Grleichgewichtslage fur alle Verriickungen ein Minimum, 
so sind die Coefficienten J u , & 22 , etc. sammtlich positiv und das Grleich- 
gewicht mithin fiir Verriickungen in alien Eichtungen unstabil. Man 
kann diese Eesultate kurz so zusammenfassen: 

Das System scliwingt um die Gl&icligewichtslage lei alien Storungen, 
wenn die potentieUe Energie fiir alle Storungen ein Minimum ist Es 
schwingt Id einigen und bei anderen nicht, wenn die potentieUe Energie, 
obwohl stationdr } weder ein Maximum noch ein Minimum ist. Es schwingt 
lei Jceiner Storung , wenn die potentielle Energie fiir alle Verriickungen 
ein Maximum ist. 

Aus diesem Satis folgt, doss die Stabilitdt oder Unstdbilitat einer 
G-leichgewichtslage nicht von der TragJieit des Systems, sondern nur von 
der Kraftefunction aWiangt. Man verfahre so: Man gebe dem System 
eine hinreichende An^alil kleiner willkiirlicher Verriickungen, so dass 
alle moglichen Verruckungen sich aus ibnen zusammensetzen lassen, 
priife dann die von den Kraffcen bei diesen Verruckungen verrichtete 
Arbeit und bestimme daraus, ob die potentielle Energie ein Maximum, 
Minimum oder keins von beiden ist. 

Wir haben bei diesem Beweis angenommen, dass bei der Ent- 
wickelung von U nach Potenzen von 0, qp ; etc. die niedrigsten Potenzen, 
die nicht versehwinden, die zweiten sind. Dies braucht nicht noth- 
wendiger Weise richtig zu sein, weil U ein Maximum oder Minimum 
sein kann, wenn 0, 90, etc. versehwinden, vorausgesetzt, dass die niedrigsten 
Potenzen, die nicht versehwinden, von grader Ordnung und derart sind, 
dass sie dasselbe Vorzeichen fiir alle Werthe von 8, q>, etc. behalten. 
Von dieser Unvollkommenheit ist der Beweis in 467 frei. 

Beisp. 1. Ein vollkommen freier Maseenpunkt befindet sich tmter der Ein- 
wirkung der Anzielmng einer Anzahl festliegender Korper im G-leich^e-wicht. Man 
zeige, dass das G-leichge-mcht, wenn die Anziehung dem reciproken Quadrat der 
Entfernung proportional iat, unstabil ist. [EarnslaaVs Theorem.] 

sei die Gleichgewichtslage, Ox, Oy, Ois beliebige drei rechtwinklige Axen; 
wenn dann V das Potential der K5rper ist, so hat man 



Da aber ihre Summe Null ist, so konnen 6 U , & aa , & 88 nicht sammtlich dasselbe 
Yorzeichen haben. 

Beisp. 2. Man weise daraus nach, dass das G-leichgewicht einer Anzahl von 
Massenpunkten, die sich gegenseitig abstossen und in einem Gefass eingeschlossen 
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sind, nur dann stabil sein kann, wenn sie sammtlich auf der einschliessenden 
Flache liegen. [SirW Thomson, jetzt Lord Kelvin, Camlr. Math. Journal, 1845. 
Sonderdmck "VTH, S. 100 ] 



Das Cayendisli'sclie Experiment, 

470. Als Beispiel fur die Art ; in welcher sich die Theorie der 
Schwingungen praktisch verwenden lasst ; haben wir das Caven- 
dish'sche Experiment gewahlt. Es hat den Zweck, die Masse der 
Erde mit der eines gegebenen Korpers zu vergleichen. Die Art der 
Ausftihrung mittelst einer Torsionswage wurde zuerst von Rev. John 
Michell vorgeschlagen. Als er starb ; ehe er die Versuche beginnen 
konnte, nahm Cavendish den Plan wieder auf und veroffentlichte 
das Resultat seiner Arbeiten in den Phil Trans. 1798. Da die An- 
zahl der Versuche nur gering war ; hielt man es fiir angezeigt, eine 
neue Bestimmung zu machen. Dementsprechend bewilligte die eng- 
lische Regierung im Jahr 1837 die Summe von 10000 Mark zur Be- 
streitung der Kosten der Experimente. Die Theorie und die analytischen 
Formeln lieferte Sir Gr. Airy, wahrend Baily die Anordnung des 
Operationsplanes und die Aufgabe, die Versuche anzustellen, iibernahm. 
Baily machte mehr als zweitausend Versuche mit Kugeln von ver- 
schiedenem Gewicht und verschiedener Grosse, die auf mannigfache Art 
aufgehangt waren und beschrieb sie ausfiihrlich in den Memoirs of tJte 
Astronomical Society, Vol. XIV, 1834. Die Experiments wurden im All- 
gemeinen auf die folgende Art ausgefiihrt' 

471. Zwei Heine gleiche Kugeln werden an die Enden eines 
dunnen Stabes, der sogenannten Torsionswage, befesfcigt und der Stab 
selbst mit seinem Mittelpunkt C an einem Faden aufgehangt. 




Zwei grosse Kugelmassen A, S werden auf den Enden eines Brettes, 
das sich frei urn seinen Mittelpunkt drehen kann ; befestigt. Der 
Punkt befindet sich vertical unter C und liegt so ; dass die vier 
Schwerpunkte der vier Kugeln in einer horizontalen Ebene sind. 
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Wird nun zuerst das Brett so gestellt, dass es einen rechten 
Winkel mit der Torsions wage macht, so nimmt der Stab eine Gleich- 
gewichtslage an, die sogenannte neutrale Lage, in welcher der Paden 
keine Torsion hat. Sie moge in der Pigur mit Ca dargestellt werden. 
Werden alsdann die Massen A und B um in eine Lage S^A^ ge- 
dreht, welche keinen sehr grossen Winkel mit der neutralen Lage der 
Torsionswage macht, so ziehen die Attractionskrafte der Masse A und 
B auf die Eugeln den Torsionsstab aus seiner neutralen Lage in eine 
neue Gleiehgewichtslage , in weleher die Anziehung durch die Torsion 
des Fadens balancirt wird. Sie wird in der Pigur durch CE l dar- 
gestellt. Der Ausschlagwinkel E 1 Ca und die Schwingungsdauer des 
Stabes urn seine Gleichgewichtslage werden beobachtet. 

Alsdann wird das Brett AS wieder rechtwinklig zur neutralen 
Lage des Stabes eingestellt und in der entgegengesetzten Kichtung 
lierumgedrelit ? bis die Massen A und B in eine Lage A 2 B 2 in der 
Nahe des Stabes, aber auf die entgegengesetzte Seite von A^S^ kommen. 
Die Torsionswage vollftilirt dann Schwingungen um eine andere Gleich- 
gewichtslage CE% unter dem Einfluss der Anziehung der Massen und 
der Torsion des Fadens. Wie zuvor wird die Schwingungsdauer und 
der AusscKLagwinkel E%Ca beobachtet. 

Um die Beobachtungsfehler zu eliminiren, wird dieses Verfahren 
ofter wiederholt und werden die mittleren Eesultate genommen. Die Lagen 
B 1 A 1 und A^BZ, in welclie die Massen abwechselnd gebracht werden, 
sind so genau als moglich wahrend aller Versuche dieselben. Die neu- 
trale Lage Ca des Stabes halbirt nahezu den Winkel zwischen B 1 A 1 
und A^B^y da aber, wie man gefunden hat, diese neutrale Lage mog- 
licher Weise in Folge von Aenderungen in der Torsionskraffc des Fadens 
kleine Lagenanderungen erleidet, so darf sie bei keinem Experiment 
als mit der Halbirungslinie des Winkels A t CB% zusammenfallend an- 
gesehen werden. 

Es sei Cx eine im Raum festliegende Linie, von welcber aus die 
Winkel gemessen werden mogen. & sei der Wintel xCa, den die neu- 
trale Lage des Stabes mit Cx maclit; A und B die Winkel, welche 
die abwechselnden Lagen B^A^ und A^B^ der Geraden, welche die 

Mittelpunkte der Massen verbindet, mit Cx bildet und es seia=^-(^i+5). 

Ferner moge $ der Winkel sein, den die Torsionswage mit Cx zur Zeit t 
macht. 

Nimmt man an, die Massen befanden sich in der Lage A^yB^ so 
ist das Moment ihrer Anziehung auf die beiden Kugeln und den 
Stab um CO eine Function des Winkels zwischen dem Stab und der 
Linie A B allein. Es moge durch q>(A x] dargestellt werden. Der 
ganze Apparat ist in einem holzernen G-ehause eingeschlossen, um ihn 
vor Luftzug zu bewahren. Die Anziehung dieses Gehauses kann nicht 
vernachlassigt werden. Da sie bei verschiedenen Lagen des Stabes ver- 
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schieden sein kann, so sei ihr Moment urn CO durch ^(#) gegeben. 
Die Torsionskraft des Fadens 1st ferner dem Winkel, um welchen er 
gedreht worden ist, nahezu proportional. Ihr Moment um CO sei 
E (x 6). 

1st nun I das Tragheitsmoment der Kugeln und des Stabes fur 
die Axe CO, so lautet die Bewegungsgleichung 



Es ist ferner a x eine kleine Grosse; sie werde mit | bezeichnet. 
Substituirt man fur x und entwickelt nach dem Taylor'schen Satz in 
Potenzen von | 7 so ist 



Setzt man 

^ 2 __ <p'(A a) 



und 

, 
e = a-} 

so erhalt man 

x = e + L sin (ni -f- U) , 

worin L und L' zwei beliebige Constante sind. Daraus ergibt sich, 
dass der Winkel^ den die Torsionswage in der Gleichgewichtslage mit 
der a?- Axe macht, e ist und die Schwtngungsdauer um die Grleichgewichts- 
lage 2it/n betragt. 

Wir wollen annehmen, die Massen wiirden jetzt in die andere Lage 
^L 2 J5 2 gebracht; das Moment Direr Anziehung der Kugeln und des 
Stabes ist nun <p (x E) ; die Bewegungsgleichung wird daher 



1st a = x | und setzt man fur S seinen Wertb. 2a A, so 
ergibt sick auf dieselbe Art ; wie zuvor, 



worin n denselben Wert ; wie oben, liat und 

j_ n , 
e a-\ 



ist. 

In diesen Ausdriicken sind die Anziehung ip(a) des Grehauses, der 
Torsionscoefficient E und der Winkel Z> unbekannt. Sie verschwinden 
aber sammtHcli^ wenn man e' von e abziehi Man hat 

9 ( A a) g ^ 
- - ^ 



worin T die Zeit einer vollstandigen Schwingung der Torsionswage 
um eine der beiden ges&rten GHeiclLgewichtslagen bedeutei Auf diese 
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Art lasst sich die Anziehung <p (A a) ermitteln, wenn der Winkel 
e e' zwischen den beiden Grleichgewichtslagen und die Schwingungs- 
dauer um beide beobachtet werden kann. 

472. Mit Unrecht hat man dem Cavendish'schen Experiment 
manchmal vorgeworfen, es werde dabei angenommen, die Anziehung der 
Kugeln A und B sei gross g&nug, um gemessen m werden, wahrend 
dock die viel grossere Anziehung der G-egenstdnde in der Umgelung, 
wie 0. B. des Hauses etc. vernachlassigt wurde. Dies ist nicht der 
Fall. Die Anziehung aller festliegenden Korper ist in der des G-ehauses 
eingeschlossen. Sie werden daher nicht vernachlassigt, sondern eliminwt. 
Gerade um diese Elimination vorzunehmen ; miissen sowohl e e als 
die Schwingungsdauer beobachtet werden. In der That werden so 
zwei Gleichungen gebildet und aus ihnen diese Anziehung, die wir 
nicht nothig haben ; eliminirt. 

473. Die Function <p (A a) ist das Moment der auf die Kugeln 
und den Stab wirkenden Anziehungskrafte der Massen und des Brettes, 
wenn der Stab in eine Lage Cf gebracht wird, welche den Winkel 
A^CBz zwischen den abwechselnden Lagen der Massen halbirt. Es sei 
M die Masse eines jeden der Korper A und B, m die einer der kleinen 
Kugeln, m' die des Stabes. Die auf m wirkende Anziehung von M sei 

durch fi-rjg- dargestellt, worin D den Abstand ihrer Mittelpunkte be- 

deutet. Sind (jp, q) die Coordinaten des Mittelpunktes von A auf Cf 
als #-Axe bezogen, so ist das Moment um C der auf die beiden Kugeln 
wirkenden Anziehungskraffc der beiden Massen 



worin c den Abstand des Mittelpunktes einer jeden kleinen Kugel von 
dem Centrum C der Bewegung bedeutet. Dieses Moment werde mit 
pMmP bezeichnet. Das Moment der auf den Stab wirkenden An- 
ziehungskrafte der Massen lasst sich durch Integration ermitteln und 
sei [iMm'Q, worin Q eine bekannte Function der linearen Dimensionen 
des Apparates ist. Auch die Anziehung des Brettes kann man in 
Rechnung ziehen. Man erhalt so 



<p(A a) 
und wenn r der Radius einer der Kugeln ist ; 



das mit J=m,F-}- m'Q' bezeichnet werden moge ? worin F und Q[ be- 
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kaunte Functionen der linearen Dimensionen des Stabes und der Eugeln 
sind. Durch Substitution in die Gleichung (A) ergibt sich mithin 



_ 
m'Q' 

1st E die Masse der Erde, R ikr Radius und g die Schwerkraffc ; 
so ist g = p -gj *) Substituirt man fiir p, so kommt 

M = e J /2rc\2 j^ m 
E 2 m \T) gR* m m 

ri 

Das Verhaltniss ^ wurde dem Verhaltniss der Gewichte der Kugel 

und des Stabes, welche im lufUeeren Eaum gewogen wurden, als gleich 
angenommen; offenbar wiirde es aber genauer gewesen sein, sie in der 
Luft zu wiegen. Denn ; da die Massen die Luft sowolil wie die Kugeln 
anziehen, so ist der Druck der Luft auf der Seite einer Kugel, die der 
anziehenden Masse naher liegt ; grosser als auf der weiter weg ge- 
legenen Seite, wobei der Unterscbied der beiden Druckkraffce der An- 
ziehung der Masse auf die von der Kugel verdrangte Luffc gleich. ist. 

474. Mittelst dieses Verfahrens wurde die Ermittelung der 
Masse der Erde auf die Bestimmung zweier Elemente reducirt, (1) der 
Schwingungsdauer des Torsionsstabes und (2) des Winkels e e' 
zwischen seinen beiden Gieichgewichtslagen, wenn er unter dem Ein- 
fluss der Massen in ihren abwechselnden Lagen steht. Tim sie zu 
beobachten , wurde ein kleiner Spiegel an den Stab, im Punkt G be- 
festigt, dessen Ebene nahezu senkrecht auf dem Stab stand Eine Scala 
war in eine verticale Platte eingravirt, die von dem Spiegel 108 engL 
Zoll entfernt war, und das Bild der Scala im Spiegel wurde durch ein 
Fernrohr beobachtet, das sich grade uber der Scala befancL Das Fern- 
rohr war init drei verticalen Faden in seinem Brennpunkt versehen 
Wenn sicb der Torsionsstab um seine Axe drehte, sah man das Bild 
der Scala in dem Fernrohr sich horizontal iiber die Faden weg be- 
wegen und die Zahl der Scala, welche mit dem mittleren Faden zu- 
sammenfiel, bildete in jedem Moment die Ablesung. Die Scala bestand 

aus verticalen Strichen, die ~ engl. Zoll von einander entfernt waren 
und die Zahlen von 20 bis 180 trugen, um negative Ablesungen zu 



1) Bei Baily's Experiment wurde ein genauerer Werth von g benutzt. Ver- 
steht man unter s die Abplattung des Erdellipsoids, unter m das Verhaltniss der 
Centrifugalkraffc am Aequator zur Schwere am Aequator, unter Z die geographische 
Breite des Ortes und unter E den Polarradius der Erde, so ist 



432 JiapitelJA Jlleine ScJimngungen. 

verxneiden. Der Wmkel ; um den sicii der Stab gedreht hatte, wenn 
das Bild der Scala den Zwischenraum zwischen zwei Theilstrichen 

zuriicklegte, war daher ^ -^ - ^ = 73", 46. Die Theilstriche wurden 

aber durch Diagonallinien geschnitten und durch horizontale Linien in 
zehn gleiche Theile zerlegt, so dass man nicht nur den zehnten Theil 
einer Abtheilung klar unterscheiden, sondern nach einiger Uebung auch 
noch Briiclie dieser Zehntel ablesen konnte. Der Schwingungsbogen 
des Torsionsstabes war so klein, dass das Quadrat seines Bogenmasses 
vernachlassigt werden konnte; da er sich aber liber mehrere Theilungen 
erstreckte, so liess er sich offenbar genau beobachten. Eine eingetende 
Beschreibung der Art, wie die Beobachtungen ausgefiihrt wurden^ 
wtirde hier zu weit ftLbren^ wir yerweisen den Leser auf den Bericht 

Baily's. 

Bei dieser Untersuclmng ist YOU der Wirkung des Widerstandes der Luffc 
auf den Schwingungsbogen keine Notiz genommen -worden. Sie wnrde -wenigstens 
zum Theil dnrch eine besondere Manier, das Mittel aus den Beobachtungen zu 
nehmen, eliminirt. Auf dieselbe Art wurde auch. die Bewegung der neutralen 
Lage des Torsionsstabes beruekeichtigt. 

War kaben auch niclit in Betracht gezogen, "welehe relativen Dimensionen 
man den verschiedenen Theilen des Instrumentes am besten gibt, damit es bei 
mcJglicnster Haltbarkeit doch die genauesten Eesultate liefere. Solche Be- 
trachtungen gehSren nicht in eine allgemeine Abhandlung der Dynamik. Bei den 
urspriuaglichen Versuchen "waxen die anziehenden Massen A und 3 gross und 
wurden in die Nahe der kleinen Kugeln m tmd m gebracht. Da eine rasche 
Sclwingung des Stabes nicht zul&ssig war, so nahm man das Tr&gheitsmoment I 
des Stabes und der Kugeln gross und die Torsionskraft des Fadens klein. Die 
Grosse des Instrunieiites war niclit handlich. C. Y, Boys hat vorgeschlagen, eine 
Quarzfiber als tragenden Paden zu benutzen^ wodurch der ganze Apparat so klein 
gehalten werden kann, dass die beiden Hauptsclrwierigkeiten, die Temperatur 
gleiclimassig zu erhalten. und grosse Kugeln als anziehende Massen zu yerwenden, 
sich bedeutend reduciren. Siehe die Proceedings of the Royal Society, Hai y 1889. 

475. Unter der Annahme, dass die Dichtigkeit des Wassers, 
bei welcher ein Cubikdecimeter ein Kilogramm wiegt ; die Einieit der 
Dichtigkeit sei, ergab sich als Endresultat aller Versuche fur die mitt- 
lere Dichtigkeit der Erde der Werth 5,6747. 

Die wichtigsten Versuche, welche nach demselben Plan ; aber spater 
als die von Baily angestellt wurden, sind Cornu's und Bailie's Bx- 
perimente. Siehe Comptes R&ndus, Tome LXXYI ; 1873 und TomeLXXXVI, 
1878. Sie brachten verschiedene Verbesserungen an dem Apparat an 7 
die wir hier nicht beschreihen konnen und fanden als mittlere Dichtig- 
keit 5,56. Sie glauhten einen Irrthum in Baily's Art, wie er seine 
Mittel nahm, entdeckt zu haben und bereckueten sein Resultat, wemx 
dieser Irrthum corrigirt wurde ; auf 5,55. 

476. Man hat auch noch zwei andere Methoden zur Ermittelung 
der mittleren Diehtigkeit der Erde benutzt. Ln Jahr 1772 schlug 
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der englische Astronom Dr. Maskelyne vor ; die Masse der Erde mit 
der eines Berges zu vergleiclien ; indem man die Abweichung eines 
Bleilothes in Folge der Anziehung des letzteren beobachtet. Der Berg 
Schehallien wurde dazu gewahlt und man fand, dass die Dichtigkeit 
der Erde etwas weniger als fiinfmal die des Wassers betrage. Siehe 
Phil. Trans. 1788 und 1811. Nach andern Beobachtungen in der Nahe 
von Arthur's Seat gab der englische Oberstlieutenant James von der 
Artillerie-Inspection die mittlere Dichtigkeit zu 5 ? 316 an. Siehe Phil. 
Trans. 1856. 

Die andere von Sir G. Airy benutzte Methode bestand darin, die 
Schwerkraft in der Tiefe eines Bergwerks mit der an der Oberflache 
durch Beobachtung der Schwingungsdauer eines Pendels zu vergleichen. 
Man fand fur die mittlere Dichtigkeit den Werth 6,566. Siehe Phil. 
Trans. 1856. 

Innerhalb der letzten zehn Jahre hat man die Dichtigkeit der Erde 
mittelst einer sehr empfindlichen Wage zu ermitteln gesucht, die durch 
Annaherung grosser anziehender Massen gestort wurde. Die Experi- 
mente leiteten Jolly in Miinchen und Poynting in Manchester. Das 
Resultat war 5,69. Siehe Poynt ing's Adams Prise essay 1894. 

Beispiele 

(den ,,Examination Papers" entnommen, die auf der Universitat Cambridge und 
in den Colleges gegeben warden). 

1. Ein gleichf5rmiger Stab von der Lange 2c runt in stabilem Gleichgewicht 
mit seinem unteren Ende auf dem Scheitel einer Cycloide, deren Ebene vertical 
und deren Scheitel nach unten liegt, und geht durch eiuen kleinen glatten festen 
Ring, der sich auf der Axe im Abstand & vom Scheitel befindet Man zeige, dass der 
Stab, wenn das Gleichgewicht leicht gestSrt wird, Heine Schwingungen mit seinem 

unteren Ende auf dem Bogen der Cycloide in der Zeit 4cg"l/ * /I, a 7~ J 
macht, worin 2 a die Lange der Axe der Cycloide ist. ^ a ' 

2. Ein Meiner glatter Ring gleitet auf einem kreisf5rmigen Draht vom Radius a, 
der gezwungen ist, sich um eine verticale Axe in seiner eigenen Ebene im Ab- 
stand c von dem Mittelpunkt des Drahtes mit der gleichfbrmigen Winkel- 
geschwindigkeit co zu drehen, die durch co B (c]/2+a) = ^V2 gegeben ist; man 
zeige, dass sich der Ring in einer Lage stabilen relativen Gleichgemchtes befindet, 
wenn der durcb inn gehende Radius des kreisfSrmigen Drahtes mit dem Honzont 
einen Wi&kel von 45 macht; man zeige auch, dass der Ring, wenn er ein wenig 
verschoben wird, eine kleine Schwingung in der Zeit 



ausfflhrt. 

3. Eine gleichfbrmige Stange von der Lange 2 a, die mitfcelst zweier gleicher 
paralleler Seile, von denen jedes die Lange & hat, an zwei Punkten in derselben 
horizontalen Linie nangt, lasst man einen kleinen Wmkel um die durch ihren 
Mittelpunkt gehende Verticale beschreiben; man zeige, dass die Dauer einer kleinen 



a , . a 1/5F- 4. 

Schwingung 2?r I/ 5 ist. 
Routh, Dynamik I. 
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4. Zwei gleiclie schwere StS.be, die durch ein Gelenk verbunden sind, das 
eine Bewegung in einer vertiealen Ebene zulasst, rotiren um eine verticale durch 
das Gelenk gehende Axe und ein Faden, dessen Lange doppelt so gross, als jeder 
Stab, ist, wird an ihren Enden befestigt und tragt in seinem Mittelpunkt ein Ge- 
wicht. Wenn Jf, 2kf die Massen eines Stabes und des Massenpunktes sind und 
2 a die Lange eines Stabes, zu beweisen, dass die Winkelgeschwindigkeit um die 

verticale Axe, wenn die Stabe und der Faden ein Quadrat bilden, T/ * ^ - 

ist; ferner zu beweisen, dass, wenn das Gewicht in verticaler Richtung um ein 
Geringes herabgedruckt und das System alsdann sich selbst uberlassen wird, 



die Zeit einer kleinen Schwingung 2% 



y ./ 

f 10 



. 

10 g 



5. Ein Ring vom Gewicht W gleitet auf einem Stab, der mit der Yerticalen 
den Winkel a macht und ist mittelst eines elastischen Fadens an einem Punkt 
in der Ebene des Stabes befestigt Der Punkt ist so gelegen, dass sein kleinster 
Abstand yom Stab der naturlichen Lange des Fadens gleichkommt. Man beweise, 
dass, wenn 6 die Neigung des Fadens gegen den Stab in der Gleichgewichtslage 

W 
bezeicnnet, cotg 6 cos 6 = cos a ist, worin w den Elasticitatsmodulus des 

w 
Fadens bezeichnet Wenn ferner der Ring ein wenig verschoben wird, so betrttgt 

die Zeit einer kleinen Schwingung Swl/ - - ^Tn: wobei I die naturliche 
Lange des Fadens bedeutet. r wg i srn v 

6. Eine kreisfdrmige Rohre yom Radius a enthalt einen elastischen Faden, 
der an ihrem hflchsten Punkt befestigt ist, dessen Lange i der Peripherie der 
ROhre gleichkommt und an dessen anderem Ende ein schwerer Massenpunkt be- 
festigt wird, der die Lange des Fadens, wenn er vertical herabhinge, verdoppeln 
wurde. Das System dreht sich um den yerticalen Durchmesser mit der Winkel- 

geschwindigkeitT/ Man finde die relative Gleiehgewichtslage und beweise, 

dass die Zeit einer kleinen Schwingung des Massenpunktes, wenn er leicht gesttJrt 
2^ Wa 
V^+l V 9 * 

7. Das untere Ende A eines schweren gleichffcnnigen Stabes AS ist an 
einer vertiealen Axe befestigt und ein elastischer Faden verbindet B mit einem 

AS 
andern Punkt C der Axe, so, dass AC = = a ist: das Ganze lasst man um 

1/2 

A C mit einer solchen Winkelgeschwindigkeit rotiren, dass der Faden sich auf das 
Doppelte seiner naturlichen Lange ausdehnt und horizontal liegt, wenn sich das 
System in relativem Gleichgewicht befindet, und uberl'asst es dann sich selbst. 
Wenn der Stab in einer vertdcalen Ebene leicht gestSrt wird, zu beweisen, dass 

die Zeit einer kleinen Schwingung 2nrl/ ^- ist, vorausgesetzt, dass der Stab 

r 21 g 
schwer genug ist, um den Faden auf seine doppelte Lange auszudehnen. 462. 

8. Drei gleiche elastische Faden AS, SO, CA umgeben einen Kreisumfang 
und die Enden bei A sind befestigt. Bei S und C sind zwei gleiche Massen- 
punkte von der Masse m angebunden Wenn Z die naturliche Lange eines jeden 
Fadens ist, wobei von ihnen angenommen wird, dass sie bestandig ausgedehnt sind, 
und I der Elasticitatsmodulus, zu zeigen, dass die Massenpunkte bei einer StOrung 
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des Gleichgewichtes sich nach den Intervallen x\/ in gleichen Abstanden von 
A befinden. ' * 

9. Ein Punkt von der Masse M wird in die Nahe des Mittelpunktes eines 
glatten kreisfSrmigen horizontalen Tisches vom Radius a gelegt und Fiiden an 
ihm befestigt, die iiber n glatte Rollen laufen, welche in gleichen Abstanden auf 
dem Umfang des Kreises angebracht sind; an dem andern Ende eines jeden Fadens 
ist ein Punkt von der Masse M angebunden, man zeige, dass die Zeit einer kleinen 

Schwingung des Systems 2nr ( "*" n } ist 

\ n g) 

10. Zwei Scheiben gleiten in einer kreisfSnnigen, Luffc enthaltenden Rohre 
von gleicnfQrmiger Bohrung und passen genau in die Aushohlung. Sie nehmen 
im Anfang eine solche Lage ein, dass die Linie, die ihre Mittelpunkte verbindet, 
durch das Centrum der Rohre geht, und die Luft in der Rbhre hat anfknglich 
ihre naturliche Dichtigkeit. Die eine Scheibe wird so in Bewegung gesetzt, dass 
die Anfangsgeschwindigkeit ihres Centrums eine kleine Grosse ist. Wenn die 
Tragheit der Luft vernachlassigt wird, zu beweisen, dass der Punkt auf der Axe 
der R5hre, der gleichen Abstand von den Centren der Scheiben hat, sich gleich- 

farmig bewegt und dass die Schwingungsdauer jeder Scheibe 2?r"I/ ^ ist, 

worin M. die Masse einer jeden Scheibe, a den Eadius der Axe der Ronre und P 
den Druck der Luft auf die Scheibe in ihrem natiirlichen Zustand bezeichnet. 

11 Ein gleichf^rmiger Stab von der Masse M und Lange 2 a kann sich urn 
eine feste horizontals A^e an seinem einen Ende drehen ; an das andere Ende ist 
ein Faden von der Lange I befestigt, dessen zweiter Endpunkt einen Punkt von 
der Masse <m tragt. Wenn wahrend einer kleinen Schwingung des Systems die 
Neigung des Fadens gegen die Verticale stets doppelt so gross, wie die des Balkens 
bleibt, so ist M (32 a) = 6m(Z + a). 458. 

12. Eine Kegeloberflache, deren halber "Winkel an der Spitze a ist, liegt fest 
und ihre Axe bildet mit der Verticalen den Winkel 0; ein grader glatter Kegel, 
dessen halber Winkel an der Spitze |3 ist, wird so in ihr Inneres gelegt, dass die 
Spitzen zusammenf alien. Man zeige, dass die Zeit einer kleinen Schwingung 

- -. -r- ist, worin a den Abstand des Schwingungsmittelpunktes des 
Kegels von der Spitze bedeutet. 

13. Eine Anzahl K6rper, deren Massenpunkte sich mit Kraften anziehen, die 
dem Abstand proportional sind, sind im Stande, sich auf gewissen Curven Tind 
Flachen zu bewegen. Man beweise, dass man die Lagen stabilen Gleichgewichtes 
findet, wenn man die Summe der Tragheitsmomente J., JB, C des Systems far 
drei Axen, die rechtwinklig zueinander sind und durch seinen Schwerpunkt gehen, 
zu einem Mim'imTm macht. 469. 



14. Ein Massenpunkt bewegt sich innerhalb eines Dreiecks ABC und wird 
senkrecht zu den Seiten mit Kraften angezogen, von denen jede t a-mal seinem 
lothrechten Abstand von ihnen gleich ist. Man zeige, dass seine Bewegung durch 
zwei periodische Ausdriicke von der Form P sin {ty (I ft) + a} gegeben ist, worin 
(jt i) (i 2) + 2 cos A cos B cos (7= ist. 

Man zeige, dass die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung reell tmd 
positiv sind. 

Man untersuche den Fall, in welchem das Dreieck gleichseitig ist und veri- 
ficire das obige Resultat, ohne von dem fruheren Beweis Gebrauch zu machen, 

28* 
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15. Die Kraft, mit der sicli zwei kleine Massen anziehen, 1st dem reci- 
proken Quadrat des Abstandes proportional und in der Entfernung a einem 

senr kleinen Bruch des G-ewicnts einer jeden Masse gleich. Sie sind mittelst 

zweier Faden von der Lange I an zwei Punkten in einer horizontalen Ebene auf- 
geh'angt und haben den Abstand a voneinander Man lasst sie Heine Schwingungen 
in derselben yerticalen Ebene ausftlliren; zu beweisen, dass die Bewegung einer 

jeden aus zwei harmonischen Bewegungen zusammengeaetzt ist, deren Perioden 
2? 

sich nahezu wie 1 : 1 H verhalten. 

na 



Kapitel 5. 
Specielle Profoleme. 

Schwingungen eines schaukeluden Korpers im Eaum YCD. 

drei Dimensionen, 

477. Ein schwerer Korper schwingt in einem Itaum von drei 
Dimensionen mil einem Freiheitsgrad auf einer festliegenden rauhen Flache 
von leliebiger Form derart, doss keine Rotation um die gemeinschaftliche 
Normale stattfindet. Man ftnde die Bewegung. 

478. Die relative Indicatrix. Es sei der Berabrungspuiikt, 
wenn der schwere Korper sicli im Grleichgewicht Ibefindet. Die gemein- 
same Normale sei die -Axe und die beiden andern Axen mogen senk- 
recht auf einander steken und in der gemeinsamen Beriihrungsebene 
liegen. Den Gleichungen fiir die in der NaJie von liegenden Theile 
der Flachen kann man die Gestalt 

^ = I (ax* -\-2lxy + cy*) + etc., 
df) + etc. 



geben. Man lasse eine Ordinate sicli so mn den Coordinatenanfang 
drehen ; dass der Theil / zwischen den Flachen constant und 
einer unbegrenzt kleinen Grrosse 4 gleich ist. Sie beschreibt auf der 
#y-Ebene einen unendlich kleinen Kegelsclinittj dessen Gleichung 

(a - a'^tf + 2(& V}xy + (c - 0/ = 2 ^ 

ist. Jeder ihm ahnliclie und ahnlich gelegene Kegelschnitt, der in 
der BertLhrungsebene liegt und dessen Centrum sich in beoidet ; 
heisst die relative Indicatrix der beiden Flachen, 

Ist OE ein Radiusvector dieser Indicatris, so variirt der Unter- 
scHied der Kriimmungen der beiden durch die Normalebene zO'R ge- 
machten Schnitte (oder ihre Summe ; wenn sie in entgegengesetzteu 
Richtungen gemessen werden) umgekehrt wie das Quadrat von OE. 
Dies folgt aus der Definition der Kegelschnitte nach einem bekannten 
Satz der Raumgeometrie, So seien z. B. (r, z), (r, /) die Coordinaten 
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zweier Punkte auf den beiden Krummungskreisen in demselben Abstand 
von der 0-Axe. Schliesslich wird 20# = r 2 und 20Y = r 3 ; # sf 
ist aber gleicL. -J; eliminirt man daher # und / ? so variirt, wie man 
sieht, der Unterschied der Krummungen umgekehrt wie r 2 . 

OR sei die Tangente an den rollenden Bogen, welcher durcli die 
geometrischen Bedingungen des Problems bestimmt wird; Q, p' ? die 
Krummungsradien der Schnitte, welche die Normalebene durcli OB er- 
zeugt, seien positiv, wenn die Krummungen in entgegengeset&ter Richfang 

stattfinden, und es moge ===== | T sein. 5 kann dann der Radius 

der relativen Krumwumg heissen. 

Die drei folgenden Satze sind in der Dynamik von Nutzen. 

479. 1. Satz. Die Momentanaxe. Sind 1 und Oy zwei con- 
jugirte Durchmesser der relativen Indicatrix und ist Oy eine Tangente 
an den rollenden Bogen, so ist 1 die Momentanaxe und wenn 6 den 
unbegrenzt kleinen Winkel bezeichnet, der um die Momentanaxe be- 
sclirieben wird ; so ist der rollende Bogen of gleich 6 s sin y 01. 

Um es zu beweisen, trage man in der 2/^-Ebene auf den Flachen zwei 
Liingen OP und OP f ab, von denen jede a gleich ist In der Grenze ist dann 
P'P der Normalen Oz parallel. P'P m6ge die #/-Ebene in M schneiden. Zieht 
man eine andre Ordinate Q'QN, die unbegrenzt nahe an P'PM liegt, so dass 
PP' = QQ' wird, so ist MN ein Bogenelement der relativen Indicatrix, welche 
durcli M geht und daher parallel zu OJ, dem zu M conjugirten Durchmesser. 
Perner ist PQP'Q' ein Parallelogramm. 

Die Bbenen OPQ, OP'Q' sind schliesslich BerOhrungsebenen in P und P' 
und miissen sich in einer Geraden OJ schneiden, die parallel zu PQ oder P'Q' 
ist. Dreht man dann den Korper um OJ", so werden die Beruhrungsebenen in 
P und P' zur Deckung gebracht und der eine Ko'rper rollt auf dem andern. 
OJ ist daher die Momentanaxe. 

Daraus nun, dass MN die Projection von PQ oder P'Q' auf die #y-Ebene 
ist, folgt, dass OJ, welches parallel mit MN lauffc, die Projection von OJ 9 der 
Parallelen zu PQ oder P' Q' ist. Weil ferner die parallelen Linien PQ und P'Q' 
als Tangenten an die Flachen unbegrenzfc kleine Winkel mit der #y-Ebene 
machen, so bildet auch OJ einen unbegrenzt kleinen Winkel mit 01. Wenn <p 
dies en kleinen Winkel und den Eotations-wiakel um J bezeichnet, so wird die 
Bewegung des KSrpers durch die Eotationen 6 sin gj um Oz und cos <p um 1 
dargestellt. Da unbegrenzt klein ist, so ist die erstere eine Grrasse zweiter 
Ordnung und zu vernachlassigen. Die letztere reducirt sich auf 6. 

"Dm den zweiten Theil des Satzes zu beweisen, zerlege man die letztere 
Rotation in eine Rotation 6 cosyOJ um Oy und eine andre 6 sinyOJ nm Ox. 
Die erste hat keine Wirkung auf den langs Oy rollenden Bogen, die letzte liefert 
offenbar or = sO sin y 01. 

480. 2. Satz. Der StaMlitatscylinder. Man trage auf der ge- 
meinschaftlichen Normalen 00 die Lange 5 sin 2 y 01 ab und besckreibe 
einen Kreiscylinder, der diese Lange zum Durckmesser seiner Basis 
hat und dessen Axe 01 parallel lauffc. Liegt der Schwerpuntt des 
Korpers innerhalb dieses Cylinders^ so ist das GUeichge-wicht stabil ; 



Der 
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liegt er ausserhalb und iiber der #j/-Ebene, so ist es unstabil. 
Cylinder kann also Stdbilitatscylinder genannt werden. 

Es folgt dies unmittelbar aus dem zweiten Ausdruck fur 
Moment der Schwere um 01 in dem nachsten Satz. 

481. 3. Satz. Die Schwingungsdauer. Wird der Schwerpunkt 
mit G- und der Tragheitsradius des Korpers fur 01 mit K bezeichnet, 
so findet man die Lange L des gleichwerthigen einfachen Pendels aus 



cos 



sin 2 2/07 06? -sin 2 



und wenn die Verlangerung yon OG den Stabilitatscylinder in F 
sckneidet, so ist 



Daraus ergibt sicli ; dass die Schwingungsdauer des Korpers die- 
selbe ist ? wie in dem Fall, wenn die feste Flache eben ist und die 
Kriimmungen des oberen Korpers an dem Beriihrungspunkt so geandert 
werden, dass die relative Indicatrix die namliche bleibt, wie zuvor. 

482. Der Beweis wird gefuhrt, indem man die Moments um die Momentan- 
axe nimmt, siene 448. Das Yerfakren lasst sich ungefahr so angeben Im 
Gleichgewicht ist der Beruhrungspunkt und OG- vertical; bei dem Rollen des 
Kdrpers auf der Elache z. B in der Ricntung y'P sei, zur Zeit t, P der Beruhrungs- 
punkt und 0', 6r' die von den Punkten und 6f des KSrpers im Raum ein- 
genommenen Lagen. Diese Punkte 
sind in der Figur nicht angegeben, 
und O f liegen aber offenbar 
zwischen $ und P unbegrenzt dicht 
aneinander und so, dass 0' senk- 
recht auf Py' steht, wahrend G-' 
sich von G-, von einem Punkt in 
PI' aus gesehen, etwas nach der 
rechten Seite bin entfernt. Man 
ziehe PW vertical tmdPF parallel 
und gleich O'G'. 1st PI' die 
Momentanaxe zur Zeit , so ist 6 
der Winkel zwischen den Ebenen 
WPT und FPI f . 

Um das Moment des G-ewichtes 
tun PT zu finden, zerlege man 
die Schwere parallel und senkrecht 

zu PT. Die erste Componente hat kein Moment um JP7', die letztere ist g sinTTPI' 
und m5ge parallel zur G-eraden RP wirken. Das gesuchte Moment ist das Product 
aus der Componenten der Schwere und dem kiirzesten Abstand zwischen der Bdchtung 
dieser Kraft und der Geraden PT . Dieser kiirzeste Abstand ist der Summe der 
Projectionen (mit den richtigen Yorzeichen) von P0 f , 0' Gr' auf eine sowohl auf 
KP als auf PT senkrecht stehende Gerade gleich. Diese Gerade sei PH. Die 
Projectionen findet man mit Hu]fe der sph'arischen Trigonometrie. Die Figur m5ge 
die spharischen Dreiecke darstellen, welche von den Bogen, die den verschiedenen 
Winkeln am Mittelpunkt P gegenuber liegen, auf einer Kugel gebildet werden, 
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jy sei ferner eine Tangente an PO' den rollenden Bogen und Pst die Normale 
zur Flache im Punkt P. Die Projection von PO' auf PH ist 

c cos y'PH = 6 cos $/' PJV cos NPH = ff sin y' PI' cos JOV. 
Die Projection von 0'6r' ist dieselbe, wie die von PF, namlich 

PF cos HPF = PFsinWPF= OG sin TFPI'. 

Die Drfferentialgleichung 1 ist daher 
K* ^| = 00 { s sin Y P-T sin WPT cos JSTP/ a sin 2 TFP7' } . 



Man ersetze nun sinTTPI' cos KPz' durch das gleicfrwerthige 
In den kleinen Gliedern, die den Factor 6 enthalten, kann man die Accente ent- 
fernen und P } W durch 0, G ersetzen Man erhalt so unmittelbar das eine 
Besnltat 

Urn zu dem andern zu kommen, scbreibe man die Momentengleichung in 
der Form 



Wenn aber D der Durchmesser des Stabilitatscylinders ist, dessen Axe 

parallel PI' liiiift und wenn PW den Cylinder in V schneidet, so hat man 

P 7 - cos KPW = D cos EP/. 

Substituirt man dies in die Grleiclmng, so erhalt der Ausdruok in der Klammer 

die Form PV OG, was in der Ghrenze gleich GV ist. So findet man das 
zweite Resultat 

Man kann auch die Penoden mit Hiilfe der lebendigen Kraft ermitteln. 



Schwingnngen von Kegeln in dem Kaum von drei 
Dimensionen. 

483. SchwingnBgen yon Kegeln in erster NSlemng. Em 
scfacerer Kegd von Miebiger Gestalt schwingt auf einer festliegenden 
rauhen Kegelflache, wolei die Mden Spitsen wisammenfatten. Man soil 
die Da^i / er einer Ideinen Schwingung finden. 

Die Bewegung ernes Kegels urn seine Spitze als festen Punkt 
wird man am geeignetsten mit Htilfe der spharischen Trigonometrie 
erortern. 

Es sei die gemeinschaffcliclie Spitze, G der Schwerpunkt des 
bewegliehen Kegels, OG = h. Wir nelimen an ; die spharisclien 
Dreiecke ^nirden auf der mit dem Centrum und dem Radius k be- 
schriebenen Kugel construirt. 01 sei die Momentanaxe des beweg- 
lichen Kegels ; d. h. die gemeinschaftliclae Erzeugende ; langs welcher 
sich die beiden Kegel berizkren. Sie schneide die Kugel in I. OW 
sei eine nach oben gezogene Verticale, seiche dieselbe Kugel in W 
trifffc. Es seien die Bogen WI = #, Gr I = r. In der Gleichgewichts- 
lage fallen die drei Geraden OW } OG, 01 in dieselbe verticale Ebene 
und so sind sie in der Pigur dargestellt. 
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Es sei n die Neigung der verticalen Ebene GOI gegen die 
Normalebene auf die beiden Kegel durch 01. p, Q seien die halben 
Winkel an der Spitze der beiden graden osculirenden Kreiskegel, 
welche sich langs Olberuhren, und seien positiv, wenn die Kriimmungen 
entgegengesetzte Richtung haben. In der Figur 
schneiden ihre zugehorigen Axen die Kugel in C 
und D. 

Ist K der Tragheitsradius des beweglichen 
Kegels fiir 07, so ist die Lange L des gleich- 
werthigen einfachen Pendels durch 




TL - 

gegeben. 

Man erhalt dieses Resultat, wenn man die Momente urn die 
Momentanaxe nimmt, 448. Ist Gr' die Lage des Schwerpunktes zur 
Zeit t und 9 der Winkel zwischen den Ebenen GOT, G'OI, so hat man 

*w-x (i), 

worin M das Moment der an G' angreifenden Beschleunigung g um 
die Momentanaxe zur Zeit t ist. 

Ist OP eine benachbarte Erzeugende des festliegenden Kegels 
und & der Winkel POJ, so muss das Moment M' nm OP der an G' 
angreifenden Beschleunigung g eine Function von 9 und 6 sein. Man 
hat daher bis zu kleinen Grrossen erster Ordnung genau 

M' = A<5 + S9 (2), 

worin A und S zwei Ausdrucke sind, die von der Grestalt des Kegels abhangen. 
Schliesslich erhalt man, wenn OP die Momentanaxe zur Zeit t ist ; 
M ' = M und 

& sin (Q + (/) = 9 sin p sin Q (3). 

Durch Elimination von oder 9 aus diesen GUeichungen ergibt 
sich die Schwingungsdauer. 

Die Beziehungen (2) und (3) werden in den 484 und 485 auf 
elementare Art abgeleitet. Das Verfahren entspricht Schritt fiir Schritt 
dem bei der Schwingung der Cylinder angewandten ( 441), der Haupt- 
unterschied besteht darin ? dass die in der Figur fur die Cylinder be- 
nutzten Geraden hier durch spharische Bogen ersetzt werden. Der 
Beweis fiir die Beziehung (3) bietet keine Schwierigkeit dar; in dem 
allgemeinen Fall aber, in dem der rollende und der festliegende Kegel 
beliebige Gestalt haben, wird die fiir die Beziehung (2) erforderliche 
Figur ziemlich verwickeli In speciellen Fallen, wie wenn die fest- 
liegende Flache eine Ebene oder der rollende Kegel ein Umdrehungs- 
kegel ist, wird das Verfahren bedeutend einfacher, wie an einigen 
Beispielen in 486 gezeigt werden soil. Der Beweis, der sich fiir 
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den einzelnen grade in Betraclit gezogenen Fall am besten eignet, 
wird dabei noch einmal kurz skizzirt. 

Eine andre Methode. Betrachtet man die Tiieile von M', die 6 und 
m verdank&i sind, getrennt, so erhalt man ihre Werfhe ohne eine 
complidriere Figur nofhig m hdben, als die in diesem Paragra/phen 
gegebene. Der Beweis 1st wie folgt. 

Nimmt man (1) an, es sei a = 0, so 1st M' das Moment urn 01 der an G 
parallel zur Verticalen WO angreifenden Beschleunigung g. Da der KQrper 
urn 01 den Winkel 6 beschreibt, so ist derJBogen GG' = hO sin G- 1. Zerlegt 
man g parallel und senkrecht zu 01, so 1st die letztere Componente g srnWI 
und ihr Moment um 01 ist g sin FT GG-'. Substituirt man fur die spharisclien 
Bogen TFJund GI ilire Wertlie z und r, so wird das Moment gfiQ sin r sin 

Nimmt man (2) an, es sei 6 = 0, so ist M' das Moment um die benachbarte 
Erzeugende OP der an G parallel zu WO angreifenden Beschleunigung g. Zerlegt 
man g in der Richtung von und senlarecht zu GrO, so ist die letztere Compo- 
nente g sin WG und sie greift an G in der Richtung der Tangente an den Bogen 
G I an Um ihr Moment um OP zu finden, suchen wir inre Componente senk- 
recht zur Ebene OGP und multipliciren sie mit h sin GP Das Moment ist 
daher das Product yon g sinTFtf, sinI(?P und 7& sin GP. Da sowohl <ycosn 
als IGP sin GP Ausdriicke fur den senkrechten Abstand des Punktes P von 
dem Bogen #Isind, so wild das gesuchte Moment = ghG sin(^ r) cos^, worin 
z r statt WG geschrieben wurde. 

Der vollstandige Werth von M ist daher 

M = gh{a cosw sin(^ r) sinr 



484. Bei dem Rollen des schweren Kegels auf der Flache nimmt^ der 
Punkt auf der Kugel, der sich bei I im Gleichgewicht befindet, die Lage^T ein 
und P ist der neue Beruhrungspunkt. Der Bogen IG mdge die Lage I'G' er- 
halten und das Centrum des osculirenden Kegels sich nach C' begeben t 




ff = IP sei der durchrollte Bogen und 6 der Winkel, um den sich der Kegel 
gedreht hat. Da dieser Winkel in der Grenze derselbe wie CPC' ist, so hat man 
GC' = sin 9, Sowohl CC cosec (9 -f $') als G cosec^' sind dem Winkel IDP 



gleich. Man hat daher <F = 6 *? n / > "! a * 
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485. Die Yerticale OW trifffc die Kugel in W. Urn das Moment des 
Gewichtes um OP zu finden, muss man die Schwere parallel und senkrecht zu 
OP zerlegen. Die erste Componente hat kein Moment, die zweite ist g sin WP 
Die letztere mQge parallel zur Q-eraden KO wirken Das gesuchte Moment ist das 
Product aus dieser Componenten der Schwere und der Projection von OG' auf die 
Gerade OH, die senkrecht sowohl auf OJT als OP steht Die Seiten des sphti- 
rischen Dreiecks HKP Bind daher sammtlich rechte Winkel. Im Gleichgewichts- 
zustand liegt G in der verticalen Ebene WOI und beim Eollen des Kegels 
bewegt sich G- nach G', so dass der Bogen GG' senkrecht auf WI und gleich 
sin r ist. Er m5ge WP in M treffen Die geauchte Projection ist 

h cosHG' = h MG', 

da HM ein rechter Winkel ist. Weil PI mit PH einen Winkel macht, der in 
der G-renze gleich n wird, so hat man in der Grenze 

GM _ sinTT(2 _sin(g r) 
G cos n sin WI sin z 

Das gesuchte Moment, das den Kegel zurtick in seine Gleichgewichtslage drangt, 
ist ghsin.z(GMGG'), das durch Substitution die Gestalt 

M gh { G cos n sin (s r) sin r sin & } 

erhalt. Setzt man dieses Moment mit verandertem Vorzeichen gleich K*d*6/dt*, 
so folgt daraus das zu beweisende Resultat unmittelbar. 

Zu dieser Gleichung kommt man auch mittelst der in 509 angegebenen ana- 
lytischen Methode. Dort wird das hier benutzte geometrische Verfahren durch Diffe- 
rentiationen ersetzt, die man bis zu jedem hcJheren Grad der Ann'aherung aus- 
dehnen kann. 

486. Beispiele. Beisp. 1 Wenn der obere Korper ein grader Kegel mit 
dem halben Winkel 9 an der Spitze ist und auf irgend einer Kegelflache liegt, 
so wird n = und r = Q. Der obige Ausdrnck erhalt dann die Form 

K* 

JiL sn ( 



Beisp. 2. Ein grader Kegel mit dem Winkel 29 an der Spitze und der 
Hc5he a, der mit seiner Spitze an einem festen Punkt an einer rauhen verticalen 
Wand aufgehangt ist, macht kleine Sehwingungen; maai beweise, dass die Liinge 

des gleichwerthigen Pendels ~ ^ - betragt. 

5 cos Q 

Der Eegel, wenn er sich im Gleichgewicht befindet, moge die Ebene in der 
Verticalen Oz beruhren. Zur Zeit t sei die Erzeugende ON die Beruhrungslinie 
und zONG$ OA sei die Axe. Zerlegt man die Schwere in der Richtung 
von, und senkrecht zu der Linie ON und nimmt die Momente um die Momentan- 
axe ON, so hat man 



jn 

Wenn nun der Kegel um ON den Winkel -=- dt beschreibt, so ruckt der Mittel- 

dt 

/JA 

punkt A der Basis um den Bogen a sine ~ji&t voran; ist nun A13L senkrecht 
auf ON, so ruckt auch H um ebensoviel voran. H legt aber den Bogen OH- de, 
das heisst acos^dc zuruck. Man hat daher dQ/dt tg ^ = -^r Setzt man 
diesen Werth von dO/dt in die obige Gleichtmg ein und entnimmt den Werth 
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von Z" 8 dem 17, Beisp. 7, so findet man die Lange des gleichwerthigen Pendels 
ohne Schwierigkeit. 

Beisp. 3 Ein grader Kegel mit dem Winkel 20 an der Spitze und der 
Hdbe a schwingt auf einer vollkommen rauhen Ebene, die mit der Yerticalen 
den Winkel # macht; die Lange des gleichwerthigen Pendels ist 

a (1 + 5 cos 3 g) 

5 COS Q COS Z 

Man zerlege die Schwere in g cos g in der Richtung die Ebene abwarts und 
eine dazu senkrechte Componente, die zu vernachl&ssigen ist Man verfahre dann 
weiter, wie bei der vorigen Aufgabe. 

Beisp. 4. Ein grader Kegel, dessen Winkel an der Spitze 2p und dessen 
Hohe a ist, wird durch eine seme Axe enthaltende Ebene getheilt Die eine 
Ealfte ruht im Gleichgewicht mit ihrer Axe auf der Erzeugenden eines festliegenden 
grades. Kegels mit dem Winkel 2 9' an der Spitze und die Spitzen fallen zusainmen; 
man beweise, dass die Lange L des gleichwerthigen Pendels durch 



gegeben ist, worin z die Neigung der Berukrungslinie gegen die nach oben positiv 
angenommene Yerticale bedeutet. 

487. Bedingimg fur die stabile Gleichgewichtslage von Kegeln in 
erster Nahemng. Die Stabilitatsbedingung 0u lestimmen, wenn ein schwer&r 
Kegel im Gleicligewicht aufeinem vollkommen rauhen imRaum festliegenden 
ruht. 

Offenbar muss die Lange L des gleichwertliigen Pendels ; wie sie 
in 483 gefunden wurde, eine positive Grosse sein. Dies fiilirt zu 
der folgenden Construction, die in der Figur auf S. 441 dargestellt 
ist. Man trage auf der gemeinschaftliclien Iformalen CI der Kegel die 
Lange IS = s ab ; so dass cotg s = cotg Q -\- cotg Q' ist. Zieht man 
von 8 aus den Bogen SE senkrecht zu IGW, so ist 

cos^ = cotgs tg IE. 

L ist alsdann positiy und das Gleicligewicht stabil, wenn der Schwer- 
punkt des beweglichen Eegels entweder unter der gemeinschaffcliclien 
Erzeugenden der beiden Kegel oder iiber ilir unter einem solchen 
Winkel r liegt, dass 

cotg r > cotg # -f- cotg IE ist. 

Ist die Spitze sehr weit entferat, so werden die Kegel Cylinder. 
Alsdann reducirt sich die Stabilitatsbedingung, wenn der Bogen ein 
Quadrat ist ; auf r < IE, was mit der Bedingung in 442 iiber- 
einstimmt. 

&rosse tautochrone Bewegnngen. 

488. Wenn die Schwingungen eines Systems nicht klern sind ; 
so lasst sich. die Bewegungsgleictung niclit immer auf eine lineare 
Form reduciren und eine aJlgemeine Eegel fur ihre Auflosung kann 
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nicht gegeben werden. Die Schwingung kann aber noch tautochron 
sein und es ist manchmal wichtig festzustellen, ob es der Fall ist. 
Verschiedene Methoden zur Entscheidung dieser Frage liefern die 
folgenden Paragraphen. 

Schwingt ein Massenpunkt auf einer gegebenen glatten Curve 
entweder in einem luffcleeren Raum oder in einem Mittel, dessen 
Widerstand der Geschwindigkeit proportional ist, so ist, wie wir wissen, 
die Schwingung um die Gleichgewichtslage tautochron, wenn die 
Tangentialkraft P = w 2 s ist, worin s die Lange des von der Gleich- 
gewichtslage aus gemessenen Bogens und m eine Constante bedeutet ; 
434. Wenn daher irgend eine rectificirbare Curve gegeben ist, so 
lasst sich die richtige Kraft, welche eine tautochrone Bewegung hervor- 
bringt, sofort angeben. So ist die Kettenlinie eine tautochrone Curve, 
wenn eine Kraft m*y in der Richtung der Ordinate angreiffc, da die 
Componente langs der Tangente offenbar m 2 s ist. Die logaritlimisclie 
Spirale ist fiir eine Centralkraft pr tautochron, die nach dem Pol ge- 
richtet ist, weil die Componente langs der Tangente m z s ist ? wenn 
m* = [i cos 2 a gesetzt wird; daher bleibt die Zeit bis zur Ankunft am Pol 
fur alle Bogen dieselbe. Ebenso sind die Epicycloids und Hypocydoide 
tautochrone Curven ftir eine Centralkraft, die entweder die Richtung 
nach dem Centrum des festliegenden Kreises oder von diesem Centrum 
weg hat und dem Abstand proportional ist; denn, da r 2 = As 2 + B, 
so variirt die Componente langs der Tangente, namlich pr dr/ds wie s. 
In alien diesen Fallen ist die Zeit bis zur Ankunft in der Gleich- 
gewichtslage die kleinste positive Wurzel aus der Gleichung kgnt= n/k 
( 434), worin 2Jcv der Widerstand und n* + fc 2 = w 8 ist. Die gaaize 

Zeit von einer Lage momentaner Ruhe bis zur nachsten ist 



489. Wenn die Sewegungsgleichung -^= F (ji> x 
dww F eine Jiomogene Function vom ersten Grad vorstellt, so ist fur 
jede Ruhelage des Systems die Zeit lis t&wr Ankunft in die Lage, welche 
durch x Q definirt wird, dieselbe. 

Die homogene Function moge ^/"(-j-jf) geschrieben werden. Es 
seien x und g die Coordinaten zweier Systeme, welche vom Zustand 
der Ruhe in zwei versehiedenen Lagen ausgehen und es sei anfanglich 
a; = a, | = xa. Wie man sieht, verwandelt sich die Differential- 
gleichiing des einen Systems in die des andern, wenn man | == KX 
setzt. Wenn daher die Bewegung des einen Systems durch x==<p(t 9 A,B) 
gegeben ist, so ist es die des andern durch | = %<p(t, A', B')< Zur 
Bestimmung der wiUkiirlichen Constanten A, S und A', S' hat man 
genau dieselben Bedingungen, dass namlich fur t=Q, g> = a und 
d<p/dt=0 sein muss. Da nur eine Bewegung aus einer einzelnen 
Reihe von Anfangsbedingungen folgen kann, so hat man A' = A und 
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B' = J5. Daher tleibt wahrend der ganzen Bewegung = %% und 
x und verschwinden somit gleichzeitig. Daraus folgt, dass die Be- 
wegungen der beiden Systeme vollkommen ahnlich. und die Zeiten 
gleich sind. 

Dasselbe Resultat erhalt man durch. Integration der Differential- 
gleicliung. Setzt man dx/dt = px, so findet man nach. der Elimination 
von x > dass die Yariableu p und t getrennt werden koimen, indem man 
zeigt, dass p eine Function von t f- -B ist. Daher wird durch eine 
leichte Integration x = A(p(t -f- S). Fiir t = ist dx/dt = und 
daher <p'(B) = 0. Auf diese Art findet man B, und x verschwindet 
fiir jeden Worth von A, wenn (p (t + -B) = ist. 

Es ist zu beachten, dass, wenn die Kraft eine homogene Function von x und 
der Geschwindigkeit ist, die Bewegung nur in einem gewissen Sinn tautochron ist. 
Es kann vorkomrnen, dass das System erst nach unendlich langer Zeit in der 
durch x = "hftflf-.iTn-mf.flTi Lage ankommt oder dass die Zeit bis zur Ankunft 
imaginar ist Nimmt man z B. an, die homogene Function sei w a #, worin m 2 
positiv ist, so bewegt sich das System yom Zustand der Ruhe aus immer von 
der Lage x = hinweg. Der Werth von x wird offenbar durch eine Exponential- 
function von x dargestellt, welche nie aufhdrt mit der Zeit zu wachsen. Man 
muss daher bei der Anwendung des Satzes sich vergewissern, ob die durch die 
G-leichung cp(t + S) gegelbene Zeit reell ist oder nicht. 

Im Allgemeinen lasst sich dieses aus den bekannten Yerhaltnissen eines 
jeden einzelnen Falles bestimmen. Die beiden folgenden allgemeinen Eegela 
kdnnen als Fuhrer bei der Entscheidung dienen Soil die Zeit vor der Ankunft 
in der Lage x = reell und endkch und die namliche von alien Anfangslagen 
aus sein, so muss die Lage x = offenbar eine Glewhgewichtslage sein Denn 
wa,re es nicht der Fall und man brachte das System im Zustand der Euhe un- 
begrenzt nahe an diese Lage, so wurde die Zeit bis zur Ankunffc Null sein, es sei 
dean, die Beschleunigung w^re auch Null. Die Ankunffcslage muss ferner eine Lage 
stabilen Gleichgewichtes sein fur alle Verruckungen oder wenigstens fiir die auf 
derjenigen Seite der Gleichgewichtslage, auf welcher die Bewegung stattfinden soil. 

490. Der Lagrange'sclie Satz. Wenn 



die Bewegungsgleichung ist, worin Feine homogene Function ersten Grades 
und f(x) eine beliebige Function wn x bedeutet, so lasst sich zeigen, dass 
fur jede Lage, in die man das System bringen Jcann, die Zeit bis zur 
Avikunft in der durch f(x) = bestimmtm Lage die namliche ist. 

Dies ist der Lagrange'sche aUgemeine Ausdruck fur eine Krafb, welche eine 
tautochrone Bewegung verursacht. Er theilte die Formel in den Abhandlungen der 
Berliner Academie, 1766 und 1770 und an andern Orten mit. Einen andern sehr 
complicirten Beweis, derYariationen sowohl als Differentiationen nSthig machte, gab 
D'Alembert. Lagrange scheint geglaubt zu haben, sein Ausdruck for' eine 
tautochrone Krafb sei sowohl noting als hinreicliend. Dagegen haben Fontaine 
und Bertrand gezeigt, daes er zwar ausreicht aber nicht nothwendig ist. Gleich- 
zeitig reducirte der Letztere den Beweis auf wenige einfache Satze. In der 
neuesten Zeit hat Brioschi einen allgemeineren Ausdruck als den Lagrange- 
schen gegeben; er scheiat aber keine Falle tantochroner Bewegung zu enthalten 
die nicht auch schon die Lagrange'sche Formel lieferte, 
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Auf die folgende Art kann man zu dem Lagrange'sehen Resultat 
gelangen. Die Bewegung vom Zustand der Ruhe aus ist in Bezug 
auf den Punkt x = tautochron, wenn 

*** r jr( l dx ] 
~dt? ~ x * \x "oil 

die Bewegungsgleichung ist. Setzt man x = <p(y) } so ergibt sich leicht 



di 

worin <p statt y(y) gesetzt ist und die Aceente wie gewohnlich die 
Differentialquotienten bezeichnen. Substituirt man 2 7 = f(y) y so hat man 

^ _ /^Y _ i /^Y j_ / Wi M 
dt*~ f\dtJ f\dtJ ' TT - c \fdtJ^ 

worin f an Stelle von f(y) geschrieben wurde. Die beiden letzteu 
Glieder dieses Ausdrucks sind eine homogene Function ersten Grades 
von f und dy/dt und damit ist die Lagrange'sche Formel bewiesen. 
Dieser Beweis rtihrt von Bertrand her. 

Die Bewegung geht von der Ruhe aus mit irgend einem Aufangs- 
werth von x und endigt, wenn x = ist. Wird daher x == qp (y) ge- 
setzt, so beginnt, wie ersichtlicli, die Bewegung in der zweiten Gleichung 
mit dy/dt = und mit einem beliebigen Anfangswerth von y und 
endigt, wenn <p(y) = ist. Nun verschwindet im Allgemeinen dx/dt 
nicht fur x = 0, da das System mit Gesehwindigkeit in der Gleich- 
gewichtslage ankommt. Weil aber dx/dt = <p'(y) dy/dt ist, so ver- 
schwindet auch q>'(y) nicht fiir x = 0. Daraus folgt ; da <p = <p -f(y) 
ist ? dass die Bewegung aufhort, wenn f(y) = ist. 

491. Die Wirkung eines widerstehenden MIttels. Wenn die 
Bewegung der Lagrange'scJien Forniel ewtspreckend in einem luftleeren 
Raum tautochron ist, so ist sie es auck in einem Mittel, dessen Wider- 
stand der Gesehwindigkeit proportional ist. Ein solcher Widerstand hat 
nur die Wirkung, dass er ein Zusatzglied, namlich 2Jsv 9 ersten Grades 
in die willkiirliche Function F einfiihrt. Der Satz riihrt von La- 
grange her. 

Ist der Widerstand 2kv -f- h'v*, so gebe man der Lagrange'schen 
Gleiehung die Gestalt 



Setzt man den Coefficienten von v* gleich Jtf, so ergibt sich durch 
Integration f(x) = Ce*'* + T? Wenn x von der Gleichgewichtslage 

aus ; in welcher naeh dem Lagrange'schen Satz f(x) = ist ? ge- 
messen wird, so muss A = VC sein. Daraus folgt^ dass fur dieses 
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Widerstandsgesete die Bewegung tautochron wird, wenn die gegebene 
Kraft P=0(^' x 1) ist. Dies stimmt mit den von Euler und 
Laplace erhalteneu Resultaten iiberein. 

492. Man kann einen leichten unabMngigen Beweis fur diesen Satss geben. 
Um die Sache zu vereinfachen, sei das System em Massenpunkt, der sich von dei 
Ruhe aus auf einer glatten gegebenen Curve nacli dem Punkt A der Gleich- 
gemchtslage bin unter der Einwirkung einer Tangentialkraffc P bewegt Die 
Bewegungsgleichung ist 

_^-_7<;V + 2^ -- P, 

Cut 

welcher man die Form geben kaun 



vorausgesetzt, dass du/dt = k'v, d. h. u=7c's ist. Setzt man 
so wird 



Die Zeit bis zur Ankunffc am Punkt w = ist tmabhangig yon dem Bogen, wenn 
man Pe~ k ' 8 = m*w setzt, 434. Nun ist w = -jr e~ ks + C und wenn s 
von der Lage aus gemessen wird, in der w = ist, so hat man k'C = 1. Daher 
ist P= ^(e k ' s 1), was mit dem zuvor erhaltenen Resultat ubereinstimmt. 

Die Zeit bis zur AnVn-pfh in die Lage ID = wird durch die kleinste positive 
Wurzel der G-leichung tg nt == n/h bestimmt, worin w a = m 8 & a ist, Sollte 
fe a >m 8 sein, so gelangt der Massenpunkt in die Lage w = nach einer un- 
endlicb. grossen Zeit , 434 

Laplace bemerkt, dass der Ausdruck fur die Kraft P von dem CoeffU 
cienten 7c deejenigen Tneiles des Widerstandes , welcher der Geschwindigkeit 
proportional ist, nicht abhangt, und dass ebenso die Zeit bis zur Ankunfb in der 
Gleichgewichtslage von dem Coefficienten K des Theiles des Widerstandes, der 
wie das Quadrat der Geschwindigkeit variirt, unabhangig ist. Mfaamgue celeste, 
Bd. I, S. 38. 

Beisp 1. Man finde eine glatte Curve derart, dass die Bewegung eines 
schweren Massenpunktes in einem Mttel, dessen Widerstand 27cv + Jc'v* ist, 
tautochron wird. Da die Schwere die allein wirkende Krafb ist, so setzen wtr 

P-^/'-l).pg, also: W -|1(^-M. 

Beisp. 2. Man finde die Curve auch fur den Tall, dass die gegebene Kraft 
nach dem Coordinatenanfang gerichtet und gleich pr* ist. 

493. Lie Bewegung auf einer raulen Cycloide. Ein schwerer 
Massenpunkt gleitet von der Ruhe aus <wf einer rawhen Cycloide, deren 
Axe vertical steht, in einem Mittel, dessen Widerstand der Geschwindigkeit 
proportional ist; mm #eige, dass die Bewegung tautochron ist. 

Der tiefste Pmikt der Cycloide sei 0, P der Massenpunkt, OP=s 
go, dass der Bogen von aus in einer der Bewegung entgegengesetzten 
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Richtung gemessen wird. Die Nonnale in P mache mit der Verticalen 
den Winkel #, Q sei Kriimmungsradius im Punkt P und a der Durch- 
messer des Erzeugungskreises. Dann ist, nach bekannten Eigenschaften 
der Cycloide, s = 2asin^>, = 2acos^. Es sei p der Reibungs- 
coefficient, g die beschleunigende Kraft der Schwere und die Masse 
sei die Einheit. Wenn alsdann B der Druck auf den Massenpunkt 
ist, positiv genommen, wenn seine Richtung nach Innen geht und v 
die Geschwindigkeit, so hat man 

= E #cos#> . . (1). 



Durch Elimination von B wird die Bewegungsgleichung 

~di ~$ v """ " v ' cos-v sm v^ 5 / * * \ ^ 

worin tg = ^. Man kann ihr die Form geben 



wenn -^7 = ^ , d. h. u = ft^ ist. Setzt man e u ds = dw, so 
wird 

Nun ist 



= C 



2a cos 
Die GHeichung reducirt sieh daher auf 



Die Bewegung ist daher tautochron, 434. Auf welchen Punkt der 
Cycloide man den Massenpunkt im Zustand der Ruhe auch setzen mag, 
er wird stets den durch w = ; d. h. ^ = s bestimmten Punkt A in 
derselben Zeit erreichen. Dieser Punkt A, in welchem die tautochrone 
Bewegung endigt, ist offenbar eine ausserste Gleichgewichtslage, in 
welcher der Grenzwerth der Reibung der Schwere grade das Gleich- 
gewicht halt. 

Die Zeit bis zur Ankunft in A wird durch die kleinste positive 
Wurzel der Gleichung tg nt = n/Jc gegeben, worin 

n* -j- fc 2 = g/2a cos 2 ^ 

ist, wahrend die ganze Zeit von einer momentanen Ruhelage bis zur 
nachsten n/n ist. 

So lange sich der Massenpunkt in derselben Richtung bewegt, 
behalt die Constante ft dasselbe Vorzeichen, 159. Die Bewegung 
ist daher durch 

Bouth, Dynamik. I 29 
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n(tf> s) 

gegeben ; worin, wie zuvor, n 2 -f- fc 2 = g/2acos?s und J. sowie J? Con- 
stante sind. Wenn der Massenpunkt in der nachsten Ruhelage ankommt, 
so beginnt er entweder zuruckzukehren oder bleibt daselbst im Zu- 
stand der Ruhe ; je nachdem der Werth von ^ in diesem Punkt grosser 
oder kleiner als der Reibungswinkel ist. 

Der Tautochronismus der Bewegung lasst sich auch aus dem Lagrange'schen 
Theorem ableiten. Verfahrt man wie in 491 und setzt den Coefficienten von 2 

gleich - , so erhalt man einen Werth fur f(s), welcher die Lagrange'sche 
G-leichung zur Gleichung des Massenpunktes auf der Cycloide macht. 

494 Historisches. Dass eine glatte Cycloide in luftleerem Raum Tautochrone 
ist, hat zuerstHuygens in seinem Horologiwn oscittatorium, 1673 bewiesen Newton 
dehnte den Satz auf den Pall aus, in -welchem derWiderstand 2/cv ist und bewies auch, 
dass eine glatte Epicycloide fur eine Centralkraffc tautochron ist, welche variirt, 
wie der Abstand. Dass die Schwingungen auf einer Cycloide tautochron sind, 
wenn die Curve rauh ist, hat Bertrand aus der Lagrange'schen Formel ab- 
geleitet. Liouville, Bd. XIII, 1848 Er schreibt den Satz Necker zu, der ihn 
in den Memoires des savants strangers, Bd. IV, 1763 verdffentlichte Euler be- 
stimmte praktisch die Kraft, welche eine glatte Curve tautochron macht, wenn 
der Widerstand Jt'v* ist, Mechanica 1736 Sem Resultat dehnte spater Laplace 
auf den Pall aus, in welchem der Widerstand 2Jcv + &'t? 2 ist, Mfaamque ctteste, 
Bd. 1, S. 36 Puiseaux schneb eine Abhandlung uber glatte tautochrone Curven 
in luftleerem Raum und ebenso fiir schwere K6rper, wenn der Widerstand k'v* 
ist, Liouville, Bd. IX, 1844 Er bemerkt, er habe den Gebrauch von Reihen, 
ahnlich denen von Poisson in seiner Mecanique angewandten, vennieden; 197. 
Er bespncht den Tautochronismus im luftleeren Raum, wenn die Kraft centrale 
Richtung hat und wie der Abstand variirt, und zeigt, dass die Curve eine Epi- 
cycloide, Hypocycloide oder eine gewisse Spirale ist. H^ton de la G-oupilli&re 
beweist, dass die Epicycloide, wenn rauh, ebenfalls tautochron ist und weist kurz 
darauf hin, dass der Tautochronismus auch bei einem Widerstand 2 A; v bestehen 
bleibt, Liouville, Bd. SIU. Darboux zeigt in einer Anmerkung zu der Meca- 
nique von Despeyrous, 1884, dass, wenn die Reibung in Rechnung gezogen 
wird, die einzigen tautochronen Curven die von Puiseaux besprochenen sind. 

495. Die Bewegnug auf einer fcelieMgen pauhen Curve. Ein Massenpunkt 
bewegt sich, von der Ruhe ausgehend, auf einer rauhen Curve von gegebener 
Gestalt in einem Mattel, dessen Widerstand k'v* ist, unter der Wirkung von 
Kraften, die nur von der Lage des Punktes abhangen, Zu beweisen, dass die 
nothwendige Bedingung dafur , dass die Zeit bis zur Ankunffc in der Gleichgewichts- 
lage von dem beschriebenen Bogen nicht abhange, 




ist, worin P = G ^.H", den Ueberschuss der 
Tangentialkraffc G uber den Theil pH der Reibung 
un ^ m e " ie Coustante bedeutet. Man finde auch die 
fur die Zuriicklegung des Weges erforderliche Zeit 
Es sex A der Punkt, in dem die tautochrone 
Bewegung endigt, M die Lage des Massenpunktea 

zur Zeit <t, AM = s, so dass also s von A aus in der Richtung gemessen wird, 
die der Bewegung entgegengesetzt ist. Die Tangente in M m5ge mit der #-Axe 
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den Winkel ty machen und ip mSge gleichzeitig mit s wachsen. Die Tangential- 
und Normal componenten der Kraft seien G- und J2", die Richtung der Tangential- 
componente G- geht nach A zu und die der Normalcomponente H nach ausw'arts 
d h. der Bichtung entgegengesetzt, in welcher $ gemessen wird. Wir nehmen 
an, Q bleibe fur den ganzen Bogen positiv 
Die Bewegungsgleichungen sind daher 



..... (1). 

Da der Massenpunkt von der Ruhe ausgeht, so sind, wie man sieht, It und H 
Anfangs gleich und haben daher dasselbe Vorzeichen Wir wollen annehmen, 
H sei wahrend der ganzen Bewegung positiv, so dass die gegebene Kraft den 
Punkt nach auswarts drangt Daraus folgt, dass auch E wahrend der ganzen 
Bewegung positiv ist Die Eeibimg wird daher fortwdkrend durcli pR dargestellt 
ohne jede UnstetigJceit in dem Vorzeichen von ^ T wie sie eintreten wurde, wenn JK 
das Vorzeichen wechselte ohne eine entsprechende Aenderung in der Richtung der 
(Siehe 159 ) Durch Elimination von JB findet man 



Es sei P = 6r pH die ganze gegebene Kraft, -welche den Massenpunkt 
langs der Tangente gegen den Punkt A drangt. Es lasst sich beweisen, dass P 
wahrend der ganzen Bewegung, bis der Punkt A erreicht ist, positiv sein muss. 
Ware P in irgend einem Punkt B Null, so wurde der Massenpunkt, wenn er im 
Zustand der Euhe nach B gebracht wird, dort im Gleichgewicht verharren und 
die Zeit bis zur Ankunft in A wurde daher von alien Punkten aus nicht dieselbe 
sein Man ersieht daraus auch, dass im Punkt A die Kraft P Null sein muss 
(Siehe 490.) Setzt man ds/dy fur 9, so wird G-leichung (2) 



-- 2<?P; 

daher 



worin a den Winkel bezeichnet, den die Tangente in A mit der a; -Axe macht. 
Da ty wahrend der ganzen Bewegung gro'sser als a ist, so muss die Integrations- 
constante c* positiv sein. 

Es ist zu beachten, dass das Integral auf der rechten Seite von der Lage 
des Punktes, von welchem der Massenpunkt ausgeht, unabhftngig ist und nur von 
der G-leichung zwischen der Bogenlange und dem Neigungswinkel der Tangente 
der Curve und dem Punkt A abhangt Wir wollen das Integral mit # 2 bezeichnen 
und uns ^ als Coordinate des Massenpunktes denken. Es ist dann z = c, wenn 
der Punkt von der B/uhe ausgeht, und z = 0, wenn er in dem durcli 1/1 ;= of be- 
stimmten Punkt A ankommt. 

Ist die Curvengleichung gegeben, so ka.rm man sich vorstellen, ^ und s 
seien als Functionen von z ausgedrdckt. Setzt man dann 



so ist die Uebergangszeit T von z = c bis z = 0, wie man leicht sieht, 

^ = / y(0)<te 

29* 
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Um die Form der Function 9 zu finden, welche dieses Resultat Ton dem 
Bogen unabhangig macht, setze man den Differentialquotienten von T nach c 
gleich Null Substituirt man z = c , so wird 






Das Integral kann nur dann fur alle Werthe von c Null sein, wenn qp'(cg) = 
ist Ware q>'(c nicht NuU, so k6nnte man dadurch, dass man c klein genug 
annirnmt, bewirken, dass g?'(c|) dasselbe Vorzeichen von | = bis | = 1 behalt; 
jedes Element des Integrals wiirde auf diese Weise dasselbe Vorzeichen haben 

und ihre Summe k5nnte nicht Null sein. Setzt man nun <p(s) = , so wird 

die Uebergangszeit 2 1 /2m. 

Schreibt man der Kurze wegen u = pij> Jc's, so ist P aus den beiden 
Grleichungen 



zu ermitteln. Integrirt man die erste von ^ = a bis 7^ ? d. h. JK = bis g, und 
setzt in die zweite ein, so erhalt man |m Ce u ds^ = %J*Pe* u ds. Durch Diffe- 
rentiation und Reduction ergibt sich 



p = w?e~ u ie u qdij) und daher m*$ = 



a 

Daraus, dass P far ^ = a verschwindet, ergibt sich die Bestatigung des 
Satzes, dass der Punkt, in welchem die tautoohrone Bewegung endigt, eine Gleich- 
gewichtslage sein muss ; 489 

Beisp. Man zeige, dass dieses Gesetz fur die Kraft in dem Lagrange'schen 
Ausdruck fur tautochrone Krafbe enthalten ist. 

Vergleicht man die Lagrange'sche Gleichung in 491 mit Gl. (2) dieses 
Paragraphen Glied fdr Glied, so findet man einen Ausdruck fiir f($), d. h. P, 
welcher mit dem obigen iibereinstimmt 

Dadurch, dass die Bedingung des Tautochronismus aus dem Lagrange'schen 
Ausdruck abgeleitet wurde, haben wir bewiesen, dass die Bedingung ausreichend 
ist; die Ajrt, wie der Beweis in diesem Paragraphen gefuhrt wurde, zeigt, dass 
sie auch nothwendig ist. 

496. Beisp. Euler's Theorem. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer 
glatten Curve unter der Wirkung einer Tangentialkraffc P, die eine Function 
des Abstandes s des Massenpunktes von der Gleichgewichtslage A ist, und die 
Zeit bis zur Ankunft in A von einer beliebigen Ruhelage aus hangt von dem 
Bo gen nicht ab. Man beweise, dass, wenn die Bewegung im luffcleeren Baum 
stattfindet, P cs und dass P in einem Mittel, dessen Widerstand k'v* ist, 
gleich c(e 4 * l) ist 

Der Satz word am besten auf die Art wie in 495 bewiesen und nicht als 
specieller Fall aus dem allgemeinen Theorem abgeleitet. 

497. Man bestimme, wie die Zeit bis zur Ankunffc in der Gleichgewichts- 
lage A in 495 sich andern wurde, wenn der Widerstand in %Jcv -f K<Q* um- 
ge^ndert wird. 

Die Bewegungsgleichung (2) des 495 wird jetzt 
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und kann, wie in 495, gesckrieben werden 



vorausgesetzt, dass u = py Jc's ist. Setzt man e u ds = dw, so -wird 



Die Zeit bis zur Ankunft in dem durch w bestimmten Punkt A wird un- 
abhangig von dem Bogen, wenn man das letzte Glied m*tv gleich setzt. Es ist 

dann P = m s e~ u Ce u ds , also derselbe Werth von P wie zuvor Die Zeit bis zur 

Ankunft in der Gleichgewichtslage ist jetzt durch die kleinste positive Wurzel 
der Gleichung tg nT = n/k gegeben, worin w a = m 2 & 2 , wahrend die Zeit 
von einer Ruhelage bis zur nacnsten n/n ist, 434. 

498. Epicycloiden u s. w. Unter der Annahme, dass die Curve rauh, 
der Widerstand 2Jcv, die Kraft central und gleich Ir und die tautoclirone Penode 
gegeben sei, zu beweisen, dass die Differentialgleichung der Bahn g = ip ist, 
worin *(1 + w a /A) = 1 + ft 2 und A positiv ist, wenn die Ejrafb abstossend wirkt. 
Die Constante ntf ist eine Punction der Periode, deren Werth in 497 angegeben 
wurde; ist der Widerstand Null, so wird die tautoclirone Periode n/%m. Man 
bestimme auch die in der Gleicbung enthaltenen Curven 

In diesem Pall ist ^ = X dp/d^, H*=Hp', siehe die Pig. S.450. Da &'=0 
ist, so nimmt die Bedingung fur den Tautochromsmus die einfachere Form 
(*,*$ dP/dty ft-P an. Setzt man fur P seinen Werth G- pH ein. so erhalt 
man sofort das gewiinschte Resultat 

Urn die Gwrven 9 = ip zu erhalten, beachte man, dass bei der Epicycloide, 

wenn a und 5 die Radien des festen bez. rollenden Kreises sind, ~ 1 

ist, wSlhrend bei der Hypocycloide & negativ ist. ^ (a+2o) 

(1) Wenn i einen negativen Werth hat, so ist die Curve eine Hypocycloide. 
Dazu gehort, dass w 2 //l algebraisch kleiner als 1 ist, wa-hrend ft jeden be- 
liebigen Werth haben kann. Die Centralkraffc ist daher eine anziehende Kraft. 

(2) Ist i positiv und kleiner als die Einheit, so ist die Curve eine Epicycloide. 
Dazu gehbrt, dass wz 2 /Z > und ^ 2 <m 2 /^; die Centralkraft stSsst daher ab. 

(3) Ist * positiv und grSsser als die JEinheit, so nimmt die Curve andere 
Pormen an. Setzt man * = l + c: 2 7 so wird ihre Differentialgleichung offenbar 
d*p/dty* = <x*p. Lasst man die a; -Axe urn den Coordinatenanfang rotiren und 
dabei den geeigneten Wiokel beschreiben, so lasst sich das Integral auf eine der 
Pormen 



reduciren. Da bei jeder Curve die Projection des Badiusvectors auf die Tangente 
dp /dip ist, so hat man 

r 2 = _p 2 + (dp/d ip)*, cotg (^ 0) dp /p d<ty . 

Man kann daher die Polarcoordinaten r, durch ^ als Hulfswinkel ausdi'iicken. 
Zeichnet man nun die Curven auf, so kommt man zu zwei Arten von Spiralen, 
je nachdem man die oberen oder unteren Yorzeichen nimmt und ausserdem zu 
einer logarithmischen Spirale, wenn derWinkel (3 durch die Gleichung sin* ^ = l/i 
gegeben ist. 

Da die beiden Arten von Spiralen nicht durch den Coordinatenanfang gehen, 
so findet man den Gleichgewichtspunkt, in welchem die tautochrone Bewegung 
endigt, dadurch, dass man tg <p == I//* macht, unter qp den spitzen Winkel ver- 
standen, den der Radiusvector mit der Tangente bildet. Bei der logarithmischen 
Spirale ist der Coordinatenanfang der Gleichgewichtspunkt, denn die Centralkraft 
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verschwindet in ihm. Bei der ersten Art von Spirale variirt der Winkel <p, d. li. 
i/>rv>0, von yw far ^= bis arc tg I/a, wenn <ty uiiendlich gross wird, und bei 
der zweiten Art variirt <jp von Null bis arc tg l/ Daher hat die erste oder die 
zweite Art von Spirale einen Gleichgewichtspunkt und ist tautochron, je nachdem 
ft < oder > of; wobei der Bogen, der zu beschreiben ist, auf der Seite der G-leich- 
gewichtslage liegen muss, auf welcher tg qp < 1/j* ist Die logarithrnische Spirale 
wird ebenfalls tautocnron sein und der Bog-en am Kraftecentrum endigen, wenn 



Aus dem gegebenen Worth von i geht hervor, dass y? a 2 trn'/i; daher 
ist w s /3L positiv oder negativ, d. li die Centralkraft stosst ab oder zieht an, je 
naehdem p > a oder < a ist. Da * > 1, so muss im ersten Fall p, 2 > m a /2, sein 

Man hat also die folgenden Falle: (1) die Kraft zieht an; ist m*/l < 1, so 
ist die Curve eine Hypocycloidej ist m*/l > 1 aber < 0, so ist die Curve die 
erste Spirale oder die logarithmische Spirale, je nach der Lage des Punktes, in 
welchem die Bewegung endigen soil; (2) die Kraft stosst ab, d. h. m a /A > 0; die 
Curve ist eine Epicycloide oder die zweite Spirale, je naehdem p* < oder >w s /fc. 
Ist m*/l = 1, so wird der Krtiitnpungsradius 9 unendlich gross und die Curve 
eine grade Linie. 



499. Beisp 1. Ein System, das einen Freiheitsgrad hat, ist durch 2 T 
U = f(ff) definirt. Man beweise, dass die Bewegung tautochron ist, wenn 

U = C\ CM dd } 2 . [Man setze M dS = ds und benutze 496.] [Appell.] 

Beisp. 2. Ein System, das zwei Freiheitsgrade hat, ist durch 

2T = A6'*+ 2J?0>' + a^' 2 , U= F(0, 9) 

definirt, worin J., JB, C gegebene Functionen von ^, cp sind. Man stelle den 
Zwang fest, der in das System eingefuhrt werden muss, damit die Bewegung 
tautochron werde. [Man nehme an <p = f(&) und benutze Beisp 1 ] 

[AppeD, Comptes Rendus, 1892.] 

Beisp. 3. Wenn die Bewegungsgleichung -^ = pv* + % ist, worm p und q 

ds 

gegebene Functionen von s sind, zu beweisen, das die Bedingung fur den Tauto- 
chronismus pq 2 dq/ds = 4w 2 ist. (Man folge der Methode in 494.) 

[Appell, Traite de Mecanique, Bd. 1, 1893 ] 

Schwiugungen TOE Cylindern und Kegela in zweiter 

Annaherung, 

500. Staftilitatsfoedingniig fiir Cylinder bei Annahernngen bSherer Ordnungen. 

Wenn wie in 441 ein schwerer Cylinder im Gleichgewicht auf einer Seite eines 
festliegenden rauhen Cylinders ruht, so besteht die Stabilitatsbedingung darin, 
dass der Schwerpunkt innerhalb eines gewissen Ejreises, des sogenannten Stabili- 
tatskreises, liegen muss. Liegt der Schwerpunkt auf dem Umfang dieses Kreises, 
so heisst das Grlexchgewicht zunkchst neutral, im Allgemeinen jedoch ist es entweder 
stabil oder unstabil und ist nur ein adherer Grad der Annaherung erforderlich, 
urn zwischen beiden Zustanden zu unterscheiden. Jeder Grad der Awnaherung 
Idsst sicb emfach dadwrch erreidhen, dass man erne gei&isse Grdsse so oft diffe- 
ren&rt, bis man zu einem Resultat Tcommt, welches von Null verschieden ist. I>as 
Vorzeichen dieses Eesultates entscheidet uber die Stafiilitat oder Unstdbttitat des Gleich- 
gewichtes Die Grosse des Resultates ^n Verbindawg mit gewissen anderen Eleinenten 
setzt iws m den Stand, die Bewegirngsgleickung zu bilden. 

501. Im Grleichgewichtszustand liegt der Schwerpunkt in der durch den Be- 
ruhrungspunkt gehendenVerticalen. DerKSrper m6ge sich urn irgend einen Winkel 
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gedreht haben, so dass in cler Figur G die Lage des Schwerpunktes und I der Be- 

riihrungspunkt 1st. I Fmogc dieYerticale sein, C ID die gemeinschaftlicheNorniale der 

beiden Cylinder, C und D die Krnrrrm ungsmittelpunkte ihrer 

Querschnitte. Es sei g = C J, Q = D I und = -f- -7 

g 9 9 
so dass 2 der Radius der relativen Krummung ist 

Es moge IGr = r, die Winkel GIG = n, GIV = <p 
und IP= ds sein Man hat dann die vier folgenden Hulfs- 
gleichungen 

dr . dn cosn 1 

-,- = sin n , -T- == --- 

ds ' ds r Q 

dcp 1 cos w ds 

1 ~ds = 7 F" 1 50 s ** 

Da G I der Radiusvectoi der oberen Curve auf einen in Bezug auf ihn feat- 

liegenden Coordinatenanfang G bezogen und n der Winkel ist, den dieser 

2 

Radiusvector mit der Tangente in I bildet, so ergibt sich. die erste dieser Hulfs- 
gleichungen von selbst. Um die zweite zu erhalten, beachte man, dass C der 
Krummungsinittelpiinkt ist, der Abstand OGr daher ebenso wie der Krurnmungs- 
radius constant bleibt, wenn sich I die kleine Strecke ds langa des Bogens bewegt 
Nun ist 

GC*= r 2 + $ 8 2?r cos n 
und daher 

= (r g cos n) dr + gr sin n du 

Substituirt man fur dr seinen Werth aus der ersten Hiilfsgleichung , so er- 
h'alt man unmittelbar die zweite. Was die dritte angeht, so bemerke man, dass 
qp + n der Winkel ist, den die Normale D I an die untere im Raum festliegende 
Curve mit einer Geraden bildet, die ebenfalls im Raum festliegt. Daher ist 

-? -j- ^- = -7 , woraus die dritte Gleichung folgt, wenn man die zweite zu Hulfe 
ds diS Q 

nimmt. Die vierte Gleichung wurde in 441 bewiesen; der Beweis lasst sich fol- 
gendermassen zusammenfassen, Sind (7P, DP' die beiden Normalen, welche sich 
in einer Geraden befinden, wenn sich der Korper urn den Winkel d& gedreht hat, 



so ist d6 = PCI+ P'DJ, woraus sich dB = ds (- + = ergibt. 

\Q Q / 

% 502 Im Gleichgewichtszustand muss sich der Schwerpunkt des KQrpers 
vertical uber dem Stiitzpunkt befinden. Daher ist 9 = . In jeder andern Lage 
des KQrpers ist der Werth von <p durch die Reihe 

dtp , d*q> 5 s , , 

-T- $ + -rr- ^ ^ + ^ tc - 
ds r ds 9 1 2 r 

gegeben. 

Wenn in dieser Reihe der erste Coefficient, welcher nicht verschwindet, 
positiv und von ungrader Ordnung ist, so bewegt sich offenbar die Linie IG- nach 
derselben Seite der Verticalen, nach welcher sich auch der Ko'rper bewegt. Das 
Gleichgewicht ist daher unstabil fur Verruckungen nach beiden Seiten der Grleicb* 
gewichtslage. Ist der Coefficient negativ, so ist es stabil, Ist das Glied dagegen 
von einer graden Ordnung, so andert es mit s sein Vorzeichen nicht; das Gleich- 
gewicht ist daher fur eine Verruckung nach der einen Seite stabil, nach der 
andern unstabil. 

Der erste Differentialquotient ist durch die dritte Eulfsgleichung gegeben; 

den zweiten findet man aus dieser, wenn man sie differenzirt und fflr -r- und -- 

as ds 



456 Kapitel X Specielle Probleme. 

aus den andern substituirt; den dritten durch Wiederholung des Yerfahrens und 
so jeden der ubrigen, wenn es n5thig 1st. 

503. Yerschwindet der erste Differentialquotient -~ nicht, so 1st das Gleich- 

gewicht stabil oder unstabil, je nachdem sein Yorzeichen negativ oder positiv 1st. 
Dies fuhrt zu der Bedingung, dass r kleiner bez. grosser als & cos n sein muss, 
was mit der in 441 gegebenen Regel tLbereinstimmt 

1st 0, so hat man r = cos n und der Schwerpunkt liegt mithin auf 

ds 
dem Umfang des Stabilitatskreises Durch Differentiation ergibt sich 

d*<p _1_ / \ . 2 sin n cos n __ sinw ,^ 

"d?" = 5s\7/~ f " r 2 r$ 

und wenn man ffir r und e ihre Wertne einsetzt 



ds* ds \Q gl \p ^7 \<? 

1st dieser Differentialquotient nicht Null, so ist das Gleichgewicht fiir Ver- 
ruckungen nach der einen Seite der Gleichgewichtslage stabil, fiir solche nach der 
andern Seite nnstabil. 

Ist dagegen auch -^-~ , so differenzire man (1) noch einmal. Nach einigen 
d/s 

Reductionen findet man 



d s /1\ , 1 /I . 8\ ign d /1\ 3tg 8 ^/l 2\ 
S?\*)'T r tf\t'T~t') n d$\(>} ^ \?" 1 "9V 



Das Gleiohgewicht ist stabil oder unstabil, je nachdem der Ausdruck negativ 
oder positiv ist. 

Ist der Querschnitfc ein Ereis oder eine Grerade, so lassen sich diese Aus- 
drucke sehr vereinfachen. 

504. Beisp 1. Ein schwerer KSrper ruht in neutralem Gleichgewicht 
auf einer rauhen Ebene, die mit dem Horizont den Winkel n macht Man zeige, 

dass das Gleichgewicht, wenn -p nicht gleich tg n ist, stabil for Yerruckungen 

nach der einen Seite und unstabil fiir solche naoh der andern Seite ist. Wenn diese 
Gleichung aber besteht, so ist das Gleichgewicht stabil oder unstabil, je nachdem 

y~| positiv oder negativ ist. ds wird dabei positiv genommen in der Richtung 

des Bogens, welche die Ebene Twwbgehb 

Man zeige, dass damit auch gesagt ist, dass das Gleichgewicht stabil oder 
unstabil ist, je naohdem der Mittelpunkt des Kegelschnittes innigster Beruhrung 
mit dem oberen KSrper ausserhalb odes innerhalb des Stabilitatskreises liegt. 

Beisp. 2. Wenn eine convexe Kugeloberflache auf der Spitze einer festliegenden 
convexen Kugeloberflache in zun^chst neutralem Gleichgewicht ruht, so ist das 
Gleichgewicht in der That unstabil. Wenn aber die concave Seite der unteren 
Flache nach oben geht, so ist das Gleichgewicht stabil oder unstabil, je nach- 
dem ihr Hadius grosser oder kleiner als der doppelte der oberen Flache ist und 
wird in der That neutral, wenn ihr Radius doppelt so gross als der der oberen 
Flache wird. 

Die bewegliche Kugelfl&che muss in diesem Beispiel natfrrlich so aqui- 
librirt werden, dass sich ihr Schwerpunkt in einer H6he fiber dem Statzpunkt 
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befindet, fiir welche das Gleichgewicht bei einer ersten Annaherung neutral ist 
Wenn z. B. der Radius der unteren Fl'ache doppelt so gross als der ihrige ist, 
so liegt ihr Schwerpunkt auf ihrer Oberflache, d. h. in einem Abstand vom Be- 
ruhrungspunkt, der doppelt so gross als ihr Radius ist. Der Schwerpunkt liegt 
ausserhalb oder innerhalb der oberen Flache, je nachdem der Radius der unteren 
mehr oder weniger als das doppelte desjenigen der oberen betragt und wenn die 
untere Flache eben ist, so liegt der Schwerpunkt im Centrum In diesem letzteren 
Fall ist ferner das Gleichgewicht in der That neutral. 

505. Sehwingungen von Cylindern bel Annaherungen hoherer Orduuiigeii, Sis 

zu einem beliebigen Grad der Annahermig die allgemeine Bewegungsgleichung eines 
Cylinders zu bilden, der um eine GrleicJigewichtslage scJiivingt 

Behalt man die bishenge Bezeichnung bei, so ist mit Bezug auf die Fig. 
S. 455 die Gleichung der lebendigen Kraft 



worin U die Kraffcefunction und k den Tragheitsradius des Korpers fur seinen 
Schwerpunkt bedeutet Differenzirt man sie nach 0, wie in 448, so -wird 

d*B , dr fdO\ z dU 



Die rechte Seite der Gleichung ist nach 340 das Moment der Krafte um die 

Momentanaxe und daher in unserm Fall gr sin qp Substituirt man fiir -^ aus 

ciu 

den Hiilfsgleichungen in 501, so wird die Bewegungsgleichung mithin 



Man verfahre so, wie in 502. Man entwicHe jeden Coefncienten nach 
dem Taylor'schen Theorem nach Potenzen yon 0, welches man so zu wahlen hat, 
dass es in der Gleichgewichtslage verschwindet. Dazu hat man die successiven 
Differentiale dieser Coefficienten bis auf eine beliebige Ordnung nSthig und muss 
sie durch die Anfangswerthe von qp, n und r allein ausdriicken. Die ersten 
Differentiale sind in den Hiilfsgleichungen, 501 t enthalten. Um die andern zu 
finden, differenzire man diese Hiilfsgleichungen successive so lange, bis man so 
viele Differentialquotienten erhalten hat, als erforderlich sind. 

506. Die GrleicTvung bei erster Naherung zu Mlden. Die Anfangs- oder 
Gleichgewichtswerthe von n und r seien a und h. Die Gleichung ist dann 



Man hat r sin qp bis zur ersten Potenz von 6 zu finden. Nun erhlilt man 
durch Substitution aus den Hiilfsgleichungen 

d dr . , dq> ... /I cos\ 

(r sin 9) = -=^ sin qp + r -~ cos 9 z sin n sin tp + rz cos g> (- -- - 1 

CfO OiO Qiv ^ T / 

und durch Reduction daher 

(r sin g?) = r cos tp 2 cos (9 ri). 

QiV 

Im Grleichgewicht liegt 6r in der durch den Beruhrungspunkt gehenden 
Verticalen und ist daher der Anfangswerth von <p Null. Die Bewegungagleichung 
ist mithin 
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,72/3 

(V + fc 1 )^- (*-> f, 
dieselbe wie in 441. 

507. Die Gleichung lei ssweiter Annahenwg #u Ulden Der bereits gefundene 
erste Differentialquotient von r sin g? muss noch einmal differenzirt werden und 
nur die G-lieder sind beizubehalten, welche fur 9 = nicht verschwinden. Man hat 

d 1 sin2or sina 



Die Bewegungsgleichung bei zweiter Annaherung ist daher 



1 , sin 2 a sinalfl 2 

_ + _ ]s --- 

und kann auf die Form geLracht werden 




. , 

r ) Ut 

Nimmt man an, a sei von Null verschieden, so erhalt man die Auflo'sung 
e- A sm 



worin A und 5 zwei unbestimmte Constante sind und das erste G-lied die erste 
Aunaherung darstellt Daraus geht hcrvor, dass die erste Ann'aherung im Wesent- 
lichen genau ist, es sei denn, dass a klein, d h. das Q-leichge'wicht nahezu neutral 
ware. Die kleinen Glieder haben die Wirkung, dass sie die Schwingungsweite 
nach der unteren Seite des Grleichgewichtes urn ein Geringes grQsser als die nach 
der oberen machen. 

503. Schwingnngen von Kegeln tei Annalierangen h'dherer Ordnnngen. Die 

allgemeine Bewegungsgleichung fw einen schweren Kegel zu finden, der auf einem 
festhegenden vollkommen rauhen Kegel rollt. 

Wir wollen ebenso verfahren und dieselbe Bezeichnung benutzen, wie' in 
483. Ein Unterschied existirt jedoch Da sicb. der bewegliche Kegel nicht im 
Gleichgewicht befindet, so liegt sein Schwerpunkt nicht in der Verticalebene WO I. 
Wie zuvor seien die Bogen I<?==r, IW = z und die Winkel 



Ist 1 die Winkelgeschwindigkeit des beweglichen Kegels urn seine Momentan- 
axe 01, so hat man nach 448 



(1), 



worin L das Moment der Schwere um 1 bezeicbnet. 

Bei dem Rollen des Kegels bewegt sich der Punkt I auf dem Durchschnitt 
des festen Kegels mit der Kugeh IP = ds sei der in der Zeit dt beschriebene 
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459 



Bogen Am vortheilL affcesten 1st es, s zur Coordinate zu nehmen, durch welche 
die Lage des Kegels bestimmt wird. 

Auf dieselbe Art wie in 484 findet man 



(2). 



ds 

dt sin Q sin Q' 



Um nun das Moment der Schwere urn 01 zu ennitteln, gehen wir wieder 
so vor, wie in 485 Zerlegt man die Schwere in der Richtung und senkrecht 
zu 01, so hat die erstere Componente kein Moment, wahrend die letztere g sin 
ist. Diese letztere moge parallel zur Geraden 
KO wirken, KWI ist alsdann em Bogen in 
einer verticalen Ebene. Das gesuchte Moment 
ist dann das Product aus den Componenten der 
Schwere und der Projection von OGr auf OH, 
wenn H der Pol des Bogens KWI ist. Das 
Moment ist daher gh sin0 cosHCr Um cosHG- 
zu finden, verlangere man SGr bis zum Durch- 
schnitt M mit KWI In dem rechtwinkligen 
Dreieck G- IM ist dann 

sin Gr M = sin Gr I sin G- IM 
Das Moment L ist daher 

L = gh sinr sin# sin (n ty) . . (3) 

Wenn die Form der Kegel bekannt ist, so kann man K, r, 2, n und i/> 
durch s oder irgend eine andere beliebige Coordinate ausdrucken. Die Bewegungs- 
gleichung ist dann bekannt. 

Die Ausfuhrung geschieht mittelst der vier folgenden Hulfsgleichungen- 

dr . dz 

-= = sin n , -r- 
ds ' ds 




= cotg r cos n cotg g 

-~ cotg cos ty 4- cotg o' 
as 

Der Beweis derselben wird dem Leser uberlassen. Man erhalt sie auf dieselbe 
Art, wie fruher bei dem Cylinder, mit dem einzigen Unterschied, dass man 
spharische Dreiecke statt ebener zu benutzen hat. 

509. Bis zu einem 'belie'bigen Grad der Annah&rung die Bewegwngsgleich/wg 
eines grades Kegels zu finden, der um eine Gleichgewichtslage schwingt 

Da der Kegel grade ist, so hat man K* constant Die Bewegungsgleichung 

Ist daher JIT 2 -=- * Jy, worin 1 und L die in den Gleichungen (2) und (3) in 

CLt 

508 gegebenen Werthe haben, 

Wir bemerken, dass in der Gleichgewichtslage X = und daher n = ty ist. 
Die Coordinate s m<5ge so gewahlt sein, dass auch sie in dieser Lage verschwindet. 
Man hat daher nun SI und L nach Potenzen von s zu entwickeln. Dazu benutze 
man das Taylor 'sche Theorem und erhalt so 



worin die KLammeni angeben, dass s nach der Ausfuhrung der Differentiation 
gleich Null zu setzen ist. Diese Drfferentiationen lassen sich sammtlich ohne 
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Schwierigkeit ausfabren, wenn man den in (3) fur L gegebenen Ausdruck benutzt 

und bestandig die Werthe fur j^, -=^, etc. aus den Eulfgsleichungen (4) sub- 

ds ds 

stituirt. Kan kann & auf dieselbe Art behandeln. 

Die Bildung der Bewegungsgleichung wird auf diese Art auf die Differentiation 
ernes bekannten Ausdrucks und die Substitution bekannter Functionen reducirt. 

Man kann diese Methode benutzen, um die Bewegungsgleichung bis zur 
ersten Potenz zu erhalten. Man hat so 

K* -j- = gh { 

Cut els 

Subsfcituirt man fur & und behalt auf der rechten Seite nur die Grlieder bei, 
die far ty = 71 nicht verschwinden , so erhalt man 



Z" s d*s f . , . sin g sin o' . .1 

-r- T75- = { an (0 r) cos % . \ . ,r sin r sin s , 
h dt* I v ' sin (9 + p) J 



was mit dem Besultat in 483 ubereinstimmt 

1st der Kegel kein grader, so kann man Z" 2 durch r und w ausdriicken und 
auf dieselbe Art verfahren 

510. Beisp. Ein schwerer grader Kegel runt in neutralem Gleicngewicht 
auf der Oberflache eines andern graden Kegels, der im Raum festliegt und ihre 
beiden Spitzen fallen zusammen. Man zeige, dass die Bewegungsgleichung mit 
Binschluss der Quadrate kleiner Gro'ssen 

K* d?s sinp sinp' sin(r 0)sinfe r) , , . _ , , . s 3 

-^r- TT7 = -- / . ;> ^i . - - { cotg^ + Scotgr cotgo } 
gh dt* s i e ^ s &cr/ 

ist 



Noten. 
1) Ueber die vier aquivalenten Punite eines Korpers. 

In 44 wurde gezeigt, dass man vier Massenpunkte von gleicher Masse 
finden kann, welche das namliehe Tragheitsmoment, wie ein beliebiger Korper 
besitzen, und angegeben, wie man ihre Lage mittelst eines Tetraeders bestimmen 
kann. Aus 42, Beisp. 3 lasst sich jedoch nocli eine andere Construction ab- 
leiten, der ein Ellipsoid 211 Grande liegt 

In 42 handelt es sich kurz um das Folgende. Das Legendre'sche 
Ellipsoid fur den Schwerpunkt des Kflrpers ist, wie in 29 erklart wurde, von 
gleichem Moment einerseits wie der Kdrper, und andererseits auch vier gleichen 

Massenpunkten, von denen jeder die Masse - - - hat und an seine richtige 

20 n* 

Stelle gebracht ist, und einem fiinfben Massenpunkt Equivalent, der den Rest der 
ganzen Masse des Korpers hat und im Schwerpunkt liegt. Setzt man nun die 
beliebige Grosse w 2 gleich 3/5, so ist die Masse des funften Punktes Null. 

Um die vier aquivalenten Punkte eines KOrpers zu ermitteln, construire man 
ein Ellipsoid, das dem Legendre'schen Ellipsoid for den Schwerpunkt ahnlich 
ist, dessen Dimensionen aber in dem Verhaltniss 1 : |/3/5 reducirt sind. Die ge- 
suchten Punkte sind vier auf diesem Ellipsoid liegende Punkfce derart, dass ihre 
excentrischen Linien ( 40) gleich e Winkel miteinander machen; mit andern 
Worten, sie liegen in den vier Eckpunkten des in das Ellipsoid eingeschriebenen 
Tetraeders von kleinstem Yolumen. 

Ist der K5rper gegeben, so kann man das Ellipsoid gleichen Momentes aus 
seiner Definition in 29 ableiten und die vier Massenpunkte dfl.nn an ihre 
richtige Stelle bringen. Wenn umgekeJvrt die Lage der vier Massenpunkte, sagen 
wir ABCD, bekannt ist, so ist das Ellipsoid gleichen Moments for ihren Schwer- 
punkt dem das Tetraeder ABGD umschreibenden Ellipsoid ahnlich, dessen Mittel- 
punkt im Schwerpunkt liegt und dessen linear e Dimensionen in dem Yerhaltniss 
j/3/5 : 1 vergr^ssert sind. "Wie in 43, ist das Ellipsoid gleichen Moments auch 
dem eingeschriebenen Ellipsoid aJrolich, welches jede Seitenflache in ihrem Schwer- 
punkt beruhrt, dessen lineare Dimensionen aber im Verhaltniss 1 : }/15 grosser 
sind. Es ist auch dem Ellipsoid abnlich, welches jede Kante in ihrem Mittel- 
punkt beriihrt und dessen lineare Dimensionen man in dem Verhaltniss 1 : ~\/b 
vergroasert hat. 

Die Halbaxen des eingeschriebenen Ellipsoids sind in 46 durch eine 
Gleichung drrtten Grades bestimmt worden, deren Coefficienten Punctionen 
der Seitenflachen und Eanten des Tetraeders sind. Die Lage der Axen ist 
auch geometrisch bestimmt' worden. Die Haupttragheitsmomente ergebea sich, 
daraus leicht. 
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Man kann die Anzahl der aquivalenten Punkte nur dann auf weniger als 
vier reduciren, wenn eine Ebene vorhanden 1st, far welche das Tragheitsmoment 
des Korpers Null wird. Die aquivalenten Punkte liegen selbstversfandlich in dieser 
Ebene Wenn der Korper eine LameUe ist, die in der a^- Ebene liegt, so wird 
das Legendre'sche Ellipsoid eine dunne Scheibe (stark abgeplattetes EUipsoid), 
die von der Ellipse 

Z 2 ^!__A 
Zmsc* "t" 2my* M 

begrenzt wird Reducirt man die Liniendimensionen dieses Ellipsoids im Ver- 
haltniss 1 : Vs/H", so ist die 5 anf der rechten Seite durch eine 3 zu ersetzen 
Einen der Massenpunkte kann man passender Weise auf das Ende C der ^-Axe 
der reducirten Scheibe setzen; er liegt mithm schliessHch im Schwerpunkt 
Die iibrigen drei befinden sich dann auf einem elliptischen Schnitt, welcher der 
xy- Ebene paraUel ist und die Yerlangerung von CO derart in einem Punkt N 
trifffc, dass der Schwerpunkt aller vier Punkte in liegt. Offenbar ist QN=* |- OC 
und ist der elliptische Schnitt dem Hauptscnnitt durch die tfy-Ebene ahnlich, 
hat aber lineare Dimensionen, die in dem Verhaltniss 3 : 2]/2 reducirt sind. 

Die Lamelle ist jetzt gleichen Momentes mit vier Massenpunkten. Soil der 
im Schwerpunkt liegende eliminirt werden, so sind die Massen der iibrigen drei 
von i M auf - M zu bringen und noithin ihre Abstande vom Schwerpunkt in 

dem Verhaltniss von 2 : y5 zu vermindern. Die drei Massenpunkte liegen somit 
auf einer Ellipse, welche man erhalt, wenn man die linearen Dimensionen der 
die reducirte Scheibe begrenzenden Elhpse in dem aus den beiden obigen Ver- 
haltnissen zusammengesetzten Verhaltniss, d. h. in dem Verhaltniss von ]/3:j/2 
reducirt. Die Ellipse, auf welcher die drei Punkte liegen, ist daher durch 



M 

gegeben. Damit stimmt das E-esultat iiberein, zu dem wir in 44 auf anderem 
Weg kamen. 

2) Ueber den Beweis der Lagrange'schen (Jleichungen. 

Der Beweis der Lagrange'schen Gleichungen in den 397 bis 399 
liisst sich etwas anders fiihren, wenn man als Lemma eine Verallgemeinerung 
dee in dem ersten Beispiel des letztgenannten Paragraphen gegebenen Theorems 
benutzt. 

Lemma. L sei irgend eine Function der Variablen a, <y, etc., a;', y' , etc 
und t. Wenn man x, y, etc. als Functionen irgend welcher unabhangiger Variablen 
By 9, etc. und t ausdrtlckt, so wird 

d dL 3L_(ddL dL\dx tddL_ dL\dy . 

~~" ~ ~~ ^ + """" 1 " ' () ' 



Um den Beweis zu fuhren, setze man 

x=*f(t,6, <jp, etc) .......... (1), 

daher 

(2), 



mit ahii lichen Ausdrucken fur y^ z, etc., worin die etc. sich auf die iibrigen 
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Yariablen qp, ^, etc beziehen und die Indices partielle Differentialquotienten 
angeben. 

Da 6 in den Ausdruck L sowohl durch a?, ^, etc., als x, y\ etc. eingefuhrt 
wird, wahrend 6' nur mittelst #', y', etc. aufbritt, so erhitlt man die partiellen 
Differentialquotienten 

3L 3L dx . cL Bat . . cL cL gaf , x 

W = ^a0+a^w + etc ' W = MW + etc * (8; 

Differenzirt man (2), so ergibt sich 

fix' _ . _ tf 

W ~~ ' ~~ ae" 

und daraus 

e 



Da 



ist, so verschwinden nach (2) die Gliedor in der zweiten Zeile. Das Lemma iat 
somit ohne die Annanme bewiesen worden, dass die Beziehungen zwischen den 
Variablen a, y, etc und 7 9, etc von t unabhiingig sind. 

Um nun mit diesem Lemma die Lagrange schen Gleichungen zu beweisen, 
setze man L = T + #", worin 



ist und a?, y, ^ die Coordinaten des Massenpunktes m darstellen 
Man ernalt 

d dL dL - 



Die rechte Seite dieser Grleichung ist, wenn sie mit $8 multiplicirt wird, 
das virtuelle Moment aller Krafte ?w(x" ^ J fiir eine Yerruckung 8 0, wahrend 

man die entsprechenden Verriickungen von c, 2/, etc. durch DilBferentiation der 
G-leicbung (1) nach. 0, ohne t zu variiren, findet. Nach dem D'Alembert'schen 
Princip befinden sich diese Erafte aber im Gleichgewicht und ist die Summe ihrer 
virtuellen Momente for irgend eine mit den zur Zeit t geltenden geometrischen 
Grleichungen vereinbare Yerrtickung Null. Die rechte Seite der Gleichung (4) 
verschwindet mithin Damit ist die Lagrange'sche Gleichung der zweiteu Art 
bewiesen 

Setzt man T statt L in (4), so ist 

d dT dT 



Da die rechte Seite, wenn sie mit SB multiplicirt wird, das virtuelle Moment 
der Effectivkraffce wre", etc. ist, so stellt der Lagrange'sche Ausdruck auf der 
linken Seite, nachdem man ihn mit 86 multiplicirt hat, ebenfalls das virtuelle 
Moment der Effectivkrafte des Systems fttr eine Verriickung SO dar. 

Ebenso erhalt man, wenn man T anetatt L in (3) schreibt, 
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Die linke Seite ist daher nach Multiplication mit 86 die Summe der virtuellen 
Momente der Bewegungsgro'ssen der verschiedenen Massenpunkte des Systems fdr 
eine Verruckung 66 

Die Fundamentalgleichung (A) ist aus den Principien der Differential- 
rechnung ohne irgend welche Bezugnahme auf mechanische Theoreme abgeleitet 
worden Setzt man L== 1*4- U, so druckt sie aus, dass die Summe der virtuellen 
Momente der Effectiv- und gegebenen Krafte far eine Verruckung $6 immer 
denselben Werth hat, durch welche Coordinaten man auch diese Krafte aus- 
drucken mag 



Anmerkuiigen 
von H, Idefcmann. 



Es sollen in den folgenden Anmerkungen die vom Verfasser gegebenen 
Literaturnacliweise vervollstandigt werden, und namentlich soil zur Erglhizung 
der englischen Literaturangaben auf einige nichtenglisclie Werke und Abhand- 
lungen hingewiesen werden, in denen der Leser verscMedene der im Text be- 
handelten oder angedeuteten Fragestellungen welter verfolgen kann. (Auf pag. 78 
und 144 sind bereits solche Zusatze gemacht.) 

Kapitel I. 

8, pag 5. Eine ahnliche Zusaonmenstellung findet man bei: 
Reye, Einfache Darstellung der Tragheitsmomente ebener Figuren (Zeitsckrift 
deutscher Lagenieure XIX , pag. 401) 

Eine Aufzahlung der in der Praxis am hUufigsten zu berechnenden Trag- 
heitsmomente findet man auch in: 

Des Ingenieurs Tasehenbuch Die Hiitte, 1. Abtheilung, 16 Anflage. Berlin 189C 
26, pag. 21 Eine von Hesse eingefuhrte, dem reciproken Trilgheitsellipsoid 
confocale Flache ist das ,,imaginare Bild" eines KSrpers. Seine Gleicliung ist: 

x* r s z 3 i 

* *" * 



Man vergleiche nierzu die 25 te Vorlesung von: 
Hesse, Vorlesungen uber analytische G-eometrie des Eaurnes. Leipzig 18 7G. 

36 38, pag. 26 29. Wir machen darauf aufinerksam, dass die ersten 
Arbeiten von It o nth uber Ersetzung eines KOrpers durch ein aquivalentes Punkt- 
system (z. B. Note of the moments of inertia of a triangle. Quart. Journal of 
Mathematics VI, 1863, pag. 7078) alter sind, als die von Reye 1865 verQffent- 
lichte, welche pag. 29 citirt wird. 

60 63, pag. 4648. Das System sammtlicher Haupttragheitsaxen bilclet 
einen ,,tetraedralen Complex", und die in diesen Paragraphen gegebenen S3,tze 
beruhea auf den Eigenschaften dieser Liniencomplexe. Wie sich die Theorie der 
tetraedralen Oomplexe a1.lmS.lig entwickelt hat, kann man nachlesen in Zap. 8, 
2 von: 
S. Lie u. Gr. Scheff era, Geometric der Berutaingstranfiformationeii I. Leipzigl896. 

(Die ersten Entwicklungen von Routh iiber das System der Haupttragheits- 
axen finden s^'ch bereits in der ersten Auflage des Originals, 1860.) 

Kapitel m. 

103 T pag. 85. Der in Deutschland und Oesterreich fur vergleichende Schwere- 
messungen fibliche Pendelapparat ist beschrieben in der Arbeit: 
It. v. Sterneck, Der neue Pendelapparat des k. k. Militar-geographischen In- 
stitute (Z. f. Instrumentenkunde VHI, 1888). 

Mit demselben werden eben jetzt zahlreiche Messungen auch auf auslandisohen 
Stationen vorgenommen. 

108, pag. 90. Neuerdings sucht man nach andern absoluten Einfceifcen far 
die Lange. Man vergleiche hierzu: 

A. Michelson, Die Interferenzialmethoden in der Metrologie tind die Auf- 
stellung einer Wellenlange ala absolute Einheit. Journal de Physique 3 (3). 
1894, p. 522. 
in Dynamik. L 50 



466 Anmerkungen 

Kapitel IV. 

165, pag. 151. Eine Zusammenstellung der alteren Versuche fiber Reibung 
eines Wagens findet man bei: 

M. Rtihlmann, Allgemeine Maschinenlehre HI, 2. Auflage. Braunschweig 1877. 
Kapitel I: Ueber Strassenftihrwerke. 
167, pag. 163 Hierzu vergleiche man: 
M. Ruhlmann, Geschichte der technischen Mechanik, Leipzig 1885. 41: Ge- 

schichte der Ermittlung der Steifheit von Seilen 

Auf die sehr verstreute neuere technische Literatur uber diesen Gegenstand 
konnen wir hier nicht eingehen 

175, pag 158. Die Mallet'sclie Erdbebentheorie ist veraltet und sie wird 

hier nur als em Beispiel der Untersuchungen iiber den Stoss gebracht Moderne 

Anschauungen und Erfahrungen findet man ausser in den am Schlusse des Para- 

graphen genannten Schriften insbesondere niedergelegt in: 

Bottetino della Societa Seismologica, Italiana, und Seismological Towrnal of Japan. 

An deutscher Literatur vergleiche man den Bericht von Dr. E Rudolf: Die 

Fortschritte der Geophysik der Erdrinde. (Geographisches Jahrbuch XVH[, 1895.) 

Kapitel Y. 

g 235 237 i pag. 213 215. Untersuchungen uber Analogie zwischen Statik 
und Kinematik sind in Deutschland in erster Linie yon MSbius angestellt worden. 
So findet man einen Beweis des am Schluss von 237 ausgesprochenen Satzes in : 
M8bius, Gesammelte Werke EE, Leipzig 1886. Beweis eines neuen von Herrn 
Chasles in der Statik entdeckten Satzes, nebst einigen Zus'atzen (zuerst er- 
schienen in Crelle's Journal IV, 1829). 
Man vergleiche auch die folgende Arbeit: 
M5b ius, Ueber die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen. Ges. Werke I 

pag. 545 (Crelle's Journ. XVm, 1838), 
sowie: 
Mobius, Lehrbuch der Statik. Leipzig 1837 (Werke IE). 

Die in 237 genannten ,,conjugirten Krafte" und ,,conjugirten Axen" sind 
nichts anderes als conjugirte Axen eines M5bius'sohen Nullsystems. Man vergl. : 
M6 bins, Ueber eine besondere Art dualer Yerhaltnisse zwischen Figuren im 
Raum. Werke I, p. 489 515 (CrelleX, 1833). 

Den Namen ,,Nullaystem" tat v. Staudt in seiner Geometrie der Lage 1847 
eingeffihrt. Auf spHtere Darstellungen der Beziehung zur Liniengeometrie , die 
ausserordentlich zahlreich sind, k5nnen wir hier in Kurze nicht eingehen. 

278, pag. 249. Wegen der Zusammensetzung endlicher Schiaubungen und 
Drehungen vergleiche man noch Kap. I, 7 von: 

F. Klein und A Sommerf eld, Ueber dieTheorie desKreisels Heffcl. Leipzig 1897, 
ferner: 
Study, Yon den Bewegungen und Umlegungen. (Math. Annalen 39, 1891.) 



Kapitel 

333, pag. 302. Eine Auseinandersetzung uber die aitere G-eschichte des 
Princips der Erhaltung der lebendigen Kraft findet man auch in dem bekannten 
Buch von 

Mach, Die Entwicklung der Mechanik (3. Auflage, Leipzig 1897) 
und im zweiten Kapitel von: 

E. Dtfhring, Kritische Geschichte der allgemeinen Principien der Mechanik. 
Berlin 1873. 

393, pag. 347. Das Princip des kleinsten Zwanges hat Hertz in verall- 
allgemeinerter Form unter dem Namen: ,,Princip der geradesten Bahn" als Grund- 
gesetz der Mechanik aufgestellt auf pag. 162 seines Werkes: 
Die Principien der Mechanik. Leipzig 1894. 
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Kapitel VHL 

399, pag 357. Die Lagrange'sche Function heisst bei Helmholtz ,,kine- 
tischee Potential 1 *. Vgl : 

H v. Helmholtz, Ueber die physikalische Bedeutung des Princips der kleinsten 
Wirkung. (Wissenschaffcliche Abhandlungen III, Leipzig 1895, zuerst erschienen 
in Crelle's Journal 100, 1886.) 

O rn 

% 402, pag. 360. Fur die Grossen u = -r# u. s w. gebrauchen Klein und 

GV 

Sommerfeld in ihrem oben citirten Buch die Bezeichnung y) Impulscoordinaten ee in 
Anlehnung an den von Poinsot, Lord Kelvin u A ausgebildeten Begnff des Im- 
pulses, fur welchen man im Englisclien auch momentum (linear bez, angular m.) aagt. 
410, pag 369. Die in der Antnerkung gegebene Transformation ist eine 
,,Beruhrimgstransformation" Mit solchen Transformationen operirt Jacobi be- 
standig in seinen Vorlesungen uber Mechanik (herausgegeben von Clebsch, Berlin 18G4). 
Spater ist der Begriff der Beriihrungstransformation in seiner Allgemeinheit von 
Lie entwickelt worden, der auch den Namen,,Beruhrungstransformation" eingefuhrt 
hat. In abstractor Form ist die Theorie dargestellt in dem Buch: 
Lie, Theorie der Transformationsgruppen IL Leipzig 1890 

Eine sehr scheme Einfuhrung in die Theorie gibt das oben (zu 60) citirte 
Buch von Lie und Scheffers. 

422, p. 378. Die von J J Thomson als ,jkinosflienisehe ef bezeichneten 
Coordinaten nennt Helmholtz ,,cyclische", in einer Reihe von Arbeiten, welche 
in Band m seiner ,,Wissenschaftlichen Abhandlungen 1 ' zusammengestellt sind, und 
von denen die erste: 

Studien zur Statik monocyclischer Systeme 

zuerst 1884 in den Berl. Akademieberichten erschienen ist Ueber die Aufstellung 
der Lagrange'schen Grleichungen im Falle cyclischer Coordinaten vergleiche man 
auch pag. 320 ff. des ersten Bandes von 
Thomson und Tait, Natural philosophy. 2* ed Cambridge 1886. 

427, pag. 382. Die , } Dissipationsfwnction" wird ausfuhrlich behandelt auf 
pag. 136 ff. des Bandes I von 
Bayleigh, TJie tlieory of sound. 2* edition London 1894. 

429, pag. 382, Systeme mit Bedingungsgleichungen, welche die Differential- 
quotienten der Coordinaten enthalten, heissen nach Hertz 9t nicht Jiolonome Systeme" 
im Gegensatz zu ,}iolonomen" (Principien der Mechanik, pag. 95). Doch ist die 
Mechanik solcher Systeme schon firiiher behandelt von 

A. Voss, Ueber die Differentialgleichungen der Mechanik (Math.Annalen 25,1885). 
Die Geltung der Integralprincipien fCir nicht holonome Systeme ist untersucht 
in der Arbeit: 

0. H6lder, Ueber die Principien von Hamilton und Maupertuis. G5ttinger 
Nachrichten 1896. 

KapitellX. 

462, pag. 418. Den Satz, dass mehrfache Wurzeln der Lagrange^schen 
Determinante nicht LQsungen von der Form (At + B)$in.pt ergeben, hat zuerst 
Weierstrass bewiesen. (Berliner Akademieberichte 1858.) 

444, pag. 483. Eine kurze Zusammenstellung der wichtigsten bis 1895 an- 
gestellten Messungen uber Erddichte findet man in den ,,Deutschen Geographischen 
Blattern" XVIII, Bremen 1895, pag. 63. Auf eingehende Angaben der Fachliteratur 
in diesem grade jetzt so viel bearbeitetem Gebiet mussen wir hier veizichten. 

490, pag. 446. In sehr allgemeiner Weise hat das Problem der Tautochrone 
angefasst 

S. Kb'nigs in Comptes Rendus 1893, 116, pag. 966968. 
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Das Centrifagalpaar 233. 

Charakteristil emer Ebene 223 

Die Clausins'sche Theorie der stationaren 
Bewegnng 333. 

Coefficient der rollenden Reibung 150. 

Tetraedraler Complex 465. 

Componenten der Bevegung 215. 

Die secha Conatanten eines Eorpera 16. 

Die Constante der lebendigen Kraft 366. 

Die Coordinaten eines Korpers 59. 

Kinosthenische Coordinaten 378 

Die Coordinaten des Zwanges 362. 

Die Coordinaten der relativen Bewegung 
362 

Die Coordinaten eines Systems 353, 

Cyclische Coordinaten 467. 

(Mindercoordinaten 196. 

BEannonische , einfache, normale Coordi- 
naten eines Systems 415 

Das Cylindroid 222. 



Deviationsmoment 2 

Die mittlere Dichtigkeit der Erde 

432 

Die Dissipationsfunction 382. 
Dreieckscoordinaten 15. 
Druckcentrum 35. 
Dyname 214. 

Die inyariable Ebene 277. 

Die astronomische invanable Ebene 280 

Die dynamische invariable Ebene 280 

Effectivkraffc 53. 

Die kinetische Energie 302, 320. 

Die potentielle Energie 320. 

Das reciproke Ellipsoid 21 

Ellipsoid gleichen Momentes 23 

Legendre'sches Ellipsoid 23. 

Die Euler'schen dynamischen Glei- 

chungen 228 
Die EuWschen geonaetrischen Glei- 

chungen 229. 
Eider's Theorem 452 

Fixpunkte des Querschnittes 40 
Flachenmoment 62 
Flache gleichen Momentes 49. 
Focus einer Ebene 223. 
Freiheitsgrade eines Systems 354. 
Frequenz der Schwingung 390. 
Fresnel'sche Wellenflache 50. 
Fronde's Theorem 330 
Die reciproke Function 370 

Dae Gauss'sche Princip des kleinsten 

Zwanges 346. 

G-eschwindiffkeitscoordinaten 378. 
Neutrales GMchgewicht 454. 
Stabiles Gleichgemcht 424. 
Unstabiles Gleichgewicht 390. 
Die dynamischen Gleichungen einee 

Korpers 116. 
Die Euler r schen dynamischen Glei- 

chungen 228. 
Die Euler'schen geonaetrischen Glei- 

chungen 229. 



Alphabetisches Verzeichniss der definirten Ausdrucke 



471 



Die Geraden keines Gleitens und der 

starksten Compression 173. 
Die Grenzgrosse der Reibung 142. 
Die Grenzgrosse des Paares der rollenden 

Reibung 150 

Die Eamilton'sche Function 372. 

Hauptaxen fiir einen Punkt 13. 

Die Hauptcoordinaten eines dynarnischen 

Systems 415. 

Hauptebenen fiir einen Punkt 13. 
Hauptpunkt einer Geraden 37. 
Hauptschwingung eines Systems 416. 
Eaupttragheitsmomente fur einen Punkt 

13. 

Impulscoordinaten 467. 

Die relative Indicatrix 437. 

Jnvarianten 18. 

Die Invariante der Componenten und 

der Rotation 217. 
Inversion 34. 

Jacobi's Theorem 260. 

Kegel gleichen Momentes 24. 

Kelvin's Theorem 340. 

KILogramm 306. 

Kraftefunction 123, 304. 

Conjugirte Krafte 195, 214. 

Die ganze Kraft 254. 

Die lebendige Kraft 302, 315 

Conservatives Kraftesystem 304. 

Ko"rper gleichen Momentes 24. 

Dynamisch symmetrische Korper 100. 

TTnelastische, elastische Korper 164. 

Die aussersten Lagen der Schwingung 

416. 

Die Lagrange'sche Function 357. 
Die Lagrange'schen allgemeinen Be- 

wegungsgleichungen 357. 
Die modificirte Lagrange'sche Function 

375. 
Lange des gleiclrwerthlgen einfachen 

Pendels 75, 363. 

Die Laplaee'schen drei Punkte 257. 
Das Legendre'sche Ellipsoid 23. 
Die Legendre'sche Methode 369. 
Excentnsche Linien 30. 
Die invariable Linie 277. 
Liouville's Integrale 366. 

Das Mariotte'sche Gesetz 331. 

MeterHlogramm 306. 

Methode der Coincidenzen 85, 

Mittelpunkt des Stosses 103. 

Modelle 329. 

Modification der Coordinaten 376. 

Die Momentanaxe 205. 

Momentankraffc 67. 

Die de Morgan*sche Methode 369. 



Die Normalreaction 142. 

Nutzleistung einer Dampfmaschine 306 

Die Paare der rollenden und drehenden 

Eeibung 142. 
Balhstisches Pendel 105 
Der Pfeil der Schraube 208, 217 
Pferdekraffa 306. 

Das Poinsot'sche Centralellipsoid 17, 
Das Poinsot'sche Tragheitsellipsoid 17. 
Das gegenseitige Potential zweier Koi-per 

308. 

Das Potential 308. 
Das kinetische Potential 467. 
Das Princip der Erhaltung der Trans- 

lationsbewegung 64-. 
Das Pnncip der Erhaltung der Rotations- 

bewegung 64. 
Das Princip der Unabhangigkeit der 

Translations- und Rotationsbewe- 

gungen 64. 

Das D'Alembert'sche Princip 52 
Das Princip der Erhaltung der Tians- 

lationsbewegungsoTosse 255 
Das Princip der Aehnlichkeit 328 
Das Princip der Erlialtung der Energie 

320. 
Das Princip der Erhaltung der Flachen 

255 

Das Princip der kleinsten Quadrate 347 
Das Princip von der gleichzeitigen 

Existenz kleuaer Schwingungen 416 
Das Princip der gradesten Bahn 466. 
Die beiden Punkte des Masimalstosses 

162. 

Aequivalente Punkte 26 
Die Laplace'schen drei Punkte 257. 

Der Radius der relativen Ei-ummung 438. 

Reciprocation der Coordinaten 376 

Reductionspunkt 206. 

Die Reibung 142. 

Der Reibungscoefficient 143. 

Repsold'sches Pendel 88. 

Reversionspendel 83, 

Das Robinson'sche Anemometer 109. 

Permanente Rotationsaxe 101. 

Conjugirte Rotationen 249 

Savart's Theorem 331. 
Die Schwerkraft 152, 
Schraubenaie 208. 
Schraubenbewegung 208. 
Harmonische Schwingung eines Sytems 

416. 
Zusammengesetzte Schwingung eines 

Systems 416. 

Schwingungsmittelpunikt 76, 
DienatOrliche oder freieSch-vnngungS89. 
Erzwungene Schwingungen 389. 
Harmonische Sch-wingung 391. 
Pie Sectorengeschwindigkeit 62. 



472 



Alphabetisches Verzeichniss der definirten Ausdriicke, 



Sectorenbewegungsgro'sse 62 

Springbohnen 264. 

Der Stabilitatscylmder 439. 

Der Stabilitatskreis 395 

Stosskraft 67. 

Nicht holonome, holonome Systems 467. 

Jacobi's Theorem 260 

Die Theorie der Dimensionen 332. 

Torsions-wage 427 

Tragheitsmoment 2. 

Tragheitsradius 2 

Das Poinsot'sche Tragheitsellipsoid 17, 

Triigheitsellipse 18 

Die reciproke Triiglieitsellipse 24. 

Tragheitsbrennpiinkte 40 

Tragheitskugelpunkte 42. 



Beciprokes Tragheitsellipsoid 21. 
Affine Transformation 29 

Unstetigkeit der Eeibung 146 

Das Virial eines Systems 334 

Das aussere Virial eines Systems 334 

Das innere Virial eines Systems 334 

Whewell's Windmesser 111 
Windungsparameter der Schraube 208 
Die Winkelbewegungsgrflsse 62 
Die Winkelcoordinate 112 
Winkelgeschwindigkeit 205 

Tmaginare Zeit 331. 
Der Zwang 345 



Date Due 



Demco 293-5 




Carnegie Institute of Technology 
Library 

Pittsburgh, Pa. 




138238 



